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dut  problème  proposé  au  cohcourt  jéntf'àl  de  J8U,  pour  fo 
efoMe  (fe  maihèmatiqiim  éUthmtaireê, 

jtj^  J.  wuTBiaAVT  (v:  |w?c>. ...  . 

ètéve  do  Collège  royal  de  Loait-le-«r«iid  (Division  4e  Jl..  rtet//#:. 


Par  an  point  0  (/I9.  f  )',  donné  fthr  on  diamèlre  AB ,  ool 
mène  à  la  circoQréreooe  nne  aéqmtn  OMM;^:  ^moiitFar       t 
qa'en  joigoani  les  poiols  d'intersecliôh  M  et   M'  avec  le 

centre  C,  le prôdoïC  '  '    '' 

^       MCA^     MCA. 

(^constant  ponr  tontes  le»  sécantes  liienées  do  ptMttt W -ter 
cil'coiirérence. 

*Mf*Vk  ' 
Sin^oa  joigniDosMB,  M'B,on  asîtqnp]['ani^MBA=»-:^i 

M%A' 
et  l'angle  M'BA= \  La  question  est  ramenée  k  faire 

Yolr  qoe  le  produit 

taogMBAtangM'BA 
est  constant. 


I  #   /   /  .  i   .      *    .  i 
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Joignons  MA ,  M'A;  du»  les  triangles  radanglef  BMA, 

BM  A ,  une  propositiOD  eoonœ  donne  : 

UingMBA  =  ^,    tangM'BA=^'; 

Les  angles  MABf,  MBM' étant  égaaz,  comme  inscriU  dan» 
an  méine  segment,  les  aires  des  triangles  MAAP,  MBM', 
sont  entre  dles  conmie  les  prodoits  des  oMés  qni  com|»ren- 
nent  ces  angles  ;  donc  ^  ^  '  I  •  JA')''f 

Or  les  mêmes  triangles  ont  nne  base  commune  MM'  i  leurs 
aires  sont  aossi^YRre^lles  iâmmé  ktHivllaiitèiirs  ÂP,  BF  ^ 

AMM'       AP 
*^BMSr==^BP'^"'P""'*'"''^ 

AM.AM^   _  AP 

.      j.       .r         ■/ •    ;APt •     •   -  •  4\    .  •     OA    ^. 

Etifiil,  èè  rapport  ôbt  P^ût  se  changer  en  eetfaî-ci  "jr^ ,  à 
cause  de  la  similitude  des  triangles  OAP^OBP..  Qn  a  ^onç  1 
(1  )  tang  mISA  tanyM'&A-^r  ^ , 

wwwtmrt^RflP^  PV, 

conséquent,  sera  constant  pour  toute  sécante..li;«l^.  ,4p 
pSMit  O  à  la  circonférence. 

i>M(^'ohf  L'iigalité  tk)'/vraie  p6  sécàMé;  lé  É/Én 

encore i la  limite,  quand  celle-ci  deviendra  tangente;  alors 
les  deux  angles  M'CA,  MCA  se  confondent  {f^.  2) ,  et  oh  ài 

tangMBA  =  ^; 

U  est  bdie  de  démontrer  cette  égalité  directement. 


—  1  — 

SMi k Uteigle  MMftglë  BM A  Oiitî  «" 

.  m, «A  AM 


BM 
Ces  carrés  élaot  dans  le  rapport  ée  leurs  projecttoDs  Àl  el 
IBsur  rhypoléQose,  on  aura: 

Aï 

fanrMBAspj^.  -    " 

Mais  le  triangle  rectangle  GMO  donne  : 

0C:GH::Of:a, 

proportion  qai ,  d'après  une  propriété  connue ,  devient  : 

0C+CM;6c  — CM::CM  f  ClrCM  — CI. 
oa  Wèo 

oc+CB:OC-Ca::CB^çi-ca  — CI,. 

on  enfin 

PB;  pA::  18:^1, 
dotic 

tang'MBA=l'  =  ^;  (i.Q.F.D/  ; 

Remarque.  Les  points  I  et  0 ,  qai  jonîssent  de  là  propriété 
que  leurs  distances  respectives  à  deux  antres  points  À't>t  fi 
sont  dans  le  mém^  tapport ,  ont  reçn  le  hoih  4e  points  con- 
jugués harmoniques,  et  la  ligne  AB  est  dite  divisée terBM>- 
niqaement  aux  points  I  et  O. 

Un  autre  cas,  limite,  à  examiner  serait  celui  où  la  sécante 
se  confond  ayec  le  diamètre  ;  mais  alors  l'un  des  angles  de* 
vient  nul ,  Tautre  devient  droit;  et  le  produit  proposé  prend 
la  forme  indéterminée  0  x  oo  ;  on  pent  encore  dire  qu'il  est 

"^'^  ^  ÔB 
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Lorsque  le  point  O  an  lien  d'être  esiériear  aa  cercki  est 
intérieur  {fig  3),  Tégalit^  (t)  est  encore  vraie.  La  démons- 
tration est  absolnmeot  la  même  que  celle  qae  nous  avons 
donnée  poor  le  cas  da  point  extérieur,  seulement  pour  passer 

du  rapport  j^^^^,  *  <»toi  dea  aires  ^^j^„on  ne  s'appuie 

pas  sur  ce  que  les  angles  MAM'  et  MBM'  sont  égaux ,  maia 
sur  ce  qu'ils  sont  supplémentaires  ;  dans  ce  cas  le  théorème 
qui  a  servi  est  encore  vrai. 

Dans  le  cas  particolier  où  MM'  est  perpendiculaire  an 
diamètre  (fig.  4) ,  les  angles  MBA ,  M'BA  sont  égaux ,  alors 

tangMBA  tangM'BA  =::|ang*MBA«  â^  =  ^. 

BM       "" 

£nfin  si  le  point  O  se  confond  avec  le  centre  G  (fig.  5) ,  le 

OA 
rapport  TT^  devient  l'unité  ;  il  faut  que,  pour  tonte dinc* 
UB 

tion  de  la  sécante ,  le  produit  tangMBA  tangM'BA  =  t . 

AH/IH/f' 

EneBét,  comme  AM=BM', et  AM'=:BM,  le  rapport  p^...» 

est  évidemment  l'unité,  puisque  le  numérateur  est  égal  au 
dénominateur. 

Mais  on  peut  dire  plus  simplement»  que  M'BA  étant  le 
complément  de  MBA ,  tangMBA  =  cotMBA ,  donc 
tangMBA  UngM'BA  ^  tang  MBAeotMBAr 

el  on  sait  que 

tang  MBA  cotMBA  =  t* 
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NOTE 


r  le$  équations  d'équilibre  entre  des  forces  quelconques, 
appliquées  aux  différents  points  d'un  corps  solide  libre. 


ancien  élèv«  de  l'Éflole  noraule. 


Soient  P,  P,  F',. •  •  ^^  forces  appliquées, et  soos  l'influence 
desqueUesIe  corps  est  supposé  en  éqnililHre  ;  représenions  par 
(xjrz),  (j//*')»  (^Ir"z'')...  les  coordonnées  dèleors  poiAt» 
d'application  respectifs ,  et  par  (apy),  (o'PV)...  les  anflês  de 
leors  directions  avec  des  parallèles  aux  axes  réctangniaireft 
des  X,  des  T  et  des  Z. 

ComidéroDS  la  force  P,  et  désignons  par  u»  t^,  4v  les  coor- 
données courantes  de  la  droite,  suivant  laquelle  elle  agit; 
on  aura  pour  les  équations  de  sa  direclion  : 

u — X       if — y       4v — z 


COSa  OJsP  COS7 

Prolongeons  cette  droite  jusqu'à  sa  rencontre  avec  Te  jj^n 
XT,  et  les  coordonnées  du  point  d'intersection  données  par 
les  équations  précédentes  sont 

cosa  cosB 

U^X — z ,       Prs-r  —  z Ï--      5VSx:0. 

COS  7  COS  7  ' 

Supposons  la  force  P  transportée  à  ce  point  de  sa  direc- 
tion et  décomposons -la  en  trois  suivant  des  parallèles  aui 
axes  des  X ,  des  Y  et  des  Z  ;  ces  composantes  seront  respec- 
tivement 

PcOSa,         PcOSft,         PcOSy: 
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laissons  la  force  Poosy^  perpendicalaire  au  plan  XY,  appU* 
qnée  en  ce  point  ;  la  résultante  des  deux  antres  forces  Poos« 
et  Pcosp  comprises  dans  ce  i^afii^  dirigée  sniyaot  la  droite 


COSa  C06. 

<    •  »>  >  .    .    .  t     .  ' 

laquelle  prolongée  JHsqn'à  l'axe  des  X ,  yient  le  couper  au 
point  .        ... 

coêa    ' 

cosp 

Supposons  encore  cette  résultante  transportée  en  ce  point, 
et  décomposoiisrla  eq  <}en  autre» ,,  égales  aux  précédentes  : 
Pi^9fla4îrigée  s^yaul  Taxe  des  X ,  et  P  cos  ^  .pQrpeodjcu- 
Ippm^au  BAône  axfli.,    . 

,  D!aprés  ce  qui  précède,  la  force  P  se  tvouye  remplacée  par 
troîaiii|tres,  savoir  :  Pcosa  dirigée  sniv^n^t  Vaxe  des  X  vPçosp 
située  dans  le  plan  XY  perpendiculaire  i^  l'a^fe.des  X ,  eV  ap- 

pliijliée  fifu  point  i*t=fc4?— ^  -i— ^^,  etifln  Pcosy  perpendicài- 

lairê  au  plan  XY,  appliquée  au  point  dont  les  coordonnées 
sont 

fOS  a  cosB 

a  =  a: — ^- ^-    vz=iy — z — -. 

.  COS7  cosy 

..Lf  forpa  V  pourrait  également  être  remplacée  p^r  trpis 
autres  ^naloigu^  appliquées  aux  deux  pQints.que.l!on  déterr 
mine  de  la  même  manière,  et  quMl  suflBl^  de  distinguer  des 
précédents  par  l'accentuation.  Et  ainsi  des  autres. 

De  sorte  que  le  système  des  forces  données  se  trouve 
transformé  en  trois  groupes  de  forces  :  i''  des  forces  dirigées 
suivant  l'axe  des  X;  â<>  un  ensemble  de  forces  parallèles, 
comprises  dans  le  plan  XY  et  perpendiculaire  à  Taxe  des  X; 
3"  enCn  des  forces  perpendiculaires  au  plan  XY. 

Mais  pour  que  l'équilibre  puisse  subsister,  il  faut  qu'il  7 
ait  équilibre  dans  chacun  de  ces  groupes  séparément ,  sans 


—  li — 

qoili ,  en  fiiabt  dans  te  plan  %Y  une  drofté  arbitraire ,  les 
forces  perpendîcnlaires  à  ce  plan  romperaient  l'équilibre,'  si 
elfes  ne  se  détruisaient  mutneUemenl  ;  de"  même,  si  on  fixe 
UB  point  de  Taxe  im-X^  les  forces  |(erpeidicnllires  à  cet  axe 
doivent  se  foire  équaiH^  pour  ne  (las  firir#  méuyoir  le  corps 
dans  leur  plan  autour  du  point  fixe. 

Or,  pour  qil^fl  y  ait  équilibre  ent)^  les  ftjD^ces  dirigées  sui- 
vant Taxe  des  ;2L,  k  ^ule  q^dUi<^  eft  qpoie  :   ...  . 

pour  Péqui libre  des  forces  perpendicolaires  à  Taxe  dés  X,  il 
faut  d'après  les  conditions  d'équilibre  entre  des  forces  pa- 
rallèles comprises  dans'nn  même  plan  -. 

^2)       Pcosp+P'cosp'  +  Fcosf +...=0, 
et 


.±:±0; 


cette  dernière  se  transforma  façilem^t  en  u 

(3)    P(j:cosp-^coscO  +  P'(^'oo8P'— ycosa')+...  =0. 

Enfin  pour  l'équilibre  des  forces  parallèles  perpendiculaires 
an  plan  XY,  il  faut  les  trois  conditions'suîyantes  : 

(4)      ?.ooa>+P'fM»'  +  P"cosV:  ^..^ .  =p  a , . 

'««'.(f  -/Si'):+''-''(^-''^)+--  «.■ 

P«.r(r-^^)+«'<»,-(^^)+.-..Mr 

ces  deux  dernières  se  réduisent  à 

(5)  P(arcos7  — «cos«)  +  P'(x'cos7'~2'cosa)+  ...  =  0, 

(S)     P  (y  COSy^  Z  C08  P)  -f  F<y  \toSy  ^  z'cbs'p')  +  . . .  =  0. 

Telles  sont  les  six  équations  générales  d'équilibre  d'un  sys- 
tème de  forces  quelconques  ;  et  si  l'on  représente  respeclive- 


-  1?  - 

< 

ment  par  X ,  Y,  Z,  les  premiers  membres  deséqoatk)iis(l)} 

(2),  (4J  et  par  L,  M,  N,  ceux  des  équations  (3),  (5)  et  (6)^  ces 
équations  deviendront  : 

L«0,        MitrO,        H^ù.  .     .  /     : 

.,  .  G^n^oZif oTioit  des  fonmlesprécédefUeê,   ..    ; .  : 

Il  noos  reste  maintenant  à  démontrer  qne  îes  fortnulë» 
trouvées  préeédemitoéht  poiir  conditions  d'éfoillbre  sont 
générales,  qu'elles  conyiennentà  toutes  les  directipna  des^. 
forces,  et  qu'il  suflBt  d'y  substituer  pour  aP7,  a'PYv,v  }^ 
valeurs  qui  conviennent  à  la  direction  de  chacuue. 

Examinons  un  seul  cas,  qui  comprend  tons' ceux  pour 
lesquels  la  décomposition  précédente  pourrait  offrir  quelque 
diflBculté,  celui  où  Tane  des  forces  P<  par  exemple ,  serait 
parallèle  à  Taxe  des  X.  ,-    ^    .,.(.. 

Sifit  xi^iZi,  les  coordonnées  de  son  point  d'application , 
on  aura  pour  équalfons  dcf  sa  directton  :  '  -^^  '  '    ' 

.        .     ,     M  .         i.  ..'.I 

au  même  point,' appliquons  deux  forces  m  et  —  m  ègates  di- 
rectement opposées  et  perpendiculaires  au  plan  XY|  pfuîs 
prolongeons  la  direction  de  —  m  jnsqu'an  plan  XY  au  ^int 
dont  les  coordonnées  sont  a  =  xj  ,  t^=syi  ^  cette  force  fera 
partie  de  celles  perpendiculaires  au  plan  XY.  La  résultante 
des  deux  forces  m  et  P  sera  dirigée  suivant  la  droite 

U  —  Ui  'W  —  z* 

¥{  rn 

et  cette  résultante  ira  renoontrer  le  plan  XY  au  point 

Pi 

m 


—  13  — 

auquel  on  poorra  h  supposer  appliquée.  Ici  décomposons-la 
avec  sesdeax  éléments  V%  et  m,  la  première  parallèle  à  l'axe 
des  Xy  el  la  seconde  fera  partie ,  comm'c  —  m ,  du  grodpe 
perpenÂcuIaîre  au  plan  XY. 

Or  dans  les  conditions  d'équilibre  de  ees'  forces  parallèles, 
réqoatîon  Z  =  0  contiendra  m  —  m  ,  qui  est  identiquement 
nul. 

L'équation  M  =  0  renfermera  le  groupe 

—  mxi  +m  Ixi  —  zi  —  j ,  qui  se  réduit  à  —  P»-  zi . 

Enfin  l'équation  N=0,  aura  les  deux  termes  myi  ^mjn 
qui  se  détruisent  immédiatement,.  De  sorte  que  ces  trois 
équations  se  composent  avec  la  force  P{  précisément  comme 
si  dans  les  équations  générales,  on  avait  faita^  =0,  ^  ^W 
et  7  =  W  savoir  : 

P{  cos 7i  :=  0    dans    2  =  0, 
Pi  (xi  COS7»  —  Zi  cosa*  )  =  —  ViZi     dans    M  =  0 , 
P<  {y%  eos7<  — z,'  wèpi  )  =  0         dans  N  =  0. 

Oocapons*nous  maintenant  de  la  force  P*  comprise  dans 
le  plan  XY,  et  parallèle  à  l'axe  des  X.  On  a  pour  équation 
de  sa  direction  t^^yi- 

An  point  tt=:j:<  de  la  droite  suivant  laquelle  elle  agit, 
appliquons  deux  forces  u  et  —  u  égales  »  directement  oppo- 
sées et  perpendiculaires  à  l'axe  des  X  ;  prolongeons  —  u 
jusqu'à  cet  axe ,  et  là  elle  fera  partie  du  groupe  des  forces 
parallèles  qui  lui  sont  perpendiculaires. 

La  résultante  des  deux  forces  Pt  et  n  sera  dirigée  suivant 
la  droite 

P< 

et  feneontrera  raxedes  X  au  point  u  33  jr»  ^yi  -^ ,  et  si 
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çani  dans  réquation  y  par  aor-f  6,  on  obUent (prpb.  2,  LVIII), 


mom  mum 

éllmioant  b  entre  ces  deux  équations,  et  remplaçant  X  et  Y 
par  X  et^,on  obtionl  : 

X  {aa'm  —  mam)  —  a'mjr  =  ih^i .  (35) 

équation  de  la  droite  des  moyennes  distances. 

AppKcation$;  Lignn  du  second  erire. 

réquation  (34)  devient  : 

x'(Aa'+Ba4-C)+x[2Aa64-B^4.Da+E]+A6'+D6+F=0} 
l'équation  (35)  devient  .- 

a  (2A^  +  Bj:  +D)  +  2Cj:  +Bj^+E  «=  0. 

Lignes  du  troisième  ordre, 

P,==Ay+Rry+CxV+Dj:»î  P.  =  £y+Farjr+Gx-; 
P.=l<r+Ij:i       Po  =  K, 

a^  =  Aa^+Ba'+Ca+B;  ^i.  =  Ea.+Fd+G;  a.=Ha+l, 
af,=  3Aa*+2Ba  +  C;      a'.  =  2Ea-|-F,    a'.=  H, 

a",==6Aa+2B;  a".  =  2E, 

a'^=6Ai 

l'équation  (3fc)  devient  ; 

(  Aa^+Ba'+Ca+D)  j:3+(3  Aa'+Ba+C)^  1  x*+(3  Aa+B)Z>*  j  x+A^^ 

Ea"+Fa  +  G  I      (2Ea+F)6'    +E^' 

Hfl+I   1    +H4 

+  K, 

l'éqnation  (35)  devient  : 

a*(3A^4-Bj:+E)  +  a(2Bj-+2G+F)+  C^+3Dx+G  =  0. 
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CènoUotfv.  Un  triaiigk éUmt  me Ug^eAii  troîMèow degré, 
a  est  ficile  d'ea  traiiYer  les  diamèlK». 

Obitrvatkm.  Dans  iee  cottiquee ,  la  droite  deé  magreiineft 
dûtances  n'est  autre  qaela  bissectrice  des  oorées  parallèles, 
et  c'est  la  définition  qo'ApoUoniiis  duane  du  diamètre. 
I]ént<  xa|Mt6Xi|c  ^pat^c^^,  ^  ccrciv  èv  èvl  iicMctôc|>y  Bià|jyBtf)ov  (làv 

«qfOfiiwflK  iv  xij  ')fpa|ji(il}  «u(k(f  tiv)  icotpaXXiiXou<  ^^a  Staifct ,  «  j^ap- 
fdia  dianiàlre  de  tonte  ligne  courbe ,  située  dans  nn  Mnie 
plan,  une  droite  qui,  menée  d'un  point  de  la  courbeà  une 
aolre,  divise  en  deux  parties  égales ,  toutes  les  droites  pa- 
rallèles à  une  certaine  droite  ^'(lir.  1 ,  définit.  10).  On  volt 
bieaque  les  diamètres  d'Apollonius  ne  peuvent  exister  que 
dans  Irs  courbes  planes  dont  féquation  peut  se  ramener  h 
ne  renfermer  que  des  puissances  paires  d'une  des  coordon- 
nées ou  de  toutes  deux.  Apollonius  pose  une  seconde  défini- 
tion (définit.  13),  pour  les  diamètres  qui  vont  d'une  courbe 
à  une  antre  comme  daiks  l'hyperbole  :  o^uoe  troisième  défi- 
nition (déf.  15) ,  pour  des  diamètres  qui  ne  rencontrent  pas 
la  courbe,  dont  l'hyperbole  offre  aussi  uu  exemple.  Newton 
a  donné  la  véritable  notion  du  diamètre,  en,  appliquant  ce 
nom  aux  droites  de  moyenne  distance;  il  ne  s'en  sert  que 
pimr  les  ïignes  du  troisième  ordre  ;  il  est  évident  que  la  dé- 
nomination est  générale.  Ainsi  à  chaque  sécaute  répond  un 
diamètre,  qu*on  peut  désigner  sous  le  nom  de  diamètre  con- 
jugué d  la  sécante  et  vice  versa. 

Corollaire  I.  Si  deux  lignes  de  Tordre  m ,  rapportées  aux 
mémesaxes  coordonnés,  ont  en  commun  les  fonctions  P^ 
et  Pflt  - 1,  elles  ont  le  même  système  de  diamètre.  Il  suffit 
doue  d'étudier  les  diamètres  dans  la  courbe  donnée  par  l'é- 
quation P»-fPM-,i  =0. 

Corollam  IL  SI  Pm~i  manque  dans  l'équation ,  ^zm  - 1  est 
nnl,  et  dans  ce  cas  tous  les  diamètres  fiassent  par  un  même 

Ànn.  DK  llATBtMAT.  lY.  "^ 
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poiol ,  <f»i  est  l'origiM»  L'«nveloppo  des  diamètres  «il  alors 
un  point  auqael  Newton  a  donné  le  nom  de  centré  général^ 
ei  il  appelle  simplement  c$nir€  la  rencontre  de  denx  diamè- 
tres ifneleonqiies. 

CoroUairéJII.  S'il  existe  nn  centre  général,  en  y  ttranspor^» 
tant  l'origine,  la  fonction  P»»  ~  i  disfùiralt  de  réqnaliott;  Atesti 
pbar  découvrir  sf  unêMorlïe  donnée  par  une  équation  a  im 
centre  général ,  on  changera  Tùrigibe  en  conservant  la  ^ira^ 
tiott  des  axei»,  ce  qui  introduit  deux  indélermlnées.  Si^  |laF  dof 
valem»  réelles  et  finies,  données  à  ces  indéterHunées,  on  peUI 
faire  disparaître  les  m  ooeflBcîents  de  la  fuootion  Pm  -i  n  .la 
nouvelle  origine  est  le  centre  général  ;  mais  si  Ti^ne  4ecç9  ?a* 
leurs ,  ou  toutes  les  deux  sont  infinies. ,  le  centre  général  eH 
a  l'infini,  et  on  ne  peut  faire  disparaîtra  la  fonction  P«i  ^  i*  . . 

jépplications.  Courbes  du  second  degré.  ISfjfme  équation  que 
ci-dessus  ;  soient/'  et  q  lest  coordonnées  delà  nouvelle  ori- 
gine, il  vient  •  i    .    .  .. 

égalant  à  zéro  les  coefficients  de^ct  de  j:  ,  on  en  lire  les  va— 
leurs  connues  des  coordonnées  du  centre  général,  mais  qui 
deviennent  infinies  lorsque  B*  —  4AC  =0. 

2"*  Cùurbes  du  troisième  degré.  Equation  conune  ei-des0US  i 
pelq  coordonnés  de  la  nouvelle  origine,  il  vient  : 

P.  =  y  (SAy+B/H-E)  -Kr^  (2B^aC/>+F)  +  or*  (SB^+Gç-ifia  ; 

égalant  à  zéro  les  deux  coefficients  de^  et  de  jc",  f!  ♦'iëttt^ 

CE— 3AG 
'^""9AD-BC' 
BG  — 3DE 


^  = 


9AD— BC* 


Ainsi. pour  que  xj^  disparaisse,  il  faut  qu'on  ait  l'équatimi 
de  condition 
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«(B*— SA©  +  tE  (C— 8»)  +  P(9  AB— BQ  =  0 , 
(Voir  Saler,  iotrod.,  t.  II ,  p.  345). 

Si  l'OD  afàil  tfaiiord  fait  disparaître  les  coefldents  de  y^ 
et  de  xy^  od  «arait  troayi  : 

3AF  — 2BE  âC3B  — BF 

P  —  j(B'—  8AG)  '       *  ""  a  (B'  --  3AC) 

Mais,  en  verta  de  Téquation  de  condUioo ,  les  deux  valeurs 
de  p  sont  égales;  il  eo  est  de  même  des  yaleors  de  7  ;  de 
sorte  queTéquation  de  ooDdilioo  peut  se  mettre  sous  ces  six 
formes  .- 

2(B'  — SAC)   (CE  — 3AG)  =  (9AD  — BC)  (3AF  -    BE), 
2(B'  — SAC)    (BG  — 3DE)  =  (9AD-BC)(2CE— BF), 
2(C'— 3BD)    (CE— 3AG)  =  (9AD     BC)(2BG— CF), 
2  (C—  3BD)    IBG—  3PE)  =  (9 AD  — BC) (3DF  —  2CG) , 
(B*  ~  SAC)  (2BG  —  CF)    =  (C'  — 3BD)(3AF— 2BE) , 
(B"  —  3  AC)  (3  DF  —  2CG)  =  (C  —  3BD)  (2CE  —  BF) . 

Si  B*  — SACsO,  il  faut  qu'on  ait  oa9AD-^BC=:0,  ou 
3AG  —  âBS  a  0  ;  dans  le  premier  cas ,  le  rentre  général  est 

à  l'infini  ;  dans  le  second  cas,  on  a  /^  =  -  ;  il  existe  alors  une 

infinité  de  centres  généraux,  tous  distribua  sur  des  droites: 
ainsi  que  nous  le  dirons  plus  loin ,  ce  qui  est  intuitif  lorsque 
la  courbe  se  réduit  à  trois  droites  parallèles. 
Corollaire,    Le  coefficient  angulaire   du    diamètre   est 

; ;  celui  de  la  sécante  est  a  ;  on  connaît  donc  la 

tangente  de  Tangle  de  ces  deux  droites  :  lorsque  cet  angle  est 
droit,  le  diamètre  prend  le  nom  A^axe^  la  tangente  de  Tangle 
que  fait  un  axe  avec  la  sécante  conjuguée  étant  infinie,  si 
les  coordonnées  sont  aussi  à  angle  droit ,  on  a  pour  équation 
a*(a'-f- 1) —  maam  ~  0.  Equation  du  degré  m  ;  ainsi  toute 
ligne  du  degré  /71  a  au  plus  m  axes. 
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Afflicaéi4m  aux  li§ne$  dm  iroinèm^  degré.  Oo:  UtHive 
toute  rétfuciioQ  faite  .* 

Ba'  +  [2C—  BA]  a'  +[30—  2B]  a  -  C  =  0. 

LXl.  Problème.  Quelles  800I  les  courbes  algébriques  dont 
tous  les  diamètres  sont  parallèles? 

SoltUùm.  Le  coefficient  angulaire  doit  dune  être  égal  à 
une  quantité  constante  que  nous  représentons  par  k;  d'où 

l'on  tire  —  = -,  ;  remontant  aux  fonctions  primitives , 

il  vient  loga»=miog(a  — X:)+log/,  où/  représente  la 
consume  arbitraire, aussi  a^=f(a-k^  et  l>ii,==/'Cr--*xr; 
eu  vérifiant,  on  trouve  quen  effet  k  coefficient  angulaire 
des  diamètres  est  constamment  égal  à  k  ;  faisant  m=  2 ,  on 
a  la  parabole  ordinaire  ;  et ,  quelle  que  soit  la  valeur  de  m, 
nous  verrons  que  toutes  ers  courbes  sont  du  genre  dit  para-' 
bolique». 

Corollaire.  Si  l'on  a  Pm  =/(^-  kx^.  et  Pm~i  =  0,  la 
courbe  n'a  qu'un  seul  diamètre 4  savoir  j^sszka:, 

LXII.  ProbUme,  Une  ligne  de  Tordre  m  étant  donnée  par 
une  équation ,  et  connaissant  le  coefficient  angulaire  d'un 
diamètre,  construire  ce  diamètre  et  une  sécante  conjuguée. 

Solution.  Regardant  a  ctnume  Tinconnue  dans  l'expres- 
sion do  cœffident  angulaire  du  diamètre ,  on  a  une  équation 
du  degré  m—  1 ,  et  a  est  le  coefficient  angulaire  de  la  sécante 
conjuguée;  on  exclut  le  cas  ou  tous  tes  diamètres  sont  pa- 
rallèles. 

Corollaire.  Ainsi  une  ligne  de  l'ordre  m,  ne  peut  avoir 
que  m — 1  diamètres  de  môme  direction. 

LXllI.  Problème.  É<a(nl  donnée»  une  ligne  par  son  équa- 
tion et  une  droite^=rj;-]-^Y  dans  le  plan  de  la  ligne;  quelle 
relation  doit  eiister  entre  r  et  5,  pour  que  cette  droite  soit 
un  diamètre  ? 
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SoMùm.  On  a  r=  — ^— ^ ^  s^ r-  ;  éliini- 

MDt  <ï  entre  ces  deux  éqoatioiis ,  on  oblieini  la  reiaf km  cher- 
cbëe  qui  ne  pent  déiMisMr  le  degré  (/»  *- 1)'. 
Affiica&fm,  m=sS;  oo  trouve  pour  relation  : 

5(B*— 4AC)  +  r(2AE—  BD)  =  2CD— BE. 
LXiy.  Théorie  des  dtamérrei  conju^uéx. 
Soit     Afl»  =r  A.a"'+A.a*^'  +  A.a"^+...A«, 

aii^i  =  Boa*- +  B.a— '  +  B,a— 5  +  •  •  •  B«-i 
Soit  a'  le  coeflBcient  angulaire  du  diamètre  conjugué  au 
diamètre  j^= a j/+  6*,  on  aura  d'après  ce  qui  précède 

a'  [iwA^a—  +  (m  -  1  )  A.^— '  + . . .  Am-i]  + 


4-A.a— +2A.d^*+...inA«:^0     )      ^^' 

Si  le   diamètre  y=ax-^b  doit   aussi  être  conjugué  au 
diamètre  y^aaf  ^U ,  Ton  doit  avoir  : 

+  A.>-+A^'^*+'...mA«  =  0,      1 
misirayant  (2)  de  (1) ,  et  divisani  par  a  —a'^  il  vient  r 

+(«-ljA.aa'[a*-*+a'*"*+aa'(a'^+/z'*'V^V>*-«+a'*-«)+..^ 
+(w— l)Ai»^i=0. 

Faisons  aa'=u,  o-f  a'sri';  a  et  «  seront  racines  de 
réqnation  «"—  it/+  p  =  0 ,  et  diaprés  la  théorie  des  fonctions 
symétriques,  on  sait  que  a*+  a'^  sont  des  fonctions  de  degré 
k.deu  et  de  (";  donc  Véquation  (3)  est  au  plus  du  degré 
/«—  2,  des  mêmes  variables  aeiv,  multipliant  Féquation  (t  ) 
par  f^""^  et  l'équation  (•>)  par  n"^  et  ajoutant ,  il  vient  : 

+  (/Il  —  3)  A.a'^^a"^^  (a'^  —  ii')  +  etc.  =  0.        )   '  ^ 


(31 
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Dhinstpar  a*— a,  on  démontre oomme pour  Téquatioii (3) 
qn'efle  s'âève  an  plus  aa  degré  iii^-2,  en  fonction  de  li  et  f^; 
cet  denx  Tarûèlea  d^cndept  donc  de  desx  éqoations  cha- 
cnne  de  degré  m  —  2  auplos;  on  a  donc  œ  tbéoréne. 

TUorAiif. Une conrlw algébrique  de  dq^rémne «avait 
avoir  plna  de  (m  —  2)*  systèmes  de  diapn^tres  conjugués , 
m  étant  pins  grand  qne  deux. 

1.  j4ppKeaÉkm,  m  =  2  ;  Féquation  (I)  devient  : 

2Aofl^+A.(tf4-tfO+2A  =0. 

Équation  symétrique  en  aet  a';  die  se  confond  alors  avec 
réquation  (2);  a  reste  indéterminé  et  il  existe  une  infinité 
de  systèmes  de  diamètres  ooojoguès. 

2.  OT=3, 

3A€^a'+  2B<xa'+Ga'+Ba'+2Ca+3D  =  0,  (1) 
même  notation  que  d-dessus, 

3Aa!*a  +  iBan'+Ca-^-  Ba''+2Ca'+  3D  =  0,  (2) 

3Aaa'+B{a+€^)+C  =  ik  (3) 

Prenant  la  valeur  de  a'  dans  (3) ,  et  substituant  dans  (1) ,  il 
vient,  toute  réduction  faite  : 

tf'[3ÂC-'B']+a(9AD— BQ  +  3BD— C*=sD; 

les  éewL  racines  de  cette  équation  sont  les  coefficients  an- 
gulaires du  système  unique  des  diamètres  conjugués  ;  les 
deux  diamètres  conjugués  ont  pour  équation 

y  (3Aa*+2Ba+C)+x(Ba*+2Cfl-f  3D)  =_Ea'^Fa^G, 
^(3Aa''+2Ba'+C)+a-cB«"+2Cû'+3D)  =-Ea''— F^'— G, 

d'où 

_  aaX3AF-2BE]+(a+a')[3AG— CE]+2BG-CF  _  P 

"^  ""  2aa'(3AC— B")+{«4-«')  (9AD  BC)+2(3BD— C)  ~  Q* 
ou 

3BD  — C  ,      ,      BC  -9 AD 

^'"=3AC^B''       ^  +  ^  =  3AC-B-^ 
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sotatitiuiDt  ces  valrars,  ob  a 

Q  r=  4[9AC— B^  [3BD— C]  —  C9AD—  BC)\ 

Si  Q  >>  0,  a  et  a'  sont  imaginaires;  mais  l'intersection  des 
diamètres  est  toujours  réelle.  Dans  ce  même  cas  les  trois 
racines  de  réqnation  Aa*-f-BaHC^i+D  =  0  sont  réelles 
[r.  I.  m ,  p.  164),  et  réciproquement  lorsque  les  racines 
de  cette  équation  sont  réelles,  la  courbe  n'a  pas  de  diamètres 
conjugués.  Si  Q=0,  deux  ou  trois  racines  de  cette  équation 
sont  égales,  et  Tinterseclion  des  diamètres  rst  à  l'infini,  les 
diamètres  deviennent  des  asymptotes  situées  à  Tinfini  ; 
lorsque  les  trois  racines  sont  égales ,  tous  les  diamètres  sont 
parallèles,  voir  ci-dessus  (LXI). 

Le  carré  de  la  tangente  de  l'angle  des  deux  diamètres 
conjugués 

-Q    ^   -Q 

*"3AC  — B-      [B*-  3AC+C*— 3BD  +  (9AD~BC)cos7r* 
7  étant  l'angle  des  axes. 

Lorsque  les  diamètres  conjugués  existçnt ,  on  les  prenant 
pour  axes,  il  est  évident  que  tout  ce  qui  multiplie  y  et  x* 
disparaît ,  et  l'équation  se  réduit  à  cette  forme  ; 

Ay +Dx3+ Fxr  +  H^  +  Rr-f  F  =  0. 

Exemple:  yx  ^mx^y  —  «j:^=0;  équation  du  sysième 
de  trois  droites,  on  a  A  ==  0 ,  B=  1 ,  C  =  —  m,  D  =  0 , 
E=0,  F«  — »,  G=0. 

L'équation  aux  diamètres  conjugués  se  réduit  à  a'—zna-f 
m*=  0;  ainsi  les  diamètres  conjugués  n'existent  pas  \ 

n 

On  trouverait  de  mémo  ^  =  -)-  ;  ainsi  l^  pt)iiît  réel 
d'intersection  est  le  ceoUre  do  gr2iy,ilc.;dç,  Taire  du  triangle. 
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LXV.  Théorie^oes  enveloppes  éiaméêre^. 

Problème.  Trouver  Tenvekqipe  des  diamètres  d'âne  ligne 
do  degré  //*  ? 

SoltUian.  On  a  pour  réqaationr  d'un  diamètre  l'équa- 
tioii  (35J,  (LIX)^  prenant  la  dérivée  par  raHM>rt  à  a,  il 
vient  X  [  (1  —  m) a' m  ~  aa"m]  —  ^"my  ^  al'u^i  5  a  étant 
connu ,  on  a  ainsi  deax  équations  du  premier  degré  ôntre  jc 
et  j<^;  on  peut  donc  déterminer  pour  chaque  valeur  de  a^  les 
coordonnées ^du  point  où  le  diamètre  touche  son  enveloppe; 
et  si  l'on  élimine  a,  on  obtient  l'équation  de  l'enveloppe  des 
diamètres;  or  Téquâtion  (35)  est  du  premier  degré  en  j;  et 
y^  et  de  degré  m—  1  en  a  ;  sa  dérivée  aussi  du  premier  de- 
gré en  X  et  y  est  de  degré  /»— *2;  le  degré  de  l'enveloppe 
ne  peutdépasser  (m — 1]  (m — 2;. 

Observaiion.  L'enveloppe  n'admet  que  m— 1  tangentes 
parallèles  (coroU.  LXI) ,  donc  la  polaire  réciproque  de  Fen» 
vcloppe  diamélrale  est  au  plus  du  degré  m—  1  ;  comme  nous 
le  verrons  dans  la  théorie  de  ces  polaires,  le  plus  impor*» 
ta/it  progrès  que  la  géométrie  doit  à  M.  Poncelet  ;  ainsi  dans 
les  lignes  du  second  degré ,  la  polaire  réciproque  de  l'enve- 
loppe est  une  droite  ;  donc  Tenveloppe  diamétrale  est  un 
point;  ce  qui  est  évident.  -      Tm. 


NOTE 

sur  la  disoAssion  de  l'équcUùm  générale  du  deuçciéme  degré 
d  deux  inconnues. 

PA&  M.  AU'RSH  HOMUamBS. 


I.Soit 

;t)        Ay  +  Bx^  +  Cr'  +  l>r  +  Er4-  F  =0, 
l'équatiotai  d'une  courbe  dite  du  deuiièrae  degré,  si  x  tty 
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Mit  I6ft  ooordonBéM  rectiligMs  d'ao  yotet  dont  l'aagle  ail  G. 

2.  Si  je  tnppote  411e  (x\y)  Mil  an  point  de  h  oomte , 
l'évMtioo  (1)  pomrt  étare  mte  soesla  forme  /S)  : 

,5.    i  PA(j<+y)+B  (X + x')  +  2D]  cr-y)  + 

3.  y  — y  =  I»  (X— x')  est  réqaalioo  d'une  droite  pessaol 
par  le  point  (j;/,  y) ,  elle  peut  représenter  à  volonté  ou  des 
eerdfs  parallèles  on  des  sécantes  à  la  combe  en  {x\  y*) ,  soi- 
ent qœ  f  on  supposera  m  ou  y,  or'  constants. 

4.  Soit  m  constant,  réqoatioQ  (â),  en  7 faisant  ealrer  m, 
deTîeiidra  celle  du  Heu  féométriqne  des  milieux  des  cordes 
parallèles  à  la  direction  m. 

(3)  (2Ar+Er+l))m4-Br  +  2Cx+E=0, 

d'on  Ton  conclut  que  ce  lieu  est  une  droite  dont  le  coofficiont 
anipilaire  m'  est  tel  que 

(4)  2Amm'  +  B(m-f  iii')  +  2C=0> 
on  que 

(2Am+  B)  (2Am'+  Bï)  =  B'— 4AC, 

ce  qui  permet  de  distinguer  les  trois  espèces  des  courbes  du 
deuxième  degré  par  leurs  différences  caractéristiques. 

Si  B*— 4AG  <0,  m  n'est  jamais  égal  i  m\  et  il  y  a  une 
iofioUé  de  diamètres  conjugués, 

B'— 4AC=0,  quel  que  soit  /»,      /»'= — — , 
F  -4AG>  0,  m  est  égal  à  m'  pour  les  valeurs 


~- ,  et  il  y  a  une  infinité  de  diametiescon- 

jugoès. 

5.  Une  autre  conséquence  de  la  forme  de  Téquation  (3), 
c'est  que  tontes  les  courbes,  dont  les  équations  ne  différent 
^  par  lo  terme  ï ,  r>nt  les  mêmes  dianiètres.  On  en  dé- 
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italni  «M  CMstrMlim  trds^Mile,' pour- mie  erarbe  eu 
deomième degré,  élaot  donnés  un  4e  set  pointiel  nne  itoorbe 
do  même  espèce,  eldoot  féquatsen  nedUHreniif  de  In  sienne 
que  parle  terme  tout  conna. 

6.  Supposons  maintenaol  que  ia:\y)  soit  fii^e  et  qVie  m  va- 
rie, l'équation  (2)  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

(5)  jr  =  m'x+k, 

OÙ  A:  est  une  fonctte»  du  premier  degré  de  (x\  y) ,  et  est  par 
conséquent  déterminée  pour  ce  point,  (a/,  r").  1^  droite,  qae 
cette  éqnaAion  représente  devra  contenir  le  deuxième  point 
d'interseelion  de  la  sécanle  passant  par  (or',  y),  si  cela  nr- 
rire.  Or  il  est  évident  qu'il  y  aura  un  point  d'intersection  tant 
que  m  ne  sera  pas  égal  à  m\  ou  tant  que  Ton  n'aura  pas 

(6)  Am'  +  Bi7i+C=0, 

équation  qui  n'est  possible  que  si  B'— 4AC  ^  ou  >•  0. 

7.  L'équation  (6)  démontre  donc  ce  que  Téquation  (4)  nous 
avait  fait  pressentir  en  passant  aux  limites,  c'est  que  dans  les 
courbes  où  B'  —  4AG  =  0 ,  il  y  a  un  système  de  droites  paral- 
lèles qui  ne  rencontrent  la  courbe  qu'en  un  seul  point,  et 
dont,  par  conséquent ,  le  diamètre  conjugué  est  parallèle  à 
leur  direction ,  et  que  dans  celles  oii  B' — 4  AC  >>0 ,  il  existe 
deux  systèmes  de  droites  pafallèles  qui  ne  rencontrent  la 
courbe  qu'en  un  poim  ;  ces  considérations  permettent  de 
ranger  les  courbes  du  deaxiéme  degré  en  courbes  fermées , 
(H)uvant  se  réduire  à  une  portion  de  droite  9 — 4AG<C0, 
cjurbes  à  deux  branches  infinies,  B'  —  4AG=0,  et  en6n  les 
courbes  à  quatre  brandies  inOnies ,  pouvant  se  réduire  à 
deux  droites  B"  —  4AC>>0,  et,  dans  ce  dernier  cas,  il  est 
toujours  facile  d'obtenir  deux  droites  ayant  1&  mêmes  dia- 
mètres que  la  courbe  proposée 

8.  L'éqpation  (2)  nous  donne  directement  les  coordonnées 
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d'un  point,  td que  toole oorde  y  paannit  y  «oit  dififlée  en 
deux  perties  égalai.  Ea  eflet,  «i  l'on  défdgne  iwr  (a«  (i  les 
coordonnées  d'un  poîatO  tel  qae 

En  effet M^^-~^==^,  ^  =a,  le  point  O  est  le 
centre  de  la  courbe.  Les  épations  (7)  sont  compatibles  pour 
-g-  =  T-p  =  :=r,  d'one  infinité  de  manières,  et  încompaliUas 

pour  fi'—  4AG  =  0 ,  2AË  —  BD  ^  0 ,  on  en  voit  aisément 

la  raison. 

9.  On  conclnt  facilement  de  Téquation  (2)  quelles  sont  les 
ooarbes  da  deoxième  degré ,  où  le  centre  est  un  point  de  la 
courbe ,  car,  si  l'on  considère,  une  transformation  très-sim* 
pie  change  cette  équation  en  celle-ci  : 

(8)  A(^— *r+Btr  — 6)(x— a)+C(x  — ar=0; 

cette  équation  peut  se  décomposer  en  deux  autres  du  pro- 
mis, la  courbe  est  donc  un  ^stèmc  de  deux  droites  qui  se 
rencontrent  au  point  (6,  a),  ou  une  seule  droite,  si 
B*  — 4AG=0,  et  même  un  point  si  B'— 4AG<0. 

10.  Bans  le  cas  oùB* — 4AG>0,  l'équation  (8)  représente 
en  général  les  deux  droites  dont  le  système  est  une  courbe 
concentriqae  et  semblable  à  la  courbe  proposée ,  et  dont 
l'équation  eslr(^  ou  (f  ). 

11 .  Tontes  les  cqjurbes  du  deuxième  degré,  ayant  un  cen- 
tre 9  peuTcnl  avoir  une  équation  de  la  forme  suWanf  e  : 

(9)  A{jr—by  +  B(y'-'b){a:---a+CiJ:-ay=:k. 

(là)  On  eftt  pu  déduire  le  centre  de  la  rencontre  des  dia- 
Bièires  conjugués  en  partant  de  Véqnation  (3). 


13.  Une  tangente  est  une  corde  qui  ne  rencontre  la  eoarb^ 
qn'en  on  |N>iot  »  ou  dont  les  denx  pointa  d1n(ersection  se 
confondent.  Soit  donc  {x\  y)  le  point  de  tangente  d'one 
droite ,  et  m  son  coeflSoient  angulaire,  t^  diamètre  conjugué 
des  cordes  parallèles  à  cette  tangente,  devra  rencontrer 
la  courbe  au  point  {x\y)  ;  on  aura  donc  identiquement  : 

(2A/  +  Ba/  +  D)//i+By+2Cx'  +  E=0. 

L'équation  de  la  tangente  à  la  courbe  au  point  {Jt\  y)  est 
donc 

que  Ton  peut  mettre  sous  la  forme  suivante,  symétrique  par 
rapport  à  xy^  x'y  : 

On  en  déduit  plusieurs  cooséquenops  connnes  sur  les  se* 
cantes  et  les  lignes  de  contact.  Il  e&t  bon  de  Remarquer 
qu'une  méthode  tout  à  fait  semblable  s'appliquerait  parfaitç^ 
ment  è  la  discussion  de  l'équation  générale  du  deuxième  de- 
gré à  trois  inconnues. 


NOTE 

Sw  la  réioliUian  d'un  système  général  de  m  équaiùms  du 
premier  degré  entre  m  inconnues» 

9ASL  m   H.  BS  VÉ&UMAO , 

élève  de  M.  VINCENT. 


Je  prends  la  notation  adoptée  dans  la  discussion  des  équa- 
tions du  premier  d^gré.  Dans  cette  notation  la  lettre  qmi 


—  29  • 

Mrf«it  à  repréaenler  les  leraies  ofMMMt  daiif  «oe  ayMène, 
Mt  dMs  le  ^Aléiiie  suivant;  de  coeliicieBl  à  Je  MQrelle 
ineonnae  iotfedeêle. 

Eb  peaaent  d'au  sysléme  à  «n  eulte,  j'introdnia  ue nmii* 
▼elle  îBeonmie  €l  luie  obonreile  éfulàMi. 

b       B 
L'équation  aj:=sb  donne  x  im  -  =  --. 

•^       A 

a  j:  +  frv  r=:  r  ( 
Le  système    ,    '  ^         ,  <  résoln  ear  le  calcul,  donne 

^cV^be  _cV—bc'  _A, 
oc» — ca'       B, 

Le  dénominaleur  de  ces  noureliea  valeurs  s^obtient , 
comme  on  le  voit,  en  multipliant  le  dénominateur  de  la 
valeur  du  système  précédent  par  le  coefficient  de  la  nouvelle 
inconnue  dans  la  dernière  équation,  et  en  retranchant  le 
produit  du  mimérateur  de  Tinconnue  du  premier  système , 
par  le  coefficient  correspondant  à  la  même  inconnue  dans 
cette  dernière  équation. 

Cette  loi  se  vérifie  de  même  pour  un  système  des  trois 
équations  à  trois  inconnues.  La  dernière  des  équations  est 

et  le  dénominateur  de  la  valeur  de  x ,  obtenu  par  le  calcuL 
est 

(Ob'—  ba!)  cT  —  {cbf  —  bd)  oT  -  (ac'  —  cd)  U\ 

ou  bien  remontant  aux  valeurs  (1)  et  (2], 
De''- A.a"— B.6". 

En  observant  ce  nouveau  dénominateur,  on  voit  qu'il  se 
forme  de  ceini  du  système  précédent ,  suivant  une  certaine 
loi  qui ,  généralement  énoncée ,  est  la  suivante  . 
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GoMiaissAiit  le»  iralMin  des  kioonoues  d'an  système  de  n 
éqaatioofl  à  n  iomanoflft,  pour  aroir  le  dénominateur  com-* 
raun  des  valears  d'un  système  de  (71+ 1)  é^oations  à  (n-f-l) 
inieooimes,  on  ilinUiplië  le  dénominateur  des  Talenrs  du 
premier  système,  par  le  ooeiBoient  de  la  nouveHe  inconnue 
dans  la  nouvelle  équation-  Puis  on  en  retranche  les  produits 
respectifs  des  numérateurs  des  n  inconnues  du  premier  sys- 
tème par  leurs  coeflBcients ,  dans  la  dernière  du  nouveau 
système.  Quant  au  numérateur  il  se  forme  toujours  du  dé- 
nominateur en  remplaçant  le  coefficient  de  Tinoonnae  que 
Ton  considère  par  le  terme  tout  connu. 

C'est  cette  loi  qu'il  s'agit  de  démontrer.  Soit  un  système 
de  n  équations  à  n  inconnues,  écrit  avec  la  notation  suivante  : 

a,x  +  b^y  4-  c^B  +  .„  +p^u  =  f, 

(0 


J'écris  maintenant  le  système  de  (n-f- 1)  équations  à  (n  -f- 1) 
inconnues  sous  la  forme  suivante  : 


^.«ar  +  A^  +  c^z...  +p.u=r^-~q^t 


(^) 


Si  la  loi  est  vraie  pour  n  équations,  je  dis  qu'elle  est  vraie 
pour  (^1+1)  ôquations.  Sûient 

ABC  P 


—  ai- 
les valeurs  du  ajstàmb  (1).  Ln.dtaoïiiiiiAteiir  D  eai\  dV 
fréè  la  loi  de  foriimlioQ,  indépeDdaiit  dei  seconds  membres 
des  équatîoDa;  les  ouméra(eiirs  À,  A,  C^  etc.,  s'obtiepoeoleQ 
mettani  à  la  place  du  coeflBoieat  deei  incoomies,  lea  termw 
toal  cooDqs. 

Je  considère  maiotenaiit  les  «  premièrea  équations  du 
système  (2),  et  supposant  les  n  seconds  membres  connus,  je 
résoDS  ce  système  ;  il  est  dair  que  le  dénominateur  des.  Ta- 
leurs  que  j'obtiendrai  sera  D ,  puisque  comme  je  Vai  déjft 
obser?è,  ce  dépominateur  est  indépendant  des  termes  tout 
connus,  et  que  les  premiers  membres  des  deux  systèipes  80(>i 
identiques.  .» 

Pour  a^oir  les  numérateurs»  celui  de  x  par  exemple.,  il 
me  faudra  dans  A  remplacer  partout  ^^ ,  9, ,  fs,  etc.  ^  par 
r-^qj.y  1^—  qj. ,  r'—  qji ,  etc  Or,  qu'arri  vera-t-il ?  chaque 
terme  de  A  m'en  donnera  deux  -.  les  premiers  de  la  forme 
Â,r»  qui  s'obtiendront  en  remplaçant  dans  tous  les  terme$ 
de  A, les  lettres  q,y  ?.,  etc.,  par  r.,  r„  r„  etc.  Puis,  les  antres 
de  la  tonud  —  K^^'y  ^^  ^^  ^"^  ^^^  derniers  on  met  t  « 
facteur  commun,  le  résultat  entre  parenthèses  ne  serA 
auu-e  cbosci  que  A  dans  lequel  q, ,  9.,  f  ».  ete.,  au  lien  dd 
représenter  les  termes  tout  connus  comme  dans  le  premiM 
système ,  représenteront  les  coefficients  de  la  nouvelle  înocm^ 
nue.  Pour  indiquer  que  la  somme  des  premiers  termes  est  A 
dans  lequel  on  a  remplacé  ?  ,  y. .  ^. ,  par  r,^  r^j  r,,  etc.,  je 
représente  cette  somme  par  Ar. ,  et  le  numérateur  de  n  dans 
le  second  système  sera  Ar,  —  A<.  l^  valeurs  des  inconnues 
seront  donc  de  la  forme  : 

Ar--A/  Br-Br  €r,-^C^  Vr,^9t 

sobstituant  dans  la  (n+l)<^«  équation  du  système  (2),  et 
chassant  les  dénominateurs  il  vient  : 
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Le  déoomiDatair  de  /sera  la qaantité comprite entre  paren^ 
IbâM.  Elle  est  formée  diaprés  la  loi  énoDcée  /  cafD  est  le 
déuominateor  desyaleurs  du  système  précédent  ;  A,  B,  C,  en 
sont  les  nomératenrs ,  et  entrent  bien  dans  le  dénominateur 
de  /  suitant  lu  règle. 

La  loi  ayant  été  vérifiée  pour  nn  système  de  trots  équa- 
tions est  donc  générale. 

En  examinant  le  naméraieur  de  £,  je  vois  que  le  terme 
tn^iD  se  forme  de  qt^J^^  en  remplaçant  çnu  coefficient 
de  i  par  le  terme  tout  connu  rn^i  ;  de  même  le  iormeon^tAr 
se  forme  de  A«^.l  A  ^  par  la  même  méthode. 

Car,  ainsi  que  je  Tai  observé,  Ar  se  forme  de  A  en  rempla- 
çant partout  ^. ,  9, ,  etc. ,  par  les  termes  tout  connus  r, ,  r.. 
De  même  pour  tous  les  autres  termes,  donc  enfin  la  loi 
énoncée  est  vraie. 

Oè9erv(Uion.  Dans  cette  loi,  pour  avoir  les  valeurs  d'un 
système,  il  faut  avoir  les  valeurs  des  inconnues  du  système 
préeédent.  Cet  inconvénient  est  en  partie  commun  avec  la 
loi  de  Cramfner.  Lar  dans  cette  loi,  pour  former  an  dénomi- 
■ateur,  il  faut  nécessairement  connaître  le  dénominateur  des 
valeurs  du  système  précédeul  ;  je  n'ai  donc  que  les  numéra- 
teurs en  plus  à  obtenir.  Or  ils  s^obtiennent  par  une  simple 
écriture ,  sans  opérations  à  effectuer. 

Ce  léger  inconvénient  est  racheté  par  une  loi  qui  s'énonce 
plus  facilement  que  la  loi  de  Grammer,  et  d^ins  laquelle  il 
n'y  a  pas  besoin  d'avoir  égard  aux  signes,  non  plus  qu'aux 
aooents  et  au  rang  des  termes  ;  d'un  autre  côté  les  multipli- 
cations indiquées  sont  tontes  d'une  simplicité  extréoae, 
puisque  le  multiplicateur  ne  contient  qu'une  lettre.  Enfiu , 
les  termes  obtenus  ne  peuvent  pas  se  réduirts  entre  eux. 
comme  il  e-^l  f.icilc  de  l(»  voir 
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DBS  RACINES  INFINIES 


Des  équaiiom  algébriques.  —  AsjfmpMes  reeêilignes  aiH» 
courbes  que  ces  équuHam  refrésmtent  (*). 


Qaelle  qae  soit  la  direction  d'une  droite  asymptote  à  une 
courbe  algébrique ,  qu'elle  soit  parallèle  ou  non  parallèle  à 
l'axe  des  ordonnées  »  pour  trouver  les  val(*urs  des  coeffi- 
cieois  qui  déterminent  l'équation  de  cette  droite,  on  est 
toujours  conduit  à  considérer  des  équations  à  deux  variables 
auxquelles  il  faut  satisfaire  par  des  solutions  composées  d'une 
▼aleur  réelle  et  finie  pour  l'une  des  variables,  et  d^une  va- 
leur infinie  et  réelle  de  l'autre.  C'est  ce  que.  nous  allons 
démontrer. 

Parmi  les  différentes  définitions  qu'on  a  données  d'une 
asymptote  rectiligne  ,  j'adopterai  la  suivante  : 

Une  droite  est  asymptote  à  une  courbe,  lorsque  la  courbe 
se  rapproche  indéfiniment  de  cette  droite  à  partir  d'un  de 


n  Plasieun  obêenrationi  m'ont  été  oommuniquées  au  iiijet  de  idm  deuK 
premiera  articles  (tome  111 ,  pages  S2  et  85),  sur  les  racines  infinies  dei  équations 
alcébriqoet.  P«u  différenlM ,  au  fond ,  eea  obserratfons  •'•ecordent  parfaitement 
toron  poinU Danton  des  articles  dont  il  s'agit,  il  a  été  dit  que  :  la  détermination 
des  asymptolM  reetilignes  dépend  uniquement  de  la  résolution  d'équations  à 
de«x  Yoiiablea,  en  valeurs  réelles  dont  Tune  serait  inflnie.  C'est  ee  qu'on  ne 
trouTe  pas  sufflsamment  explique. 

Les  personnes  qui  ont  bien  tooIo  me  faire  savoir  que  de  nouveaux  développe- 
aents  à  eet  égard  leur  sembleraient  utiles,  pourront  en  lisant  ce  3*  article, 
neonnattre  dans  les  détails  mêmes  où  Je  suis  entre ,  tout  le  prix  que  J'atiaobe  à 
lenr  obligeante  eommunication. 

Afln  d'être  mieux  compris  des  élèves,  il  m'a  semblé  convenable  de  reprendre 
à  son  origine  le  théorie  des  asymptotes.  Un  autre  motif  m'a  aussi  déterminé  à 
M  pas  craindre  de  trop  insister  sur  quelques  points  de  cette  théorie  :  c'est  l'in- 
tentien  de  eontribner,  enUnt  qu'il  me  serait  possible ,  à  rendre  plus  faeiles,  plus 
précises,  les  objections  de  ceux  qui  ne  partageraient  pas  mon  avis  sur  la  ques- 
tion que  J'examine.  G 

AHII.UI   M^thSii.  IV.  'i 
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SCS  points ,  et  peat  s'en  rapprocher  aussi  près  qu'on  le  vca- 
dra  sans  jamais  l'aUdadre,  à  quelque  distance  que  les  deux 
lignes  soient  prolongées  Tune  et  l'autre 

De  cette  d«^finition  il  résulte  que  •  si  une  courbe  a  une 
aajrmptote  reciiligne,  on  pourra  «n  prokiageaiit  suffisam- 
ment  les  deux  lîgaeê ,  Ifonver  «nr  la  courbe  on  point  dont 
la  distancée  la  droite  sera  moindre  qu'une  quantité  donnée, 
quelque  petite  que  soit  cette  quantité;  et  si  Ton  continue  à 
prolonger  les  deui  lignes,  les  points  successifs  de  b  courbe, 
à  partir  du  point  obtenu ,  se  rapprocheront  de  plus  en  plus 
de  la  droite. 

Pour  qu'une  courbe  ail  une  asymptote ,  il  faut  qu  elle  ait 
au  moins  une  branche  qui  puisse  s'étendre  jusqu^à  l'infini. 
Cette  condition  est  évidemment  nécessaire ,  mais  elle  n'est 
pas  suflSsante. 

L'hyperboledu  second  degré  a  deux  asymptotes  rectilignes, 
la  parabole  n'en  a  aucune.  Je  cite  à  dessein  ces  exemples 
afin  d'éviter  toute  espèce  d'équivoque,  car  je  sais  que,  dans 
un  autre  ordre  d'idées,  dont  je  n*ai  pas  l'intention  de  m'oc- 
cuper,  on  a  trouvé,  en  étendant  la  déGnition  des  asymptotes» 
que  la  parabole  a  aussi  des  asymptotes  rectilignes. 

En  recherchant  les  équations  des  asymptotes ,  je  suivrai 
exactement  dans  le  calcul  la  définition  de  ces  droites.  Je 
supposerai  d'abord  qu'îles  ne  soient  pas  parallèles  à  Taxe 
des  ordonnées  ;  lears  équations  seront  de  la  (Qrmeyz=cjC'^d^ 
les  coefficients  c,  d,  ayaut  des  valeurs  finies.  L'équation  de  la 
courbe  sera  représentée  par  ^  ^=f{jr) ,  en  supposant  cette 
équation  résolue  par  rapport  à  l'ordonnée  y.  L'expremoD 
/{x) ,  pourra  prendre  une  ou  plusieurs  valeurs  différente» 
pour  chaque  valeur  attribuée  à  l'abscisse  x. 

Si  la  droite  ^«cx+rf  est  asymptote  à  la  courbe  jr=rf{jc)^ 
il  faudra  que,  pour  une  valeur  a  de  x,  suflisanuDent  grande, 
la  diflércnce,  ex  -f  d-^/ix) ,  entre  les  ordonnées  des  deux 
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lignes,  eorrespondantes  à  une  mém^  abscisse,  deriemie 

moindre  que  toute  quantité  déterminée  ^;  et  si  Ton  donne 

à  JT  des  Takvrs  croiiaanles  à  partir  de  «^  k  diffiftreMe 

er-Hi—fix) ,  déjà  moindre  qae  9 ,  ira  oontinnellement  en 

diminuant. 

Or  l'expression  ex-]~d  —/{x)  peut  être  mise  sous  la 

r       d      fix)  1 
forme  du  produit  j:  [  c  -| "^ J.  Le  premier  facteur 

...  ..  .à     f{x) 

xsQipneBtaBtia  partir de«»  le  second factew c-\ *^ — , 

devra  diroimier   oontioueUeBioDt ,  puisque  la   valeqr  du 

produit    diminue.    Enfin,    lorsque    xsod,    le    facteur 

d      fix) 
c-^-—  --p.<-^-*  devra  s'aouuler  •  sans  quoi  fe  produit  sori^t 

X  X 

loi-méme  infini. 

d 
D'ailleurs,    à    cette  limite,    le    terme    -    du    facteo]^ 

c  -{ ^-^  est  nul ,  car  la  valeur  de  d  est  supposée  finie. 

XX 

Alors,  ou  a  c— "^^  =  0,  d'où  c  ='^- —  ;  c(  par  conséquent 
c=-,  puisque ^  = /(or). 

X 

La  courbe  considérée  ne  peut  donc  atnfr  une  asymptote 
non  parallèle  à  Taxe  des  ordonnées ,  qu*aatant  que  le  rap- 
port^ de  Tordounée  i  rabsciss«'  des  points  de  Tupe  de  ses 

X 

brandies ,  tende  vers  une  limite  finie  pour  des  valeurs  de  x 
indéfiniment  croissantes.  Kt  si,  cette  condition  étant  remplie, 
Tasyniptote  existe  réellement ,  le  coefficient  d'inclinaison  de 
cette  droite  sur  Taxe  des  abscisses  doit  être  ég^al  à  la  limite 

y 

vers  laquelle  tend  le  rapport  — ,  et  qu'il  atteint  seulement 
lorsque  Tabscisse  devient  infinie. 
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Y 

D'après  cela ,  ponr  trouver  les  limites  de  —  correspoo- 

dafites-à  x^  « ,  je  nomme  c  le  rap|[)ort  variaUe  ^  deTor- 

donnée  à  Tabscisse  d'un  point  quelconque  de  la  oourbo,  dont 
Ti^quation  sera  maintenant  représentée  sous  cette  forme  gé- 

Y 

néralcy (x,  y)  =  0.  Uégaltté  —  =  c  ,  donner*  =  cj:  ,  et  en 

remplaçant  y  par  ex  dans  f{x  ,  j^)  =  0 ,  on  a  Féquation 
f{x^  cx)z=x^ ,  qui  détermine  pour  chaque  point  de  la  courbe, 

la  relation  qui  existe  entre  Tabacfsse  et  le  rapport  ^  de 

X 

Tordonnée  à  l'abscisse.  C'est  donc  parmi  les  valeurs  finies  de 
la  variable  b^  oorreapondantes  aux  valeurs  infinies  rédUê 
dex,  et  satisfaisant  à  l'équation /(x,  cx)  =  o^  qu'il  faut 
cherciier  les  ooeflicients  de  l'inclinaison  sur  l'axe  des  abs- 
cisses, des  asymptotes  non  parallèles  à  Taxe  des  ordonnées. 
Ep  supposant  que /(jr,j^},  soit  une  fonction  algébrique 
et  entière,  il  en  sera  de  même  de  /(x^  ex);  et  FéquatiOD 
/(x,  ex)  s=  0,  dévelcq^pée  suivant  les  puissances  entières  et 
décroissantes  de  x  prendra  la  forme  *. 

Ax*  +  Bx-^  Cx'  +  etc.  =  0. 

Les  coefficients  A^  B,  C,  etc.,  senmt  des  fonctions  entières 
de  e^  et  premières  entre  elles  (*). 

Pour  obtenir  les  valeurs  réelles  de  e  correspondantes  aux 
valeurs  infinies  de  x,  il  faudra  d'abord  déterminer  les 
racines  réellos  c',  e",  etc. ,  de  l'équation  A  =  0;  il  restera 
ensuite  à  examiner  si  les  valeurs  de  x  correspondantes  aux 
racines  c',  cf\.,.  sont  infinies  réelles.  Si  Tnne  des  racines  c' 


{,')  Je  suppose  ici  qu'oïl  ait  débarrassé  les  coefBeients  A»B*  9^*9  <t«  I^b'  Ptas 
grand  commun  diviseur.  — Dans  le  cas  particulier  où  les  coeiBcienls  dont  il 
s'agit  ont  un  commun  diviseur  fonction  de  la  variable  e,  le  premier  membre  de 
A'fy)-"0»  admet  au  moius  un  diviseur  de  la  (orme  y—e»;  en  tenant  compte  de 
ce  facteur  qui  représente  une  droite  si  la  quantité  e  eat  réelle ,  on  en  débarraate 
i'équauon  ÂâP,y)«o,  dont  le  degré  s'abaisse  ainsi  d'une  unité. 


de  A  s=  0 ,  est  rimplé  ou  moltipie  d'ordre  împiir,  la  taleor 
îoHnie  de  x ,  eorrespoodante  à  d^  sera  toujours  réelle  (f^oy. 
t.  III,  p.  87}.  Dans  ce  cas ,  la  courbe/(j:,  ^)=:0 ,  aoia  au 
moina  ooe  brandie  inSnie.  En  effet ,  on  pourra  donner  à  la 
irariable  c,  une  râleur  c'-f-A  ou  c'-^h^  asses  peu  différente 
de  c\  pour  que  la  vakur  correspondante  de  jt,  dans  Téqua- 
tion  f[x^  ex)  =s  0 ,  soit  réelle  et  plus  grande  qu^ne  quau- 
tilé  déterminée  »  ;  et  si  Ton  fait  converger  laquantUé  c'+A, 
on  c'— A,  Tcrs  d,  par  la  dimiDution  progressive  de  h,  la 
valeur  correspondante  de  x^  ira  continaelloincut  en  aug- 
mentant, à  partir  de  «  (p.  87,  t.  111).  Eo  remplaçant  c  et  x, 
par  ces  valeurs  dans  ^  =  cj:,  l'ordonnée  j^  restera  <.-onstam- 
ment  réelle,  et  par  conséquent  on  obtiendra  des  points  de  la 
courbe,  aussi  éloignés  de  Taxe  des  y^  que  Ton  voudra. 
C'est-à-dire  que  la  courbe  sera  illimîléc  dans  lo  sens  des 
abscisses.  Elle  sera  de  même  illimitée  dans  lé  sens  des 
ordonnées,  si  la  racine  d  n'est  pas  nulle,  car  le  produit 
(c'd=A)oE,  peut  devenir  plus  grand  que  toute  quantité  donnée. 

On  peut  encore  observer  que  les  solutions  réelles  de  Té 
qnatioo  A:r*-f-  Rr^-f-Cr'+  etc.  =  0,  déterminent  les 
points  de  rencontre  de  la  courbe  proposée  /(x,  ^)  -=  0 ,  et 
des  droites  représentées  par  Tcquation  x=zcx,  Lorsqu  on  Tait 
ooo verger  la  variable  c  vers  d,  la  droite  mobile  y±:zcx\ 
tourne  autour  de  Torigine  des  coordonnées,  pour  se  rappro- 
cher indéfiniment  de  la  direction  déterminée  par  ^  s  dx  \ 
dans  chacune  de  ses  positions,  le  dernier  des  points  auxquels 
die  Ya  couper  la  courbe  s'éloigne  progressivement  de  Taxe 
des^,  et  la  distance  de  ce  point  à  Taxe  des  y  pouvant  sur- 
paswr  toute  grandeur  assignable,  on  voit  qu'une  branche 
delà  courbe  doit  s'étendre  jusqu'à  Tinfini  dtins  le  f^ens  des 
abscisses 

Mais,  il  ne  faut  pas  affimir^r  que  la  d^urbe  propo!»éo 
f{x^y)  =0,  a  toujours  une  branche  infinie,  lorsqne  l'éqoa- 
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tiOD  A  3±  0 ,  a  une  râdDe  réelle.  Car  la  yalear  de  x  Aédaite 
de  Ax'^^Bx'^'^Cji^'^eie.  r=sO,  et  oorrespondante  k  la 
racine  réelle  de  A=:0,  peut  être  nuaginaire.  C'est,  |^ 
exemple,  ce  qoi  a  lieo  pour  la  coorbe  dont  Téqnalfoii  est 
{y  — x^T+y  +  Jc* —  1  =  0,  En  remplaçant  y  par  ex  dans 
cellB  équation ,  on  (Atient  : 

L'équation  A  =  0 ,  devient  (c*  —  1)*  ==  0 ,  dont  les  quatre 
racines  sont  réelles;  et  néanmoins)  la  courbe  propoaée 
(y  —  j:')'  -^y  +  j:'  —  1  =  0 ,  est  limitée  dans  le  sens  dea 
abscisses ,  puisque  les  abscisses  des  points  de  cette  courbe , 
sont  moindres  que  l'unité ,  comme  il  est  facile  de  le  recoa- 
naître. 

L'assertion  que  nous  réfutons  ici ,  a  sa  source  dans  l'é-' 
nonce  d'un  principe  d'algèbre  qui  a  été  présenté  d'une  iDa<- 
niére  incomplète,  et  capable  d'induire  en  erreur.  On  a  dît  : 
Iwsque  le  coefficient  A  du  premier  terme  d'une  équatioo 
Ax^^-f-  Bj:*-\~  etc.  =  0  devient  nul ,  l'équation  a  une  racine 
infinie.  J'ai  déjà  fait  observer  ailleurs  (t.  III,  p.  39),  que  les 
raisonnements  sur  lesquels  on  veut  fonder  ce  principe,  man- 
quent de  rigueur ,  en  ce  qu'ils  supposent  que  le  prodoil 
0  X  «I  est  loigours  nul.  Et ,  lors  même  qu'on  aurait  pronvé 
rigoureusement  que  si  le  coefficient  A  se  réduit  à  séro,  l'é^ 
quation  Ax^'+Bx*-)-. . .  :=:  0 ,  a  une  racine  infinie  réelle ,  on 
bien  une  racine  imaginaire  dont  le  module  est  infini ,  il  res- 
terait encore  à  reconnaître  lequel  de  ces  deux  cas  a  liea , 
pour  l'interprétation  géométrique  des  résultats  obtenus^ 
Faute  d'avoir  distingué  ces  deux  cas  on  a  condo,  à  tort, 
que  si  l'équation  A  =  0,  a  des  racines  réelles,  la  courbe 
considérée  a  nécessairement  des  branches  infinies.  Car,  non* 
seulement  l'équation  donnée /(x,^)  si:  0,  peut  représenter 
une  courbe  limitée,  quand  les  racines  de  A=0,  sont  réelles^ 


mais  encore  il  est  possible  que  L'équation  fix.jf)  =::  a»  ae 
représente  aucuae  ligne  f  ). 

On  ne  doit  donc  admettre  pour  yalenr  dn  ooeffiei^jt  c , 
dan»  l'équation  ^:=«x  4-^  de  rasymptote,  qu'une  racine 
réelle  </,  de  A  =:  0  ^  correspondante  à  une  valeur  inf»%e 
réelle  de  x.  Cette  preni  t<'  condition  sera  toujours  reasplîe 
lorsque  la  racine  c'  sera  simple  ou  uiultipli;  d*ordre  ii^^paîT) 
ea  admettant,  toutefois,  que  le  facteur  c— -c'  ne  soit  pas 
commun  à  tous  les  termes  de  Ax""  -f-  Rr^-h  Gx*  +  etc.  =  e. 

Une  seconde  condition  est  égale  ment  nécessaire  :  c'estqo'il 
soit  posnble  de  trouver  pour  le  coefficient  d  dans  y  ^  c  x-f-^, 
une  valeur  d  réelle  et  finie,  corre^^poudanle  au  coefficient  c.. 

Supposons  que  la  courbe  puisse  avoir  une  asymptote  rec- 
tilîgne^=  c'x-j^d,  dont  le  coefficient  d'inclinaison  sur  Taxo 
des  X  soit  d.  La  dîfiérence^— (c'x-f-<^)  cuire  les  ordonnées^ 
et  (c'x-j-  ^)  de  ces  deux  lignes  ira  continuellement  en  dimi* 
Duant  et  deviendra  moindre  que  toute  quantité  donnée, 
lorsque  les  valeurs  attribuées  à  x  seront  suffisamment  gran- 
des. Par  conséquent ,  la  fonction  y — e'x  des  coordonnées  ;r, 
X,  d*nn  point  de  la  courbe  devra  »  pour  les  valeurs  de  jc 
indéfiniment  croissantes ,  tendre  vers  une  limite  Gnie  qni 
sera  précisément  la  valeur  de  d  correspondante  à  cf.  Pour 
trouver  cette  limite,  nommons  dlA  valeur  variable  de  la 
fonction^ — </x,  des  coordonnées  d'un  point  quelconque  àfi 
h  courbe  ;  il  en  résulte  ^z^c'x-f^f ,  et  eu  substituant  e'x+d 
ky  dans  l'équation /(j^,  x)  =  0,  on  obtient  la  relatioii 
/{efjc  -i-dy  x)  =  0,  qui  a  lieu  entre  l'abscisse  x  et  U  fonc- 
tion ^  ou  >"—  e'x  des  deux  coordonnées  de  chaque  point  de 
b  courbe.  Et  il  restera  à  déterminer  les  valeurs  réelles  et- 


rcpréfente  aocone  ligne,  et  néanmoins,  si  Ton  remplace  f  par  câ:,  le  coefflcieni 
de  te  plMkaula  paiManee  de  x  «evieni  (e*— i)»,  qni  est  ansalé  par  let  ta- 
tearae— 1^1. 
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tiliies  de  la  variable  d  correspondantes  aux  valeurs  infinies 
réeUeê  de  x ,  et  satisfaisant  à  réquation/(c'j:  -{-d,  x)  =  O. 
A  cet  effet,  on  ordonnera /(c^x-j-  d^  x),  suivant  les  pais- 
sanoes  décroissanies  de  x  ;  réqiiation/(c'x  +  ^,  <r)  =  0 ,  se 
ramènera  à  la  forme  A'j:''+  B'^r'+etc.s  0  :  les  coefficients 
A',  B',  etc.  y  étant  des  fonctions  entières  de  d^  et  dëbarras* 
sèes  de  tout  facteur  c(wtimun. 

Les  valeurs  de  d  que  Ton  cherche  devront  être  racines  de 
A'=  0,  et  correspondre  à  des  valeurs  réelles  de  x,  dans 
l'équation  A'x'+  Vx'+  etc.  =  0. 

Réciproquement,  si  d!  est  une  racine  réelle  de  A'=:0,  qui 
satisfasse  à  la  condition  que  nous  venons  d'indiquer,  la  droite 
yz=zéx'\'d!^  sera  asymptote  à  la  Courbe  proposée/Cx,  j-)=0. 
Car,  si  Ton  désigne  par  h  une  quantité  suffisamment  petite, 
en  remplaçant  l'inconnue  d  par  àC  '\-h^  dans  l'équation 
y(c'j:+<i,  a:)  =  0,  l'antre  inconnue  x  aura  une  valeur 
rédle  a ,  qui  sera  aussi  grande  que  l'on  voudra.  Et  si  l'on 
fait  converger  h  vers  zéro,  la  valeur  de  x  reste  réelle  et 
devient  de  plus  en  plus  grande  (t.  III ,  p.  87).  Or  l'égalité 
d^d-^h^  donne  y — dx^d}-\'h^  puisque li  remplace 
dans  le  calcul^  —  dx.  Il  s'en  suit  :  ^=c'jr+rf'-|-A.  L'ab- 
scisse X  restant  constamment  réelle,  pour  les  valeurs  décrois- 
santes de  À ,  il  en  sera  de  même  de  l'ordonnée  y^  qui  est 
égale  à  dx-^-dC-^-h  ;  on  obtient  donc  des  points  de  la  courbe 
qui  s'éloignent  indé6niment  de  l'aie  des  y^  lorsque  h  dé- 
croît. D'ailleurs,  la  différence  h ,  entre  Tordonnée  y  d'un 
point  de  la  courbe  et  l'ordonnée  dx  -f  d  du  point  de  la 
droite  y  =  dx-^  dl,  correspondante  à  la  même  abscisse,  di- 
minuant an  delà  de  toute  grandeur  assignable,  on  voit  qu'une 
brandie  de  la  courbe  en  s'éloignant  de  l'axé  des  ordonnées 
se  rapproche  indéfiniment  de  la  droite  y^cx''\-d^  et  qu'elle 
peut  s'en  rapprocher  aussi  près  qu'on  le  voudra,  sans  jamais 
la  rencontrer,  car  h  ne  deviendra  nulle  qu'autant  que  x  soit 


iofiak.  Par  Gonséqoeot ,  la  droite  j^  =  c'jr-f-  d\  est  asyiDfH 
lotc  à  la  courbey (x,^)=  0. 

On  arriye  à  la  même  oondasion  en  obserraot  que  les  aola* 
tMMifl  réelleis  de  réqQatk>n/(c'x-f-^,  j;)  =  0 ,  détermioeDtles 
points  de  rencontre  de  la  conrbe/(^,  j:)= 0 ,  et  des  droites 
paraMes  représentées  par  l'équation^ » c'x-|-if.  Lorsque 
la  valeur  attribuée  au  coeflScient  il  est  convergente  vers  «T, 
li  droite  mobile  j^  =  c'x +  </ »  se  rapprodhede  la  droite 
^s=r  dx'\'d!y  à  une  distance  (<f  —  d)  qui  devient  moindre  que 
toute  quantité  donnée  ;  dans  diacune  des  positions  de  la 
drdte  j^  =■  c^x+df  elle  a  avec  la  courbe ,  un  point  commun 
dont  la  distance  x  k  l'axe  des/-,  augmente  continûeUement 
et  sans  autre  limite  que  l'infini  :  une  branche  de  la  courbe  a 
donc  pour  asymptote  la  droite  y  =  c'x  -{-d. 

La  détermination  des  asymptotes  rectflignes  ^  =  i?j:  -f  ^  t 
non  parallèles  k  l'axe  des  j^,  dépend  uniquement,  comme  ou 
voit,  de  la  résolution  d'équations  à  deux  variables,  en  va- 
leurs réelles  dont  l'une  soit  infinie.  Il  en  est  absolument  de 
méoie  des  asymptotes  pandlèles  à  l'axe  des  ordonnées.  Car, 
si  la  dnrite  or  =  a  est  asymptote  à  la  courbe/(j:,  j^)  =0,  en 
remplaçant  dans  l'équation  y(x,^)sa:0,  j:  par  a±:À,  et 
donnant  à  A  des  valeurs  décroissantes  et  suffisamment  peti- 
tes,  il  faudra  qu'une  des  valeurs  de  ^  reste  constamment 
réelle  et  augmente  au  delà  de  toute  grandeur  assignable.  En 
d'antres  termes,  l'équation/(x,^)  =  0,  devra  admettre  la 
solution  réelle  x=:a,  ^=sqo  .  Réciproquement,  si  Téquation 
/(jr,jr)  =  o,  admet  la  solution  x=ioi^jr=çto,  la  droite 
jr  =  a,  est  asymptote  à  la  courbe /(x,  x)  =  0^  puisqu'une 
braucbe  indéfinie  de  cette  courbe  s'approche  de  la  droite 
x= a,  autant  qu'on  le  voudra  et  sans  jamais  l'atteindre. 

Et  de  même  encore,  on  doit  observer  que  pour  déterminer 
les  équations  des  asymptotes  parallèles  à  l'axe  des  ordonnées, 
il  ne  suffit  pas  d'obtenir  les  racines  réelles  de  l'équation 
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formée  en  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  la  plus  hante 
puissance  de^  dans  l'équation  de  la  coorbe.  Ces  radnes  ne 
conrlennent  à  la  question  traitée  qu'autant  que  les  valeurs 
correspondantes  dejr  soient  aussi  réelles  n.  C'est  la  remar- 
que déjà  faite  au  sujet  des  équations  A  =  0,  A'=  0,  dans  la 
redierche  des  asymptotes  ^  =  ex +rf,  inclinées  sur  Taxe 
des  ^  :  les  racînesc^,  d\  de  ces  équations  peuvent  être  réelles 
et  finies,  sans  que  la  droite ^=c'jr+^  soit  une  asymptote. 

On  a  trouvé,  en  cela,  je  ne  sais  quel  paradoxe  ;  et  en  vou- 
lant le  résoudre ,  on  a  été  conduit  à  une  interprétation  géo- 
métrique dans  laquelle  l'infini  n'est  pins  considéré  comme 
la  limite  des  quantités  croissantes. 

Four  ma  part ,  je  ne  troure  ici  rien  qui  soit  paradoxal. 
Il  est  inexact  de  dire  que  le  calcul  a  donné  une  asymptote , 
sans  qu'il  y  ait  de  courbe.  Car,  sous  le  point  de  vue  analy- 
tique, la  question  n'est  pas  complètement  traitée,  lorsqu'on 
a  obtenu  les  racines  c',  dl^  des  équations  A  =r  0 ,  A'  =  0  ;  il 
reste  encore  à  considérer  les  valeurs  correspondantes  de  x, 
La  même  observation  s'applique,  comme  on  sait,  à  toutes  les 
questions  dont  la  solution  dépend  des  valeurs  réelles  de  pki<^ 
sieurs  inconnues. 

Quant  à  la  recherche  d'une  interprétation  géométrique 
de  la  droite  y^zn.c'x-^-d^  lorsque  l'équation  proposée 
f{x^  ^)  ss  0  ne  représente  rien  .  il  conviendrait  peut-être 
d'en  indiquer  d'abord  Tutilité.  Si  elle  a  pour  objet  de  justi- 
fier, d'une  manière  générale ,  la  condosion  qu'on  a  voulu 
déduire  de  la  seule  réalité  des  valeurs  de  d^  tC  ;  quelque  tn- 
génieuseqne  puisse  étre^  sous  d'autres  rajiporta,  l'interpré- 
tation trouvée,  il  serait  diffidie  de  l'admettre  sans  faire  de 
concession  à  un  mauvais  raisonnement. 


(*)  En  admettant  toujours  <]ue  les  coefficients  des  termes  de  réquaiion 
/(9,y)»o ,  aient  été  débarraiaét  4a  tout  factear  moMmiii  m  «. 
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Je  n'etitrerai  ici  dans  aucDii  détail  sar  les  simplifications 
da  calcul  qai  donne  les  équations  A  =  0 ,  A  =  0  :  la  plupart 
des  traités  élémentaires  contiennent  à  cet  égards  desdéve-. 
loppements  suffisants.  Je  ne  parlerai  pas  non  pins  da  moyen 
de  reconnaître  en  disontant  ces  équations,  combien  ia  courbe 
proposée  peut  avoir  d'asymptotes  parallèles  à  une  direction 
déterminée  *.  cette  partie  de  la  discussion  du  problème  n'ofre 
anenne  ^Kfficulté  réelle.  Le  point  principal  consiste  à  savoir 
dans  quels  cas  la  solution  c',  if ,  des  équations  considérées, 
détermine  effectivement  une  asymptote  à  la  courbe  ;  le  reste 
s'en  déduit  facilement.  Et  par  conséquent,  tout  se  rédoit  en 
définitive  à  cette  question  d'algèbre ,  que  déjà  nous  avons 
en  partie  examinée  .* 

L'équation  A^*+ 11^*4-  Cr'+..-  =  0,  à  deux  inconnues 
y^  X ,  ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes  de.r«  a 
pour  coefldents,  A,  B,  C,  etc.,  des  fonctions  entières  de  x  et 
premières  entre  elles  *.  trouver  les  racines  réelles  et  finies 
de  A  s=  0 ,  correspondantes  k  une  valeur  infinie  et  réelle 
de  rinoonnue^. 

9.  On  a  démontré  (t.  III, p.  87),  que  si  la  racine  réelle  a 
de  A  =  0,  est  mmpU  on  multiple  d'ordre  Impair,  la  valeur 
correspondante  de  y  est  réelle  ;  il  reste  à  examiner  ce  qui 
a  lieu  lorsque  le  plus  haut  degré  de  muUiplicité  de  la  racine 
a  est  un  nombre  pair  9r. 

le  ferai  d'abord  abstraction  du  cas  particulier  où  la  valeur 
a  qui,  substituée  à  Xy  annule  le  coefficient  A,  réduirait  de 
\  à  zéro  le  coefficient  B  du  terme  suivant.  En  rempla-^ 


çant  X  par  « ,  dans  les  polynômes  entiers      vr>  ^  i  ou 

aura  pour  résultats  des  nombres  m',  n'  différents  de  eéro , 
poeitifs  ou  négatifs;  alors,  il  sera  possible  de  trouver  uncr 

quantité  h  assez  petite  pour  que  les  équations  , -^  =  0 , 

(x— a) 
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B  =  0,  n'aient  aucune  racine  comprise  entre  a-|-  h  et  o —  h. 
En  faisant  Tarier  x  depuis  a  -f^  jusqu'à  a  ~  A ,  les  fonctions 
A,  B,  conserveront  constamment  les  signes  des  nombres  m'^ 
ri.  Entre  ces  deux  limites  a+A,  «—A,  le  polynôme  A  s'an«- 
nnle  lorsque  x  =  o\  mais  en  passant  par  zéro  il  ne  change 
pas  de  signe ,  puisque  le  nombre  des  racines  égales  à  a  est 
pair. 

Les  nombres  m',  n'auront  le  même  signe,  ou  des  signes 
différents;  les  exposants  m,  n,  pourront  être  tous  deux  pairs 
ou  tous  deux  impairs;  ou  bien  encore  Tun  de  ces  exposanis 
sera  pair  et  l'autre  impair  :  ce  sont  les  différentes  hypothèses 
danslesquellesnous  allons  successivementdiscuter  l'équatiOQ. 

1*  Si  les  nombres  m\  ri!  ayant  le  même  signe ,  les  expo- 
sants m,  n  sont  tous  deux  pairs,  ou  tous  deux  impairs ,  au- 
cune valeur  dej^,  correspondante  à  or  =:  a,  ne  pourra  être  in6- 
nie  réelle.  En  d'autres  termes,  la  droite arsa  ne  sera  pas 
asymptote  à  la  courbe  dont  l'équation  est 

A^-  +  Bj.*  +  Cr'+...=0. 

En  effet,  nommons  b  la  plus  petite  des  valoursque prend  B, 

lorsque  x  varie  depuis  a  -f  A ,  jusqu'à  a  —  A  ;  et  N  la  (dus 

grande  valeur  des  coeflBcientsG,  D,  etc.,  lorsque  a:  varie  eu- 

N 
tre  ces  deuxlimitcs.  En  substituantà^  le  nombre  ^-f  1,  ou 

bien  un  nombre  plus  grand ,  le  polynôme  ^^  +  Cy  +  etc., 
aura  toujours  le  même  signe  que  son  premier  terme  ^^^ 
et  la  valeur  absolue  de  ce  polynôme  ira  continuellement 
en  augmentant  à  mesure  que^  deviendra  plus  grand,  à  par- 

ur  de  ,  -f  I. 

b 

D'ailleurs,  le  premier  terme  hy^  de  l'équation  A^"'-4- 
^^'^'-f  etc.=  0,  ne  peut  prendre  un  signe  différent  de  odai 
du  second  terme  B^*".  Car,  quelle  que  soit  la  valeur  réelle 
attribuée  ky,  le»  puissances >'**,  j^*  S4T0nt,  l'une  et  Taulrr, 
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pusiUves  ou  négatives.  De  plus,  les  coefficients  A,  B,  ont , 
pour  les  Talears  de  x  comprises  entre  a  +  ^  et  a — A,  les 
signes  des  miinbres  m\  n';  donc,  le  signe  du  produit  A^* 
ne  pbut  être  différent  de  celui  du  produit  By. 

Par  conséquent,  en  donnant  à  x  des  valeurs  comprises 
entre  a -|- A  et  à  a — A,  et  à  j^  une  valeur  réelle  plus  grande 

que-jT  +  1 ,  le  premier  membre  de  l'équation  A^^^  +  B^^^- 

Cr'+etc.  =0,  ne  sera  jamais  annulé.  Il  en  faut  oondare 
que  la  valeur  de  j^,  correspondante  à  x  s  a,  n'est  pas  réel- 
lement infinie. 

2*  Si  les  nombres  m\  n\  ayant  le  même  signe,  les  expo- 
sants m,  n,  sont  l'un  pair,  et  Fautre  impair  :  l'équatioa  ad^ 
mettra  la  solution  x^a^y  as — «.La  droite  j:=a  sera 
asymptote  à  deux  branches  de  la  courbe  A^"*+Bj^*+...= 
0,  du  côté  des  ordonnées  négatives;  et  ces  deux  branches 
seroot  situées  de  différents  côtés  de  l'asymptote. 

C'est  ce  qui  résultera  des  observations  suivantes. 

Si  l'on  donne  ky  une  valeur  négative ,  ei  à  j:  des  valeurs 
comprises  entre  a  ±:  /»  et  a,  les  deux  termes  ky^,  Vly'^y  au- 
ront toujours  des  signes  contraires.  Car,  depuis  j:  =  a=hA 
jusqu'à  j:  ~  a ,  les  coeiBcients  A,  B  ont  les  mêmes  signes  que 
les  nooibrcs  nî^  n\  et  les  puissances^*,  y",  sont  affectées 
de  signes  contraires,  lorsque^  est  négatif. 

De  plus,  ou  peut  remplacer^  par  un  nombre  négatif  — 
7^,  dont  la  valeur  absolue  soit  assez  grande  pour  que,  en 
faisant  varier  x  depuis  sc  +  A  jusqu'à  c^  —  A,  le  polynôme 
B^"  +  Cy'  +  etc.,  ait  constamment  )e  signe  de  son  premier 
terme  B^"  ;  on  satisfait  à  cette  condition  en  donnant  à  y,  une 

valeur  au  moins  égale  à  -r  +  1 . 

Enfin,  en  remplaçant^  par/ dans  le  terme— A^*,  et  fai- 
sant varier  x  depuis  x4iA,  ou  a'A,jusqu'à  «;  le  termeA^'"di- 
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mîouera  oonUaueUement  et  deviendraiDoindreqae  toute  quan*^ 
titédoQnée.Pcmr  des  valearsde  h  AifB8ammeDtpetites,onaura 
toujours  à/~<E|;^"*  +  Cy  +  etc.  (Vojr,  tome  III ,  page  88) . 

Cela  posé,  sabstitoons — y  àj^,  et'te+  A  à  x,  danslepre- 
noder  roeaibre  de  réqoalioQ  proj}08ée  hy^  +  B^* + (^ + etc. 
ïc:  0  ;  et  donnons  à  h  une  valeur  assez  petite'  pour  que  Tiné- 
galité  Ay*  <  By* 4-  Cy  +  etc.,  soit  satisfaite.  Le  premier 
membre  de  l'équation  aura  un  signe  contraire  à  celui  de  son 
premier  terme.  Puis,  sans  rien  changer  à  cette  valeur  deA, 
faisons  croître  j-,  à  partir  dey^  jusqu'à  ce  que  le  premi^ 
membre  de  l'équation  prenne  le  signe  de  son  premier 
terne  hy^\  dans  l'interralle  de  ces  valeurs  attribuées  à  ^, 
le  premier  membre  de  l'équation  se  sera  annulé  ^  au  moiiis 
une  fois,  puisqu'il  a  changé  de  signe.  Ainsi»  l'équation  en^ 
aura  au  moins  une  racine  négative  —  6 ,  dont  la  valeur  ab- 
solue surpassera  celle  de— y.  Et,  comme  on  peut  d'ailleurs 
supposer  y'  aussi  grand  que  Ton  voudra,  ilest  demontré,que  : 

En  rem|riaçaut  x  dans  l'équation  proposé  par  a  d=  A  (  A 
étant  une  quantité  réelle  suflBsamment  petite),  celte  équa- 
tion Ay  -f-  By + elc»  =0|  aura  au  moins  une  racine  réelle 
négative  ^  S  dont  la  valeur  absolue  surpasse  tout  nombre 
doiinè^'.  Si  i'équalioa  a  plusieurs  racines  négatives  satis- 
faisant à  cette  condition ,  je  nommerai  —  6  la  plus  grande 
de  toutes,  en  valeur  absolue. 

II  est  possible  que  plusieurs  valeurs  différentes  de  h  don- 
Mut  ^  =3  *--  €  :  je  prendrai  pour  h  la  plus  petite  de  toutes. 
De  sorte  que  «  +  ^9  représentera  parmi  les  valeurs  de  x 
correspondantes  à  ^  =  ^  6  ^  celle  qui  diffère  le  moins  de  a. 
Alors ,  si  l'on  fait  diminuer  A,  le  potyodme  A  (—S)**  +  B  ( — 
6)" -{-etc.,  qui  était  annulé,  reprendra  immédiatement  le 
signe  du  terme  B  { — 6)",  pour  h  <  A,  quelque  petite  que 
soit  la  diminution  de  A  (vojf.  tome  III,  page  90).  Acluellei» 
ment,  sans  rien  changer  à  la  valeur  A',  faisons  croître  la 
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Talear  6  de  —  ^,  J^i^V^'^  ^  V^  1^  premer  membre  de 
l'éqoatîoQ  reprenne  le  signe  de  son  premier  terme  A^"";  par 
celle  aogmentatioD  progreesiTe  de  ^  »  le  premier  membre 
de  réquatioo  Â^"*  +  l\y  +  etc.  =s a,  s'anoulera,  au  moiat 
une  fois  ;  TéqualioD  admettra  donc,  pour  h!  <<  â,  une  ra* 
due—  e  dont  k  yalenr  ^'  sera  plus  grande  que  6. 

B'apràs  cela ,  on  voit  que  -  en  diminuant  jc  depuis  «+ A 
jflsqn'à  OL ,  une  des  valeurs  correspondantes  de  y  variera 
depuis — €  jusqu'à^  od.  La  variable;^*  deviendra  encore 
égal  à —  00,  lorque  x  augmentera  de  a  —  Aàa.  Car  le 
même  raisonnement  s'applique  aux  deux  cas. 

Ainsi,  la  courbe  représentée  par  Véquation  Xy'^+By'' 
-j- etc. =0,  aura»  du  côté  des  ordonnées  négatives,  deux 
braiMShes  asymptotes  à  la  droite  j:  =  a,  et  situées  de  diffé- 
rents c6tés  de  cette  droite. 

Si^  est  positif,  et  x  compris  entre  a  -f  * ,  et  a  —A ,  les 
deux  termes  A^*,  Br",  conserveront  le  même  signe  ;  au- 
cune valeur  positive  de^  corrcspopdante  à  a:  =  a,  ne  de- 
vfeDArainflnieréeJle.C'est  ce  qu'on  a  déjà  démontré  [p.  44, 1^}. 
La  (hroite  x=  2  ne  sera  donc  pas  asymptote  à  la  courbe  du 
0ÉI6  des  ordonnées  positives. 

3<*  Lorsqae  les  nombres  m\  n\  sont  de  signes  contraires , 
et  les  exposants  niy  n^  tous  deux  pairs  ou  impairs  :  la  va- 
leur 2  dex,  doane  pour;^  ^^ux  valeurs  réellement  infinies, 
r«ne  positive ,  l'antre  négative.  Dans  ce  cas ,  la  droite  jr=a, 
est  asjrnpiote  à  la  fois  è  quatre  branches  de  la  courbe  re- 
présentée par  réquation  Ay^  +  Br*-f  Cy*  -|-  et  =  0.  Deux 
de  ces  brandies  s'étendent  indéfiniment  au-dessus  de  Taxe 
des  abaosses,  et  sont  situées  de  diflérents  côtés  de  la  droite 
j?=:a.  Les  deux  autres,  au-dessous  de  Taxe  des  x^  sont  en- 
oore  situées  de  différents  côtés  de  leur  asymptote  x  =  «. 

fin  effet ,  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  i  /*  et  a, 
les  fonctions  A,  B,  ont  constamment  des  signes  contraires , 


puisque  les  nombres  m\  n',  sont  de  signes  contraires  D'ail- 
leurs, les  puissances^'*,  r"?  dont  les  exposants  sont  pairs 
lous  deux ,  on  bien  impairs ,  ont  constamment  le  même  signe. 
Il  en  résulte  que ,  les  produits  Ar"?  ^r^>  seront  affectés  de 
signes  différents. 

La  démonstration  donnée  (pages  45... 47,  â^),  Irouve  donc, 
ici  même,  son  application.  En  faisant  varier  x  depuis  a-^h 
jusqu'à  OL ,  une  des  Tsleurs  de  y  restera  constamment  nôdle 
et  posiliTe ,  une  autre  valeur  restera  négative  ;  et  à  la  li- 
mite j:  =  a ,  elles  deviendront  infinies.  Ainsi,  VéquatiOD 
admettra  ces  deux  sidutions  : 

jr=sa,y=  00,etJ:s=a,  ^  =  — OD. 

On  arrive  à  la  même  conclusion  en  supposant  que  jc 
augmente  continuellement  depuis  a  —  h  jusqu'à  «.  Par 
conséquent,  l'équation  proposée  Ay*+  llr*+Qr''+  «te.  =0, 
donne  quatre  branches  de  courbe,  qui  ont  pour  asymptote  la 
droite  x  =  a.  Deux  de  ces  branches  sont  déterminées ,  en  at- 
tribuant à  y  des  valeurs  positives,  correspondantes  aux  va- 
leurs de  X  comprises  entre  ad: à  et  a;  et  les  autres ,  en 
donnant  à  l'ordonnée  y  des  valeurs  négatives  correspon- 
dantes à  celles  de  l'abscisse,  comprises  entre  les  mêmes  li- 
mites a  ±  A  et  a. 

W*  Si  l'on  suppose ,  enfin  ,  que  les  deux  nombres  m\  n' , 
ayant  encore  des  signes  contraires ,  les  exposants  m,  n,  soient 
l'un  pair,  et  l'autre  impair  :  Téquation  proposée  admettra  la 
solution  jr  =  a,  j^=:  -|-  oc  ;  mais  aucune  valeur  négative  de 
j^  correspondante  à  j:=  s,  ne  deviendra  infinie.  La  droite 
X  =  a ,  sera  asymptote  à  deux  branches  de  la  courbe  re|»é- 
sentée  par  l'équation  hy^  +  Bjk*  +  Cy  +  etc.  =  0 ,  et  si- 
tuées ,  au-dessus  de  Taxe  des  abscisses  »  de  différents  côtéa 
de  j:  =  ût.  Aucune  branche  de  la  courbe,  ne  sera  au-dessous 
de  Taxe  des  j:,  asymptote  à  la  droite  j:  =  «. 
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Car,  eo  faisant  Tarier  jc  depuis  «  ±:  A ,  jiuqo'à  a ,  et  don- 
nant à  ^  des  valeurs  porilives  ;  les  termes  Ay^,  t^*  ont  des 
signes  contraires ,  donc  Téqaation  admet  la  solution  x  »  a , 
T'  »  +00  (pages  45, 47, 3*).  D'ailleurs ,  les  valeurs  négatives 
de^  donnent  le  mémesigne  aux  termes  Ar"*,  B^**  ;  donc,  au- 
cune Talenr  négative  de  y  correspondante  à  j?  »  a ,  ne  peut 
devenir  Infinie  réelle. 

On  otrtient  d'ailleurs  la  solution  x»a,  y  »  +«,  en 
foisant  varier  jt  depuis  «4*^  jusqu'à  a ,  ou  bien  de  a  ^  A  jus* 
qu'à  a.  Il  s'ensuit  que  dent  branches  de  la  courbe ,  situées 
de  différents  côtés  delà  droite  x«^0e,  sont  asymptotes  à  cette 
droite,  dans  le  sens  des  ordonnées  positives.  Aucune  bran- 
che ne  peut  être ,  du  côté  des  ordonnées  négatives ,  asymp- 
tote à  jr«  a,  puisque  Téqualion  de  la  courbe  n'admet  pas  la 
solution  réelle  jr  =  a ,  ^»«  —  oo . 

10.  Dans  la  discussion  précédente,  nous  avons  supposé  que 
la  racine  a,  multiple  d'ordre  pair  de  A— 0,  substituée  à  x  dans 
le  terme  By*  de  Téquation  proposée ,  ne  réduisait  pas  à  léro , 
le  coeflfeient  B  de  ce  terme.  La  substitution  de  «  à  jt  ,  peut 
annuler  B  et  qudques-uns  des  coefficients  G,  D,  des  tannes 
suivant  B^^,  mais  tous;les  coefficients  ne  peuvent  être  à  la 
fois  réductibles  à  aéro ,  puisqu'ils  ont  été  déterrasses  de  leurs 
facteurs  communs  en  x.  Je  désignerai  par  A^x^  le  premiw 
des  termes  dont  le  coefficient  n'est  pas  annulé,  et  j'écrirai 
l'équation  proposée  sous  la  forme  suivante  : 

.  Ar*+Br-+Qr'+...+  Ay'+By+...=o. 

Les  lettres  sans  accent  :  A,  B,  G,  etc.,  représentent  des 
fonctions  entières  de  x  qui  admettent  le  facteur  j:— a;  la 
fonction  B'  peut  aussi  être  divisiUe  par  x — a. 

Après  avoir  divisé  A,  B,  G,...,  par  les  plus  hautes  puis- 
sances de  (  X  —  a  ),  qui  entrent  comme  facteurs  dans  ces  po- 
lynômes, je  remplace  x  par  «  dans  les  quotients  obtenus , 
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et  je  nomme  m\  n\  y,. -9  l^s  nombres  résultant  de  cette 
substitution.  Je  représente  aussi  par  r'  la  valeur  que  prend  le 
coefficient  A'  lorsque  j:  =  a.  Enfin,  je  considérerai  h  comme 
une  quantité  réelle  assez  petite  pour  que  l'équation  A's=0 , 
et  toutes  celles  que  Ton  forme  en  égalant  à  zéro  les  quotients 
obtenus  en  divisant  A,  B,  G,..-  par  les  plus  hautes  puissances 
dex — a  qu'ils  renferment,  n'aient  aucune  racine  comprise 
entre  a  -|-  A  et  a  —  A.  Pour  des  valeurs  de  x  comprises  entre 
ces  deux  limites  a  +  Aet  a  —  A,  les  fonctions  A,  A',  auront 
les  mêmes  signes  que  les  nombres  m\  r\  Les  coefficients  B, 
G...,  conserveront  aussi  les  signes  des  nombres  n',  p'.,.,  lors- 
qu'ils contiendront  x — a  à  des  puissances  paires.  Ils  pren- 
.dront  des  signes  contraires  à  ceux  des  nombres  n\  p\  etc., 
quand  les  plus  hautes  puissances  de  Jt-  —  a  contenues,  dans 
ces  coefficients  étant  impaires,  on  remplacera  x  par  a — h. 
Dans  tous  les  cas,  il  sera  facile  de  reconnaître  si  les  termes 
A^*,  B^*,  etc.,  Ay,  sont  positifs  ou  négatifs,  pour  les  va- 
leurs substituées  aux  variables  j:  et^. 

Gela  posé,  lorsque  en  attribuant  à  jt  des  valeurs  com- 
prises entre  a=bA  et  a ,  il  sera  possible  de  donner  des  signes 
contraires  aux  deux  termes  A^**,  A^*";  Téquation  proposée 
admettra  toujours  pour  Tinconnue  ^,  une  valeur  infiaie 
réelle,  correspondante  à  x  =  a  ,  et  le  signe  de  la  valeur  in- 
finie de  y^  sera  celui  des  valeurs  de^  qui  font  prendre  aux 
deux  termes  A^**,  È^y  des  signes  diflerents.  Ainsi ,  Téqua- 
tion  admettra  les  deux  solutions  x  z=a^jr=z  -|-  00,  et  a:=a , 
jrs=  —  « ,  si  les  valeurs  positives  et  négatives  de  y  donnent 
aux  termes  Aj^*,  My  des  signes  différents. 

G'esl  ce  qui  résulte  évidemment  delà  démonstration  donnée 
(tome III,  pages  87  et  suiv.}. 
On  a  un  exemple  de  ce  cas  particulier  dans  l'équation 
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Les  nombres  m\  r\  sont  ici  1,  —  3.  Eu  faisant  Tarior  x  de- 
puis 2  jusqu'à  1 ,  ou  de  —  2  à  I,  les  termes  (j^—  i)  V*, 
(x— 4)^,  ont  constamment  des  signes  contraires,  quelle 
que  s(Mtla  valeur  attribuée  à  ^.  L'équation  (1)  admet  les 
deux  solutions  • 

a:=l,^=-f«;eta'  =  l,j^  =  — 00. 

La  parallèle  x  =  1  à  Taxe  des  y^  est  asymptote,  à  la  fois, 
à  quatre  branches  de  la  courbe  représentée  par  l'équation 
proposée. 

Lorsque  A^*",  Ay  ont  constamment  le  même  signe,  pour 
les  yaleurs  de  x  comprises  entre  a  -|- A  et  a— /i ,  si  aucun  des 
termes  intermédiaires,  B^",  Cy ...,  ne  peut  prendre  un  signe 
contraire  à  celui  des  termes  Â^*,  My''  •  Téquation  proposée 
n'admettra  pas  la  solution  x  =s  a^y  -=  oo .  Car  la  démonstra- 
tion donnée  (  page  44,  V)  est  alors  applicable. 

L'équation  n'admettra  pas  non  plus  la  solution  x  =  a , 
^=00  ,  lors  même  que  les  termes  intermédiaires  B^**,  O^.,,^ 
pourraient  prendre  des  signes  différents  de  celui  de  A^**, 
Ay,  si  les  plus  hautes  puissances  de  x  —  a  qui  entrent  dans 
les  coefficients  B,  C...  de;  ces  termes  sont  supérieures  à  la 
puissance  de  {x — a)  dans  le  coefficient  A  du  premier  terme 
de  l'équation. 

En  effet,  considérons,  par  exemple»  l'équation 

(j:— l)V~  (^— 1)^— (j:-1)'j^'+(4— x)y+etc.=0.  (1) 
En  remplaçant  x  par  1  -f- A,  cette  équation  devient  : 

AV6_AS^4-Ay+(3  — A)^'+elc.=0, 
ou 

A*[/-Ar*-Ay]  +  (3— A)r'+etc.=o. 

Et ,  on  voit  qu'en  donnant  à  la  quantité  h  une  valeur  positive 
ou  négative  moindre  que  l'unité,  le  polynôme  h'^y^ — h^y^ 
^h^y^  sera  positif  pour  toutes  les  valeurs  de.r  satisfaisant  à 


lloégarité j^^  —y^-^y^  >  0.  Ainsi,  en  faisant  varier  h  de- 
puis 1  jusqu'à  —  1,  et  donnant  à  j^  des  yaleurs  suffisamment 
grandes,  le  premier  membre  de  l'équation  (1]  restera  con» 
slamment  positif;  donc  celte  équation  .ne  peut  admettre  1» 
solution  réelle  j:=:1  ,  ^=qo  .  El,  par  conséquent,  la  droite 
^  =  1 ,  ne  peut  être  asymptote  à  la  courbe  que  Téquation  (t) 
représente.  G. 

[La  fin  prochainement.) 


NOTE  SUR  LA  TRIGONOMETRIE. 

Que^iùms  d'examen. 


Ancien  élève  de  l'Ecole  normale ,  professeur  de  mtUicfnatiqaef. 


Quand  on  cherche  le  cosinus  de  -  ,  connaissant  cos  a ,  ou 

est  conduit  à  résoudre  une  équation  du  n^^  degré ,  qui 
manque  du  deuxième  terme,  ce  qui  annonce  que  la  somme 
des  racines  de  Têquation  est  nulle  \  on  propose  de  vérifier 
celte  circonstance  par  la  trigon<»ciétrie. 

Soient  x^,  -r, ,  x,,...  x» ,  les  racines  en  question  ;  on  sait 
que  les  arcs  auxquels  correspondent  ces  cosinus  sont 

a      ^^^2it      /zAff  a       (2n —  Ô)ic 

Il      n        fi       n        n  n  n 


ils  forment  une  progression  arithmétique  dont  la  raisou 
est  — .  Par  suite,  d'après  la  formule  de  Thomas  Simpson, 

nous  avons  entre  leurs  cosinus ,  les  relations  qui  suivent  .* 
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x,  =  2co»— X.  — X., 
n 

J:4  =  2  C08  —  j:,  —  X, , 

n 

(a)  (    JT,  =  2C08  — Jr^  — X,, 

*  n 


A  1»       ^  1  (2/1--  2)ic 
Si  on  ooDUnoe  la  progression ,  après  l'arc  — | , 

Tiendra  l'arc  -  +  —  =  -  +  2vr,  dont  le  cosinns  est  le 
n         n         fi 

même  que  oeloi  de  -  désigné  par  x,.  L'arc  qoi  suivra  encore 

sera  f  4.ait+— ,  dont  le  cosinus  est  égal  à  celui  de  ^+  — , 

àmgùé  par  JT,.  D'après  ces  remarques  nous  pouvons  encore 
râire  les  deux  égalités  : 

(a    .    2»n\  ^        27r 

-  +  I—  I  ou     j:,  =  2«)S—  J:n—  Xi*-i  T 

I        /«  2  A  ^        2^ 

'cos(-+2irH l    ou    j:,==2C08—  JT.  — JT*. 

i       \n  «/  ^ 

Ajoutant  toutes  les  égalités  (a)  et  (P)  membres  à  membres, 
nous  aurons  en  appelant  $  la  somme  des  cosinus  considérés  • 

$  =2cos  —  *—  5, 
n 


I  enfin 


2ir 

2«  =  2  COS  —  5  , 
n 


25  [  1  —  cos  — j  =  0, 
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2ff 
Or  cos—  ne  peuléCre  égal  à  !  ;   il  faudrait  ponr  cela  que 

n  fût  égal  à  1  i  donc  ^  =  0.  Ce  qu*il  fallait  prouver. 

CL 

Quand  on  cherche  sin  - ,    connaissant  sina,  on  arrive 

quand  n  est  impair  à  une  équation  du  degré  n ,  et  quand  n 
est  pair  à  une  équation  du  degré  2/t  ;  Tune  et  Tautre  de  ces 
équations  sont  privées  du  deuxième  terme  :  on  propose  aussi 
de  vérifier  cette  circonstance  par  la  trigonométrie. 

D'après  une  discussion  connue ,  les  arcs  auxquels  appar- 
tiennent les  sinus  dont  les  valeurs  sont  les  racines  de  l'équa- 
tion ,  sont  dans  le  premier  cas  les  mêmes  que  ceux  indiqués 
dans  le  cas  du  cosinus,  savoir  : 

a      a       2n        «       (2ii  —  2)  TT 
—  ,    —  -f-        ...  —  -t-  • 

n      n        n         n  n 

La  démonstration  précédente  peut  se  répéter  telle  qu'elle  est 
en  changeant  le  mot  de  cosinus  en  sinus,  quand  on  parle  des 
racines  de  Téquation,  puisque  la  formule  de  Thomas  Simpson 
s'applique  également  aux  sinus  et  aux  cosinus;  ce  qui  se 
conçoit  d'ailleurs  parfaitement,  puisque  si  des  arcs  forment 
une  progression  arithmétique ,  leurs  compléments  doivent 
évidemment  en  former  une  autre. 

Dans  le  deuxième  cas ,  nous  avons  pour  correspondre  aux 
racines  de  l'éqaation  du  degré  2/t,  deux  séries  d'arcs  for- 
mant deux  progressions  arithmétiques ,  savoir  : 


n^  n    ' 

a        (2/1— 2)  ir 

n         a  ' 

Stt        a 

(2/1—1)7:       a 

n       n' 

n        n 

n               n 

Appelons  x,,  a;,  jt,,...  x»,  les  sinus  des  premiers;  ^,, 
J',  »  J^  V  J'n  ,  les  sinus  des  seconds.  La  démonstration  prc- 
ccdenlc  prouve  que  .r,+  x\'\-,,.  Jtn=  0,  cl  ^.-fri+^s-h*- 
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4-j^s=:0.  Donc  la  somme  de  tous  ces  sinus  réunis  est 
égale  à  0. 

Cette  démonstration  prouve  en  général  que  si  n  arcs 
qoeJeonqnes,  forment  une  progression  arithmétique  dont  le 

premier  terme  est  quelconque ,  et  la  raison  *-  ,  la  somme 

des  sinus ,  ou  la  somme  des  cosinus  de  ces  arcs  est  nulle. 

Ged  peat  éCre  regardé  comme  une  TériBcation  de  ce  théo- 
rème :  la  somme  des  inrojections  des  côtés  d'un  polygone 
régulier  sur  un  diamètre  quelconque  du  cercle  circonscrit 
est  égale  à  0. 

{La  mite  au  prochain  numéro). 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


91 .  Le  côté  AB  du  triangle  donné  ABC  est  inscrit  dans  l'an- 
gle fixe  MON ,  rindinaison  du  plan  du  triangle  sur  le  plan 
MON  est  aussi  donnée  ;  le  lieu  du  point  G  dans  l'espace  est 
une  ellipse  dans  laquelle  la  somme  algébriqiu  des  axes  est 
égale  an  diamètre  du  cercle  circonscrit  an  triangle  AOB. 

(Tm.) 

92.  A  est  l'aire  d'un  polygone  régulier  inscrit  dans  une 
drecmférence,  et  B»  Taire  du  polygone  semblable  circon- 
scrit; B—  Aest  équivalent  à  l'aire  du  polygone  régulier 
semblable ,  inscrit  dans  la  circonférence  qui  a  pour  diamètre 
le  côté  de  B,  ou  bien  encore  au  polygone  régulier  circon- 
scrit à  la  circonférence  qui  a  pour  diamètre  le  côté  de  A. 

(Du  Faye.) 
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ANNONCES. 


I .  BoLLffTiN  poLirTBCBNiQOfi,rovaedesMi(vioesexacte8,  de  leurs 
applications  et  de  leur  enseigoemeot,  oi^ane  des  intérêts 
et  des  besoins  de  Tinstraction  sdeatifi^ue  élémentaire  et 
snpérieare. 

Par  Auguste  Btum^  ancien  élève  deFÉcole  polytechniqne. 
Avec  h  collaboration  de  savants,  d'ingénieurs,  d'admi- 
nistrateurs, de  pubUcistes  et  d'anciens  élèves  des  écoles  du 
gouvernement. 

Au   bureau    du   Bulletin    polytechnique ,  rue  Saint- 
Hyacinthe-Saint-Michel,  n.  8,  à  Paris. 

Le  premier  numéros  paru  le  10  janvier.  Nous  en  rendrons 
compte  iwochainement. 

â.  Db  l*églair4Gb  ao  gaz.  Développements  sur  la  composi- 
tion des  gaz  destinés  à  réclairago ,  sur  la  construction  des 
fourneaux  et  des  cheminées ,  sur  la  pose  des  tuyaux ,  sur 
les  phénomènes  de  la  lumière ,  etc.  ;  par  E.  Robert 
d'Hurcourt,  ancien  élève  de  l'École  polytechnique,  ancien 
capitaine  d* Artillerie. 
Chez  CariUan-Gmttry  et  r^  DalmarU ,  quai  des  Angus- 

tins,  n**  39, 41 .  Paris  et  1845 . 
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DEMONSTRATION 


Dtrin^oiMaUé  de  réiouire  UnUeê  le$  éjuaiUmi  algébriquei 
aoec  des  radicaux. 


répélitoar  à  l'Éeola  polrtechaique. 


J. 


Abel  a  entrepris  de  démontrer  qa'ane  équation  algébrique 
qQdconque  de  degré  supérieur  au  quatrième  n'est  pas  réso- 
luble par  radicaux  H .  Quoique  sa  démonstration  soit  exacte 
an  fond,  elle  est  présentée  sous  une  forme  trop  compliquée 
etteUement  vague,  qu'elle  n'a  pas  été  généralement  admise. 
Phisienrs  années  auparavant,  Ruflfini,  géomètre  italien» 
tTait  traité  la  même  question  d'une  manière  beaucoup  plus 
Tague  encore,  et  avec  des  développements  insuflSsants,  quoi* 
qu'il  soit  revenu  plusieurs  fois  sur  le  même  sujet.  En  médi- 
tant les  travaux  de  ces  deux  géomètres  et  à  l'aide  des  prin- 
dpes  que  nousavons  posés  précédemment  (**} ,  nous  sommes 
arrivé  à  une  forme  de  démonstration  qui  parait  assez  claire  ' 
et  assez  précise  pour  lever  tous  les  doutes  sur  cette  partie 
importante  de  la  théorie  des  équations. 

Il  faut  d'abord  bien  poser  la  question.  Résoudre  une  équa- 
tion par  radicaux,  c'est  exprimer  les  racines  au  mojen  des 
coefficients  par  une  fonction  radicale  d'une  espèce  détermi-- 


O  Jmmrmml  de  Crêllê ,  tome  1 ,  page  8S  ;  et  Bulletin  de  Férusi ac ,  lome  VI. 
D  Neweêttm  Ammaiee ,  tome  H ,  page  tiT. 
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née,  oa,  ce  qui  est  la  môme  chose ^  ramener  la  résolatkm  de 
Téqaation  proposée  à  celle  d'une  série  d'équations  binômes , 
dont  les  seconds  termes  dépendent  successivement  des  coeffi- 
cients et  des  racines  des  équations  précédentes. 

La  question  ainsi  posée  pré^enlia  trois  points  da  voa  fort 
différents ,  soit  qu'il  s'agisse  de  résoudre  une  équation  géné- 
rale quels  que  soient  les  coefficients,  soit  qu'on  s'occupe 
d'une  équation  d^tctaiinée  po«r  savoir  si  elle  est  résoluble 
ou  non  par  radicaux,  soit  enfin  qu'on  veuille  obtenir  les 
racines  d'une  équation  par  des  extractions  de  racine  effec- 
tuées sur  des  quantités  réelles. 

Quant  au  dernier  cas ,  nous  avons  fait  voir  dans  le  mémoire 
précité  C)  que  même  pour  les  équations  du  troisième  degré 
on  ne  pouvait  exprimer  les  racines  db  cette  manière  lors- 
qu'elles sont  toutes  réelles;  on  le  peut  toujours  au  contraire 
quand  il  y  en  a  deux  imaginaires.  Nous  reviendrons  sur  ce 
travail  qui  est  demeuré  inachevé.  Le  second  cas  est  le  plus 
difficile  de  tous  :  il  parait  avoir  été  à  peine  entrevu  par  Abel 
et  il  n'a  été  attaqué  avec  quelque  succès  que  dans  un  mé-* 
moire  inédit  de  Gallois,  qui  sera  publié  prochainement. 
Noos  ne  considérerons  ici  que  le  premier  point  de  vue  :  c'est 
aos5i  le  seul  qui  ait  été  envisagé  dans  les  mémoires  d'Abel  et 
de  Ruffini. 

IL 

Il  s'agit  donc  de  démontrer  seulement  qu'on  ne  peut  re- 
produire une  racine  d'une  équation  générale  de  degré  supé- 
rieur au  quatrième ,  en  effectuant  successivement  un  nom- 
bre limité  d'opérations  sur  les  coefficients  ou  sur  des  fonctions 
symétriques  de  toutes  les  racines.  Puisque  les  coefficients 
sont  supposés  quelconques ,  les  racines  sont  tout  à  fait  arbi- 

(*}  Tome  11 ,  pag.  125  de  ce  Recueil. 
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traires ,  el  la  question  se  rédoit  à  un  principe  de  combinai- 
son. 

Soit/(x)= 0  l'équation  proposée,  el  jc,  ,  j:. ,. . . .  a:, ,  :r,i  ses 
m  radqies.  Supposons  qu'on  puisse  exprimer  la  racine  a:,  par 
une  fonction  radicale  d'espèce  quelconque.  Gomme  les  prin- 
dpesque  nous  a^ons  établis  sur  les  radicaux  numériques  et 
sar  leur  classiflcation  s'appliquent  entièrement  aux  radi- 
caux algébriques,  la  valeur  de  x.  pourra  se  mettre  sous  îa 
forme  (**) 

jc.=  A  +  ii+Btt'4.....  +  Mu*-  (1) 

daoa  Inqoelie  ms=  v"  âou  u"  =  a  ;  a  est  um fonction  radienio 
d'capèceinfériewe  àoelle  de  x>  et  Ay  B...  M  peuvent  être  d«ï 
même  eapèœ^  mais  de  degré  Moiadre.  On  en  dédnnra  aussi 
que  k  raleor  de  or.  est  radne  d'uae  équation  inédtttttible  du 
ii^''"^  degré,  dont  le»  coeffideots  sont  des  fonctions  de  tnéme 
genre  que  A,  B....  M.  Toutes  les  radnes  de  cette  équation, 
obtenues  en  remplaçant  u  par  les  diverses  valeurs  de  l/'ô^ 
devront  paroonséquent  satisfaire  à  l'équation  proposée  ;  et , 
endérignant  par  «,«%  a*....  les  radnes  n*  de  l'unité,  on 
aurait  relations  de  la  forme  : 

x.  =  A +  1*  ^-Bu*  +  . . .  +  Ma*-'. 

a:,  =  A  4-  a*ii  -h  B»*tt'+  .  .  .  +  My*^*  uT^  etc. 

Si  Ton  ajoute  ces  égalités  membre  à  membre ,  ii  vient  : 

j:'.+J:.+  a:,+....=/iA; 

si  OD  les  ijoute  encore  après  avoir  multiplié  respectivement 
par  a*,  a""',  a*"",...  on  obtient  : 
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en  moltiplianl  par  a*,  a**^»  a^\  on  troiiYera  de  même  : 

et  ainsi  de  suite.  Ces  résultats  proviennent  de  deux  proprié- 
tés des  racines  a,  «*,.••  «"  de  Tonité  :  leur  somme  est  égale  à 
zéro  et  elles  se  reproduisent  toutes  par  les  puissances  de  cha* 
cnne  d'entre  elles  (excepté  a*  ou  1  ) ,  lorsque  n  est  un  nom- 
bre premier. 

Ainsi  UiquanHtésUj  A,  B...  M  et  aqui  9fUre9U  dam  Vex- 
presHon  dex^  iontégalesà  des  fimeiùms  ri$iUmnelkt  de  plu- 
sieurê  racines  de  féquaHon  proposée. 

Considérons  maintenant  une  des  quantités  A,  B...  M  el  a , 
on  pourra  former  une  équation  ayant  pour  racines  les  diveraca 
▼aleurs  delà  fonction  rationndle  qui  la  représente,  au  mofen 
des  coeiBcients  de  Téquation  /(x)  =:0.  Car  soit ,  par  exem- 
ple, B=f  (x,,  X.,  X,... )  ;  le  proctuit 

[B- ?  (X,,  X.,  X,,  .)][B    f  (X.,  x„  X,.  . .]  [B— ^x„x„  x,.  ..)]... 

obtenu  en  disposant  les  racines  x,,x,,x,,  x^...  de  toutes  les 
manières  possible  sera  une  fonction  symétrique  de  toutes  œs 
racines  ;  en  sorte  que  B  sera  donné  par  une  équation  F(B)  =  0 
de  même  forme  que  la  proposée. 

Si  Ton  ordonne  la  quantité  B  par  rapport  à  Tun  des  radi- 
caux de  plus  haute  espèce  qu'elle  renferme ,  on  aura  une 
expression  semblable  à  celle  de  x^ 

B  =  A'+i'+B'«^'-f-....+M'  j^-,  avec  t^=é>, 

d'où  Ton  déduira  par  le  même  raisonnement  que  les  quan- 
tités if,  Mj  B', . .  M'  et  6  sont  fonctions  rationnelles  des  racines 
de  l'équation  F(B)  =  0,  et  que  par  conséquent  elles  s'expri- 
ment aussi  rationnellement  en  fonction  des  racines  de  l'équa- 
tion proposée. 
En  opérant  de  m(^me  sur  chacune  des  quanâîtés  A'^  V... 
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M'  et  b^  OD  arrîTenit  à  la  même  ooDclQskm ,  relatiireniient 
aux  quantités  radioaks  dont  elln  dépendent  ;  et,  ainsi  de 
iQiteJnMiii'aox  derniers  radicaux  qni  portent  sur  des  exprès- 
sioBS  ratiomieOes  par  rapport  au  coeffidonts  de  réqoation 
/W=o. 

Donc  A  une  éqiMtiùn  etê  réêoMU  par  raéieaux^  chaque 
rsdîMrf  timple  eu  campoêé  fui  etUre  âam  la  vakur  de  Vm- 
eommtetiégal  à  une  fimetion  raêkmndk  deê raeineê  de  cette 
éfiêaâon. 

Us  fonctions  rationnelles  des  racines  qui  représentent  les 
dirers  radicaux  pensent  renfermer  tontes  ces  racines  ou 
ssalement  nn  certain  nombre  ;  il  est  toujours  permis  de  les 
supposer  entières  [*)  pour  en  oonceToir  plus  fadleroent  les 
eombinaisons* 

Il  est  à  remarquer  que  la  démonstration  précédente  s'ap* 
plique  quel  que  soit  le  point  de  Tue  sous  lequel  on  enyîsage 
la  question  de  la  résolutiou  par  radicaux^ 

IIL 

Etudions  maintenant  les  propriétés  de  ces  fonctions  ration- 
nelles des  racines  qui  scmt  égalesanx  diQirents  radicaux  con- 
tenus dans  la  valeur  (1)  de  x,.  Si  Téq^uation  /(x)  =  0  est 
satisfaite  par  cette  valeur,  quels  que  soient  ses  coefficients, 
on  doit  reproduire  identiquement  x.,  en  substituant  dans  (1) 
la  fonction  rationnelle  correspondante  à  chaque  radical , 


O  Tonte  foncUiMi  fraetionnaire  d'nne  raeine  d«  réquatioo  ^(«)  — o,  peut 
Un  nmplacée  ptr  nt  fonction  eniiéro  de  eetia  rteino.  Eo  effet ,  ti  Ton  multi 

?  (Xt) 

Hh  iM  deux  tenus  de  -—.  par  f  («.)  f  («•)...  le  dénominatear  deriendra  une 

taMtion  eymétriqve  K  ;  quant  au  numérateur  F  («0  x  --r^. ,  il  fera  une  foncUon 
eoliéie  de«.,  poieqne  f  («,),  9  («.)...  tonl  racines  d'nne  cetUine  équation 
?•+  Af^^-V..  +  B  9  +  K-e ,  d'où  l'on  Ure  -  -9  "^'  +  A  9**"*  +...  +  H. 
La  Biae  démonstration  s'appliqne  à  ana  fonction  de  pluAeurs  racines. 
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puisque  les  racioes  de  Téiiaatloii  soul  alors  ratieremeiit  arhî- 
traîres.  De  même,  kmte  relaUon  entre  le»  radiies  devra  élre 
identique  et  ne  cessera  pas  d'existé,  si  Ton  y  rei^place  ces 
racines  les  unes  par  les  autres  d-une  manière  qoeloonqae. 

Désignons  par  ^  le  premier  radical  qui  entre  dansla  valeur 
dejT,,  ensuivant  Fordre  du  edeul,  etsc»itj^''=ir;7;/? dé- 
pendra immédiatement  des  ooeflBkaents  de  fix)  =  0,  et 
pourra  s'exprimer  par  une  fonetion  symétrique  des  n- 
dues  F  (07,9  x„  X,...);  ^  sera  une  fonction  rationnelle 
r (^i  )  ^.9  ^v)  des  mêmes  racines. 

Gomme  la  fonction  7  n'est  pas  symétrique,  sans  ifmi  la 
raeine  n"  iep  s'extrairait  exactement,  ^lle  dmt  changer  lera- 
qu'on  permute  deux  racines  :  x,,  x,,  par  exemple;  mais  la 
relation  7"  =  F  ^ra  toujours  satisfaite.  D'ailleurs  la  fonc- 
tion F  étant  invariable  par  cette  permutation,  les  valeurs  de 
f  sont  des  racines  de  l'équation  j^^^/i,  et  l'on  a  : 

?  (ar.,  jr„  x,. . .)  =  ctf  {x,,  x,,  j:,...); 

si  Ton  remplace  de  part  et  d'autre  x,  par  x^ ,  et  réciproque- 
ment, il  vient  : 

T  (X,,  j:„x,...)  =«f  (j:.,  x,,  x,...); 

d'où,  en  multipliant  par  ordre  :  «*  =  1 . 

Ce  résultat  prouve  que  le  nombre  n ,  supposé  premier,  est 
nécessairement  égal  à  2.  Donc ,  le  premier  radical  qui  sej^é- 
sente  dans  la  valeur  de  Vinconnue ,  doit  être  dû  second  degré. 
C'est  ce  qui  arrive  en  effet  pour  les  équations  qu'on  sait  ré- 
soudre. 

Si  dans  la  fonction  <p  on  effectue  une  permutation  de  treis 
lettres,  en  remplaçant  x,,  x,,  x,,  respectivement  par  a*,, 
X,,  j:.,  elle  ne  changera  pas  de  valeur.  En  effet,  on  aura 
d'abord  : 

f  (j:. ,x^,x  ^  x^...)=a<f(x,^x, ,  x,y  x^...)  ; 
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piM  M  répétant  def  deucôlès  te  aioieralMllioHi»  : 

et 

?  (x,,  X,,  j:,,  j:^...)  =awp(j:,,  X, ,  x,,  a:^...) , 

d'où ,  eo  moltipliaol»  a}  =  i',  comme  d'aUleor»  a  e9t  o»e  ra- 
dne carrée  derunité,  il Ciiit  que  a  smt  ég:«l  à  l^onqœlet 
▼aknrs  de  ?  soient  égales. 

On  Yerrait  de  mène  qoe  f  est  invariable  par  les  paamu- 
tadons  de  cinq  lettres  ou  d'un  nwabra  premier  qoèkonqne. 
Dans  ces  permutations  on  suppose  qu'aucune  lettre  du  groupe 
ooDudéré  ne  conserve  la  même  place  :  c'est  ce  qu'on  ap- 
pelle, d'après  M.  Cauchy ,  des  permutations  circulaires  de 
3,5...  lettres. 

Continuons  la  série  des  opérations  indiquées  par  la  ya- 
lear  (1)  de  x,. 

On  combinera  le  premier  radical  avec  les  coejflScients  de 
/(x)  s=  0,  ou  la  fonction  <p  avec  des  fonctions  symétriques 
des  racines ,  à  l'aide  des  premières  opérations  de  l'algèbre» 
et  l'on  obtiendra  toujours  une  fonction  des  racines  inva* 
fiable  par  les  permutations  de  trois  lettres.  Les  radicaux 
lobséquents  pourront  donner  encore  des  fonctions  du  même 
genre,  s'ils  sont  du  second  degré.  Supposons  qu'on  soit 
arriré  à  un  radical,  pour  lequel  la  fonction  rationnelle 
équrralente  ne  soit  pas  invariable  par  ces  permutations. 
Désignons-le  toujours  par^  =^f{^,^  ^^^  J^i*-)  ;  dans  l'équa- 
tion y*  =/>,  nous  ferons  encore^  =  F  (jr,,  x,,x,...);  cette 
fonction  ne  sera  plus  symétrique ,  mais  seulement  invariable 
par  les  permutations  de  trois  lettres.  Si  l'on  remplace  x, , 
j:,,  X,  par  x,,  x^ ,  X,  dans  r ,  la  relation  r*"  =  F  subsistera 
toujours  y  et ,  puisque  F  ne  change  pas  par  cette  substi- 
tution, il  viaidra: 

^(x.,  x^,x,,x,...)  =  atf  [x, ,  X.,  x„  X,...)  î 
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d'où  Ton  conctara  ^  comoie  ci«de88i»,  a'  =  i.  Ainsi  n  sen 
égal  à  3. 

i  Si  le  nombre  des  quantités  jc,,  x^^  j:,...  est  snpérienr  a 
quatre  »  on  si  l'équation  /  ( x)  =  0  est  d'un  degré  pins  élevé 
qne  le  quatrième ,  on  pourra  effectuer  dans  7  une  permuta- 
tion fdrculaire  de  cinq  lettres  ^  en  remplaçant  x.»  x,j  j:,, 
jc^  f  -Tg,  par  X.  y  Xty  x^^xgy  jr,;  la  fonction  F  ne  diangera  pas, 
et  l'on  aura  : 

?4^,,  ^s,  «^4»  «^51  •^i— )  =  *P(j^.i  J^o  •^3,'^,,  X,...)  ; 

p»i$  en  répétant  de  part  et  d'autre  la  même  substitution  : 

?  (jr,,  0^4 ,  x, ,  X, ,  X,...)  =  «yCx. ,  or, ,  x^,  x, ,  X....) etc. 

Par  la  multiplication ,  on  obtient  a'  =  1  ;  ce  qui  entraîne 
a  =  1 ,  puisque  a  est  une  racine  cubique  de  l'unité.  Ainsi , 
la  fonction  <p  est  invariable  par  les  permutations  de  cinq 
lettres.  D'ailleurs  elle  ne  changerait  pas  davantage,  si  l'oa 
remplaçait  x,,  x,,  x,,  or,,  x^  par  x,,  x,,  x,,  x^,  x»;  en 
sorte  que  l'on  a  : 

?  (Xj,  x^,  X5,  X.,  X....)  =  (p (x., X, ,  x„  x^ ,  X,...)  ; 
mais  on  avait  déjà  : 

?  {^i  ?  •^.  9  !^8  »  ^A  î  •^«••O  =  f  (J^sî  J:^  ,  X5,  X,,  X4..O  ; 

donc 

?  (x, ,  Xj  ,  X,  ,  X^  ,  X5.. .)  =  y  (x, ,  X,  ,  Xj  ,  X^  ,  X5. .  .)• 

C'est-à-dire  que  la  fonction  ?  doit  être  invariable  par  les 
permutations  de  trois  lettres, 

Ainsi  tous  Ut  radicaux  renfermés  âfl/ns  la  racine  d'une 
équation  générale  du  degré  supérieur  au  quatrième  devraient 
être  des  fonctions  rationnelles  invariables  par  les  permutations 
de  trois  racines.  En  substituant  ces  fonctions  dans  l'expres- 
sion (I) ,  on  arrive  à  une  égalité  de  la  forme  : 
•r.  =  t(x,,  x.,x,,  a?4,«^r..), 
qui  doit  être  identique  -,  ce  qui  est  impossible ,  puisque  le 
second  membre  reste  invariable  quand  on  remplace  x, , 
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^»  ^«  pn*  ^.9  ^t^  «^i  >  tandis  que  le  premier  change  éyi- 
demment. 

Donc,  il  9$t  impoBtible  de  réiotêdre  par  radicaux^  um 
équaHan  générale  du  cinquième  degré  au  de  degré  mpérieur. 

La  démonstration  préeédante  fait  Toir  en  même  temps  qne 
pour  les  équations  da  troisième  et  dn  quatrième  degré ,  le 
premier  radical ,  dans  l'ordre  des  opérations ,  doit  être  un 
radical  carré ,  et  le  second  un  radical  cubique  ;  ces  ciroon- 
stances  se  présentent  en  effet  dans  les  formules  données  par 
Lagrange  et  les  autres  géomètres. 

Les  résultats  que  nous  venons  d'indiquer  seront  aperçus 
atec  plus  de  facilité,  si  nous  ajoutons  une  propriété  remar- 
quaUe  des  fonctions  rationnelles  considérées  ci-dessus  :  c'est 
que  toute  fonction  invariable  par  les  permutations  de  trois 
lettrée  ne  peiU  avoir  plus  de  deux  valeurs,  D*abord  une 
fonction  dé  ce  genre  est  invariable  par  les  permutations  de 
dnq  lettres;  car  si 

f  (X,,  jc,,  j:.,  x^,  x,...)  =  f  (j:.,  x.,  jt,,  j:^,  x,...), 

on  aura  aussi  en  remplaçant  x„  x^,  j:,  par  x^,  x,,  x.  • 

f  («^a»  «^W  ^Ai  ^Si  ^r")   =  ?i^i7  ^»i   «^3»  -^47  ^t'")' 

Ob  Terrait  de  même  que  la  fonction  ?  ne  change  pas  par 
les  permutations  de  7,  9...  lettres.  Les  diverses  valeurs  de 
cette  fonction  s'obtiendront  par  conséquent  en  permutant 
deux  lettres ,  puis  deux  autres  lettres  et  ainsi  de  suite.  Sup- 
posons que  ç(x„  x„  Xj,  X4...)  et  7  (x,,  x„  x„  x^....)  soient 
deux  Taleurs  différentes  je  dis  que  toute  permutation  de 
deux  lettres  <f  (x; ,  x,,  X4,X3...)  reproduira  l'une  de  ces 
valeurs.  En  eflfet  il  vient  en  remplaçant  x„  x.,  x^  par  x„ 

Jfo  -^i  -  ?(^.»  -^4»  •^.'  ^3")  =  t(J^o  -^.î  ^i*  ^v"),  tandis 
que  l'on  trouve  f  (x„  x.,  x,,  x^.,.)  =  ff{x,,  x^,  x.,  x,...), 
par  la  substitution  de  x„  x,,  x^  au  lieu  de  x^,  x,,  x,')  d'où 
ronoondura  :  ^{x,^  x^^x^^  x,....  =  f  (x,  ,x,,  x,,  x^...). 


j 
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SUR  Lk  CONVERGENCE  DES  SÉRIES. 


WAM  Wk.  ■■■■■■^li^f 

professeur  à  la  fsealté  de  Bor^eem. 


Prapoiitwn  I.  La  série  i«„  a.,  «,...  «»,...  (1),  de  nomtoeft 
positifs  et  décroissants  est  de  même  espèce  (convei^eote  ou 
divergente)  que  la  série  a„  Ai**,  k'u^, . . .  Tu^^*,. . .  (2),  que  Too 
forme  en  multipliant  chaque  terme  de  la  première  par  son 
indice ,  et  prenant  dans  la  série  ainsi  formée,  les  termes  ou 
les  indices  sont  en  progression  géométrique. 

Démonsiration,  So\iS=:iU,-^u^'\-Ut+,..i  en  dé(ompo«aqt 
cette  somme  en  d'autres,  on  a  : 

".  +".+-.+«*-i<(^-«)«.    et  >{k^i)uk  =^  .kuk  , 

de  même 

uk  +  ....      ttjki- 1  <{k'^i)kuk  et  >  -y-  .  *'«iki, 

k I 

M*s+ ....      /ijkt-i <(A— t)**tt*tet > -T— . **«*«,  etc. 

Deli 

S<(*-1)[«*.+^'*»  +*^tt*.+...]  et  >~[huk  +k'ut^...l 

Les  sommes  S  et  S,  =  u,  +  ^ttjk  +  ^<«ft9+'-  sont  donc  eo- 
semble  finies  ou  infinies,  ce  qui  prouve  le  théorème.  Pour 
^  =  3,  on  a  un  théorème  donné  par  M.  Cauchy  dans  son 
analyse  algébrique. 

PropoiUian  II.  Les  séries  suivantes  (A) ,  où  //^'indique  la 
logarithme  de  n  pour  une  base  quelconque,  et  a  un  nombre 
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réel  podtif  oa  négalif ,  restait  de  même  es|ièee  fuaiid  od  y 
rem|dace  n  fut  an  ^  a  étaat  un  nombre  réel  poeitif, 


(A) 


2/2(«2)«  ^   S/3(tf3)«*"    ^n/«  («/»)« 


2âfl3(/a4)«   '  ^  nlnMn.(lUn)*' 

Démansiratim  Représentons  ces  séries  fiar  S,  &\  S",  8"'... 
et  par  Sa ,  S'«  ,  S'a  ,  S'"a ,...  quand  on  y  change  n  en  ait , 

OD  a  d'abord  Sa  =  -^  S ,  ainsi  S  et  Sa  sont  de  même  espèce. 
En  supposant  a  >>  1 ,  et  prenant  n  de  manière  à  obtenir 
lan  <  aln  ^d'où  In  >  ^^j .  Si  l'on  regarde  le  terme  ré- 
pondant à  cet  indice  comme  le  premier  de  la  série,  on  aura 

S«  <S  el  S'a  >  -rr  S\  donc  S'  et  S'a  sont  de  même  es- 
péce. 
Pareillement ,  n  étant  pris  de  manière  à  avoir  llan  < 

loin  <ialln ,  on  trouve  S"a  <S"  et  S"a  >  -^  S\  ainsi  S" 

et  S' a  sont  de  même  espèce,  el  ainsi  de  suite. 

1 
é 

de  /  T  >  7  ^«  I  d'où  (^  ■"  r  )  ''*  >  ^^    »  ^"  y^rtdi  que  Jes 

inégalités  auront  lieu  en  sens  contraire,  et  la  conclusion 
restera  la  même. 

Proposition  III.  Les  séries  (A)  sont  toutes  convergentes 
pour  a  >  i  et  divergentes  pour  «  =  1  ou  <  1 . 


En  supposant  a  <  l ,  ou  en  posant  ^  =  -r  7  ^>1  -,  à  causa 


DémoiMraiion.  Si  l'on  ap|riiqae  i  ces  séries  la  proposi- 
tion I ,  la  série  kuk ,  *"««•,  etc.  ;  deviendra 

1 


1 


m'  "*"  (2»)«  "^  (1^;^+  -  +ôitt>"" 


+    0-717^.+  -..     -f 


».(»)«   "^  att/caft)."^-*   +  »/*,/(«»). 


1  )  (B) 


'     ■       '       + 


1 


etc. 

On  remarquera  que  la  première  série  (B)  est  une  pro- 
gression géométrique ,  elle  est  donc  convergente  pour  «>!, 
divergente  pour  a  =?  l  ou  <  1 ,  il  en  sera  donc  de  même  de 
la  première  série  (A),  La  de^xième  série  (B)  n'est  que  la 
première  série  (A),  où  Ton  aurait  remplacé  n  par  ntt,  donc 
la  deuxième  série  (B) ,  et  par  suite  la  deuxième  série  (A) , 
sont  convergentes  ou  divergentes,  dans  les  mêmes  cas  que  la 
première  série  (A)  ;  la  troisième  série  (B)  revenant  à  la ^deu- 
xième série  (A) ,  où  n  est  remplacé  par  nlk ,  il  s'ensuit  que 
la  troisième  série  (B) ,  et  par  suite  la  troisième  série  (A) 
seront  convergentes  ou  divergentes  dans  les  mêmes  cas  que 
la  deuxième  série  (A),  et  par  suite  que  la  première  série  (A), 
et  ainsi  de  suite. 

Proposition  IV,  Si  an-dessus  d*une  certaine  valeur  de  n  , 
les  expressions 

i(l)  i(±]  /f_JL)  i(-L—] 

8ont<l,  la  série  a,,u,,  u,...  ji«...  sera  divergente,  au 
contraire  si  au  delà  de  certaines  valeurs  de  n  les  expres- 
sions (C)  surpassent  l-{-^,  ^  étant  une  quantité  6nie,  la 
série  sera  convergente  (*). 

O  On  doit  à  M.  0.  Bonnet  des  démonttration»  analogues.  C/o«r».  à»  Maiké* 
nmtiquêi ,  VIII,  73.)  Tm. 


MRMsfralîofi.  Pesez  iin  =r  — ,  il  en  résolte  «=■    .      , 
I.  série  «..  «^.,  «^...  deyenant  I+^-l_+^_«_.... 

n  a.a'  oT.,..  sont  <1,  la  série  surpassant  — 1 — r—i — ;— ... 

n  '  »+l  '  «4-2 

sera  divergente.  Au  contraire  si  a,  a\  «",.*•  sont  >  i  -|-  ^, 

la  somme  de  la  série  sera  moindre  que 

±.+     '      + L_ 

quantité  finie.  La  série  sera  donc  convergente.  Cette  régie 
est  de  M.  Ganchj  et  les  autres  sont  de  M.  Bertrand  ^  elles  se 
démontrent  de  même,  on  les  emploiera  quand  celle  de 
M.  Ganchy  est  en  défaut ,  car  pour  certaines  séries  ^  ss  0 ,  et 
alors  on  ne  peut  conclure  la  convergence.  M.  Bertrand  a 
démontré  la  proposition  III ,  par  la  considération  des  inté- 
grales définies.  Pour  plus  de  détails,  voyez  son  mémoire 
(/Mcmol  de  Maihématique$^  t.  YII,  p.  55) ,  il  s'y  trouve  une 
antre  série  de  régies  de  convergence. 

La  règle  de  M.  Cauchy  permet  de  vérifier  la  proposition 
suivante  qui  est  importante. 

Prapoêikm  V.  Dans  une  série  renfermant  des  termes  né* 
gatifs,  si  on  change  l'ordre  des  termes,  on  pourra  1*  chan- 
ger la  somme  sans  détruire  la  convergence;  2^  détruire  la 
convergence ,  c'est-à-dire,  rendre  la  série  divergente ,  de 
convergente  qu'elle  était. 

t*  Les  séries 

2^8       4      ^2«+l       2n+2' 

^3  3^5  ^7  4^  ^4«-fl^4i»4-8  2»+2' 
«ont  toatei,  deux  oonvergentef ,  car  dans  la  première,  les 


—  TO  — 
termes  vont  en  décroissant,  et  il  en  sera  de  même  de  la 

seconde^en  remplaçant  I  -fl  par  J,    î  ^_  1  par  ^ ,  etc. 

J  a      5       7  35 

D'ailleurs  si  l'on  prend  pour  termes  généraux 

_1 î— =  _L_.        i  i 

2n-fl       2/1+2       2/1+1.2/1+2'     4/^+1  "^4»+3 

_       i       ^ 8/t+5 

2/1  +  2  "~  (4/I+I)  (4/1+3)  (2/1+2)  ' 

chaque  terme  de  la  deuxième  série ,  surpassant  le  terme 
correspondant  de  la  première ,  on  devra  en  conclure  que  la 
somme  de  la  première  série ,  est  moindre  que  cdle  de  la 
deuxième. 

2-La8ériei-y/i+  y/*_y/4+...  ««t  con- 

vergente  ;  mais  si  au  lieu  de  prendre  les  termes  négatifs  de 
2  en  2 ,  on  les  prend  comme  plus  haut,  de  3  en  3 ,  la  série 

sera  divei^nte.  U  règle  de  M.  Ganchy  donne,  en  sappo- 
aant  n  fort  grand, 

et  '^ 


Ces  exemples  sont  pris  d'un  mémoire  de  M.  Diridilet,  où 
il  étabHt  que  tonte  progression  arithmétique  renferme  une 
inflnité  de  nombres  premiers,  qnand  le  premier  terme  et 
la  raison  sont  premiws  entre  eux. 
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OBSERVATIONS 


mr  le  théorème  de  M.  Laméj  relaiivemeni  au  plue  grand 
comumn  diviseur ,  et  nouvelle  démomtration  de  ce  théorème. 

»jai  m.  F»PK, 

Doeleor  es  scieneet ,  professear  de  malhématiqaes  à  Strasbourg. 


J'ai  donné  dans  les  NouveUee  Annales ,  un  théorème  poar 

déterminer  une  limite  dn  nombre  des  opérations  de  la  re* 

cherche  dn  pins  grand  commua  diviseur  de  deux  nombres. 

Ce  théorème  a  trooré  place  dans  la  seconde  partie  de  mon 

arithmétique,  pages  57  et  58.  J'en  rappellerai  Ténoncé  :  nB 

estk  plus  petit  des  deux  nombres ,  et  qu'on  cherche  le  plus  petit 

B4-1 
nombreenàier  n,  qui  rend  ST  >  — ^ — ,  3n  sera  une  limite  du 

nombre  des  opérations.  On  peut  conclure  de  là ,  qu'il  suffit 

toff(B4-f) 
que» +  1  soit >  — : — - — ,  et,   si  c  est  le  nombre   des 
^         '  log2     ' 

diifEres  dcB,  il  suffit  que  n  -f  1  >  -^,  car  log  2  >  0,3*  De 

2c  20 

iàpomr  2»,  la  limite;— —  aou  — c  — 2. 

M.  Lamé  donne  la  limite  plus  simple  5c,  et  il  se  serfà 
cet  effet  de  la  série  1,  2,  3,  5,  8...,  dont  les  premiers  termes 
sont  1 ,  2,  chacun  des  autres  étant  la  somme  des  deux  précé- 
dents. Tai  considéré  dans  mon  arithmétique,  page  128,  la 
même  série  dans  un  but  analogue.  Ici  je  la  remplacerai  par 
nne  autre;  mais  il  faut  reprendre  les  choses  de  plus  haut, 
et  d'abord ,  je  dis  que  si  B  est  égal  au  n^*^  terme  de  la 
série 

1,  2,  3,5,  8,  etc.  (1) 


}(2). 


il  n'y  aura  jamais  plut  de  n  opérations  ,  et  si  B  est  <C  V^ 
ce  n^'^  terme ,  il  y  aura  moins  de  n  opérations. 

En  effet,  soient  R.  »  R... .  les  restes  ;?.,?•—  ^^  quotients. 
Il  vient: 

A^Bç.  +  R, 

B=R.y.+R.,elc. 
Remarquons  que  si  on  prend  dans  (1)  deux  termes  eoa- 
sécntifs,  pour  en  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur , 
les  restes  seront  précisément  les  termes  précédents  de  (1) ,  et 
le  nombre  des  opérations  sera  le  rang  du  pins  petit  des  deux 
termes,  dont  on  chercherait  le  plus  grand  comman  diviseur. 
D'ailleurs,  les  quotients  et  le  dernier  diviseur  auraient  leurs 
valeurs  mioima,  savoir  :  â  pour  le  dernier  quotient  «  et  t 
pour  tous  les  autres  et  le  dernier  diviseur.  Par  conséquent , 

si  A  et  B  donnent  lieu  à  n  opérations ,  il  s'ensuit  que  B  ^  , 

au  n^^  terme  de  (1).  En  effet,  si  les  quotients  et  le  der- 
nier diviseur  ont  leurs  valeixrs  minima ,  les  nombres  R,^|, 
R^_2  v  R.,B  seront  les  n  premiers  termes  de  (1) ,  et  auront 
aussi  chacun  sa  plus  petite  valeur.  Donc,  dans  tout  antre 
cas ,  B  sera  >»le  terme  de  rang  n. 

Donc  si  B  =  le  terme  de  rang  n,  il  n'y  a  pas  plus  de  n 
opérations,  et  à  fortiori  si  B  est  <que  ce  terme.  La  détermi- 
nation du  maximum  du  nombre  des  opérations  revieiK  donc 
à  celle  du  rang  du  terme  qui  dans  (1)  est  égal ,  ou  immédia- 
tement supérieur  à  B. 

On*y  parviendrait  au  moyen  du  terme  général  de  (1), 
traitée  comme  une  série  récurrente  :  mais  ce  terme  n'étant 
pas  maniable,  je  remplacerai  la  série  (1)  par  une  autre. 
Cette  série  (1)  se  rapporte  à  la  fraction  continue 

i+J 

1  +  1 
1+.. 
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dont  les  rédoites  sont 

Fannieesrédintefl  J'en  prend»  one  quisoitde  rangimpeir: 

-,  ainsi  ipie  chacune  des  suivaiUies,  convient:  je  dirai  font 

3 
àrheare  pourquoi  -  ne  convient  pas.  Je  forme  la  série  géo- 

z 

métrique 

mat  le  premier  terme,  chacun  des  autres  est<que  son  corres- 
pondant pris  dans  (1);  on  peut  s'en  convaincre  pour  le 
deuxième  et  le  troisième^  pour  les  suivants,  dans  (f }  chacun 
se  déduit  du  précédent  au  moyen  d'un  multiplicateur  égal  à 

Taoe  des  réduites  (3) ,  à  partir  de  -  ;  aucune  de  ces  réduites 

8  . 

n'est  moindre  que  ^  raison  de  la  série  (4)  ;  donc ,  etc. 

5 

Ils'ensuit  quesi  B^que  len<^«  terme  de  (4),  Best  <  que  le 

n«iw  terme  de  (1).  Donc,  ^^^^V^ii)  t  q»i  e»t  le  terme  de 

rang  X  -f- 1  dans  (4),  B  est  <C  que  le  terme  de  rang  x  +  i 
dans  (1),  et  il  y  aura  au  plus  x  opérations;  mais  B  sera 

*  f' j  ,  si  x  est  un  nombre  entier  au  moins  égal  è 

loff  B  loff  B  . 

: — --^^ — r  =  ^T,.'"  -  Soit  c  le  nombre  des  chiffres  de  B  : 
logg  — log5       0,204.... 

log.  B  est  ainsi  <  c  ^  il  s'ensuit,  que  le  maximum  du  nombre 

des  opérations  est  le  nombre  entier  immédiatement  supérieur 

c  c 

^  ;r^cr7  ^  nombre  entier  qui  ne  surpasse  pas  — -  ou  5c. 
0,204'  ^  '        "^   0,2 

logB 
J'ajoute  que  la  formule  ^^,  donnera  souvent  une  limite 
'         ^  0,204 

Aan.  DB  MATBfiMAT.  IV.  6 
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fi  tS4 

moindre  ;  c'est  ainsi  que  si  B?=i  5  3 ,  elle  donne  ^       ou  1  f , 

au  lieu  de  15. 

3 
J'ai  dil  ipie  la  réduite  -  ne  conyient  pas  pMr  raison  de 

3 
là  série  autiiiaire;  cela  tient  à  ce  que  log  ~  =  0,lt*  et  la 

Hnite serait  ^-^  (ou  ^fr^)»  q«'  conduirait  à  tt. 

Chacune  des  réduites  de  rang  impair  qui  suivent  -  donne 

d 

un  log.  plus  grand  que  0,204,  mais  on  y  gagnerait  peu  de 
chose;  car  ces  réduites  sont  toutes  moindres  que  -^^^ — , 

taleur  de  la  fraction  continue  citée  ;  or    '^Y^    a  pour  log. 

une  quantité  qui  reste  an-dessous  de  0,209,  de  sorte  que  le 
dénominateur  de  log.  B ,  ne  peut  s'élever  jusqu'à  0,209. 

Si  on  emploie  des  quotients  excédants,  ciiaqoe  reste  est 
moindre  que  la  moitié  du  précédent ,  diminué  préalable- 
ment d'une  unité ,  et  ces  restes  successifs  ont  pour  maxima 
B—l     B-^i— 2     B-i— 2— 2'  B~l— 2— ...— 2*"  _ 

2     1         2»       '  2*  '  "■  2*  ~ 

B--2"  +  1 
-         2* 
Si  donc  ce  dernier  est  <  2 ,  l'opération  est  terminé  à  la  n«>M 
division  ;  de  là 

B— 2-  -f- 1  <  2"+'  ou  B  + 1  <  2?.3, 
c^t 

On  peut  donc  prendre  ce  nombre  pour  limite ,  ou  si  l'on  veut 
\Z     —1 7  ott  encore  «^  /.  (B  +  t  )  •—  1 ,  nombre  plus 
simple  que  la  limite  donnée  par  M.  Binet.  {Compte  rendu , 
n*  19  du  2"*  semestre  1844.) 
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NOTE 

Sur  le  nombre  quiindiqiu  combien  il  y  a  d^ entiers  inférieurs 
et  premiers  à  un  nombreionné. 


professeur  au  Collège  royal  d'Auch. 


1 .  Le  nomkre  ^i  iodjqiN  oombieB  il  y  a  d'enticninfirieiirft 

et  premiers  à  un  nombre  donné ,  )ouU  de  pkieiears  prc^rié-  ' 

tésimportanteft»  Mais ,  oomipe  cbaqine  km  ^'oa  en  parift  9 

on  est  obligé  de  le  désigna  par  une  loagtte  pér^itde,  eea 

propriéMs  devkwMnt  d*«n  éaoûoë  iaatidiettz  et  é'ofle  dé 

monstratioa  prolixe.  Afin  d'éfMcr  cet  lacoBTénieBt,  bods 

(HTopoeerons  de  désigner  ce  nombce  par  un  nom  particulier 

et  de  choisir  pour  œl  objet  le  mol  imUceOeur,  qui  n'a  encore 

reça  aucun  emploi  en  mathématiques.  Dans  le  courant  de  cet 

«rtide ,  le  symbole  i  (N)  servira  à  représenter  Findicatenr 

d'meatierNn. 

I. 

Noua  aDons  d'abord  naos  proposer  de  trouver  Tiniiealcur 

d'un  nombre  N,  décomposé  en  ses  facteur  premiers.  Les 

deux  lemmes  suivants  fadlileront  beaucoup  cette  recherche. 

2.  LsMME  h  Si  aeib  sont  deux  nombres  premiers  etUreeux  ; 
oLunnamÊbreinfiirieureipremierâa'^  ^  un  nan^e  inférieur 
et  prewier  â  b  i  il  n'existe  qu'un  seul  nombre  z<:iab^  qui 

$mtàlafoiêâ'{-ixetb'^p. 

Démonstration.  La  recherche  du  nombre  z  revient  à  la  ré- 
solution de  l'équation  indéterminée 

laquelle  est ,  comme  on  sait,  toiqours  possible  quand  a  et  b 

n  Ce  symbole  esl  le  f  de  M.  Gaass  CDi»q.,  S  38).  In. 
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sont  premiers  entre  eux.  De  plus ,  si  on  tcoure  un  nombre 
remplissant  les  deux  conditions,  si  on  en  retranche  le  plus 
grand  multiple  de  a6  qui  y  est  contenu,  le  reste  plus  petit 
que  ab,  les  remplira  encore.  Ainsi  on  voit  qu*il  existe  un 
nombre  z^  a6  et  à  la  fois  â-f  «et  6+  P- 

Je  dis  maintenant  qu'il  n'en  existe  qu'un ,  car  s1l  y  en  avait 
un  autre  z'  on  aurait  : 

z— z'  =  a  =  b=i{ab\ 
ce  qui  est  impossible  puisque  z  —  z'  est  <C  oA.  Donc ,  etc. 

3.  LmiiE  H.  VindicateuT  du  prodtUt  de  pltaieurs  nombres 
premiers  eiUre^Uxdmêxd  deux  ^  esi  égal  au  produit  des  indi- 
caieurs  de  ces  nombres  (*). 

Démonsiraiion.  Soient  d'abord  deux  nombres  aeib  pre- 
miers entire  eux.  Désignons  par 

les  nombres  inférieurs  el  premiers  à  a  et  par 

(2)  P.,     P.,     Pi-..P^(»)» 

les  nombres  inférieurs  et  premiers  kb.    , 

Tout  nombre  premier  avec  ab  doit ,  si  on  le  divise  par  a , 
donner  pour  reste  un  des  termes  de  la  suite  (1) ,  et  si  on  le 
divisepar  6 ,  dcmner  pour  reste  un  des  termes  de  la  suite  (9). 
Mais  parmi  les  nombres  plus  petits  que  aà,  il  n'y  en  a  qu'un 
qui  soit  à  la  fois  à+  a,  et  6 +P.  un  seul  à  la  foisà-)-a,  et 
HP^etc. 

Donc  il  y  aora  autant  d'entiers  infteieurs  et  premiers  à  ab 
que  l'on  pourra  fournir  de  combinaisons  avec  les  termes  des 
deux  suites,  en  prenant  toujours  un  de  la  première  et  un  de 
la  seconde,  c'est-à-dire  i  (â),  i{b).  Donc 

i{ab)=i(a)i{b)i 
si  maintenant  c  désigne  un  nombre  premier  avec  a  et  b^  ab 
ôlani  premier  avec  c,  on  aura  : 

C)  Dl«q.,  S  38,  III. 
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i(abc)^i{ab)  i  (c) , 
donc 

i(abc)^i  {a)i(b)i(c). 

Ainsi  le  théorème  est  vrai  pour  le  cas  de  trois  Eadeiirs.  On 
retendrait  sncoessivement  au  cas  de  4,5,. —a  facteurs. 
Donc  il  est  général. 

4.  PnoBLiMB.  TVoMverrtfuiicaleMriftMifioiiibreiioiifi^iV. 

SobUion.  Supposons  d'abcMd  N  =  a"*,  «  étant  un  nondire 
INremier.  Farmi  les  a*  nonrtires 

i,  2,  8, a-, 

iln'y  a  que  les  suivants 

an  nombre  de  a*"^'  qoi  ne  soient  pas  premiers  avec  u**.  Donc 
onanra: 

00  bien 

(3)  »(0=a-"(«— 1). 

Soit  maintenant 

N  =  «"•?•..> 

c,  P,...>,  étant  dea  nombres  premiers  inégaux,  on  aura  f  a- 
prèslelemmell  *. 

t(N)=^î(a")i(n*  (y')-... '(>').. 
et  d'après  la  formule  (3)  : 

t(N)=a'^'(«-f)p"-'i~i)....>'-(A-i); 

formule  qu'on  peut  encore  écrire  ainsi: 

">n=«(<-î.)  O-i) ('-0-    « 


O  Voir,  l4wie  I,  p.  46T.  La  première  démonflralion  de  oe  théorène  est  dut 
à  Inter  (Gomm.  Petrop.  yni,  p.  T4).  Tm. 
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II. 

5.  PROBLiMB.  Éiani  donnés  les  indicateiêrs  de  plusieurs 
nombres  j  trouver  l'indicaieur  de  leur  produit. 

Solution.  Soient  aeib  deux  entiers  quelconques  ;  a,a\ 
a  S...  les  facteurs  premiers  inégaux  communs  kaeib,  a,  et 
b,  deux  nombres  non  dvnsibles  par  aucun  des  nombres  pre- 
miersa,  «',  «"....  Posons  : 

b^^cTcT''...  b, 

on  aura,  d'après  ce  qui  précède  : 

#  (a)=«-^'   («^Da'---  (a'^1)...t  («.) 

i  (6)=a"-'  («-!)  a'^-  (a'-l)...»  (6j 

»:  (a)  i  (6)  =  «"^-'  («— ir  «'•'+*'-  (fl/ -!)•...  »  (a.)  £  (6,) 

i  (a6)==a*-^"-'  (a-1)  cT'^"'-'  («'— 1)...*  (tf.)  î  (6.). 

Donc 


»(tf6)=ï(a)*(A) 


(«-l)(«-t  («"-!)...' 
oubiensionpo8e^=aaV...  d'où  («  — 1}  (a^l)...  =s£  (J), 
on  aun^  plus  simplemei^t  : 

i(a6)  :?=*(«)*  (6)  j^. 

Soit  maintenant  un  troisième  nombre  c  et  ^  le  produit  des 
(acteurs  premiers  communs  à  ab,  et  e.  Tfous  aurons  d'après  la. 
dernière  formule  : 

i(abc)  =  i{ab)  i(c)  tt^, 
ou  bien 

»:  («éc)  ss  i  {a)  i{b)  %  (c) 


ï('î)*{^)* 


On  yoit  facilement  que  les  facteurs  premiers  qaî  divisent 
a  et  c  sans  diviser  6 ,  ou  6  et  c  sans  diviser  a^rma^b  sans 
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ëiviferc^eiilrMtttie  Mlle  foM  dans  1^  produit  a^,  iati|u'îl 
en  est  de  même  de  leurs  indicatears  dans  le  produit  i  {9)  i  (f  ). 
Quant  aux  facteurs  premiers  eommws  aux  trois  nombres , 
et  par  cimséquent  à  9,  ils  doivent  entrer  à  la  deuxième  puis- 
sauce  i^,  et  leurs  indicateurs  aussi  dans  i  {B)  i  (ff).  Donc  si 
wappeUe 
^,  le  produit  de  2  facteprs  praniers  compuwo  à  tem  des 

nombres  a^b^c-, 
êi  le  produit  des  facteurs  premiers  communs  aux  trois  nom- 
bres, 
on  aura  : 

t(a6c)  =  i(a)f(fr)t(c)— ^.    r^. 

En  continuant  à  raisonner  de  la  méfne  manière ,  on  voit 
qaesi  a,  b^  c...  /  9ont  n  nombres  entiers  quekon^Q^, 
^,  'j,..-  ^»  les  produits  des  facteurs  premiers  inégaiix  com- 
fQons  reapectiTement  à  2,  3 ,-  ''des  nombres  proposés ,  on 
avra: 

i{abc,.i)^i{a)i(b)i{cyAà)  j^^>   r^.  T^J'- T^^^ 

fonuQte  qui  résolut  le  problème  proposé. 

«.  €:oroUairt.  Soit  N  =  A*  ^t  a  le  produM  des  facteurs  pre- 
miers inégaux  de  A.  Si  on  considère  A*"  comme  le  produit  de 
facteurs  ^aux  à  A ,  on  aura  9^=  am  et  la  formule  générale 
donnera- 

.•(r)=»(A)-.  ^, 
OU,  à  cause  de  *  (A)  =s  -  »(a). 

Quand  a  =  A,  c'est-à-dire  lorsque  les  facfcnrs  premiers  de 
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de  A  n'y  entrent  qa*à  la  première  pateance ,  on  a  plo» 
fimplement  :- 

ni. 

7.  Théomémb.  LaBommedes  indicateur  s  de  tous  leê  dimim»rê 
d*un  nmubre  eti  égale  d  ce  nùtnhre  (*) . 
DémùmiraÉion.  Soit 

on  mier  décomposé  en  ses  factenrs  premiers.  Tout  diviseiir 
de  Niera  de  la  forme 

d'Où 

Pour  avoir  les  indicateurs  de  tons  les  diviseurs  de  N ,  il 
faudra  faire  varier  dans  cette  expression  x  de  0  à  m ,  ^  de  0 
à  n  y  etc.  En  ayant  soin  de  supprimer  le  facteur  (a — i) 
quand  :r=0;  le  facteur  (P-—l)  quand  ^=ssO,  etc.  Or  un 
peu  d'attention  suffit  pour  faire  Toir  que  tous  eesiodicatwrs 
seront  les  dIfKrents  termes  du  produit 

i;...(t  +  (>-l)  +  M>-l)  +  X>(>'-l)+...+3l'-(>-i)]. 
Mais  le  premier  facteur  de  ce  produit  =  a*,  le  second 
=  p\..,.  le  dernier  égale  V.  Donc 

C.  Q.  P.  D. 

IV. 
8.  Voici  encore  quelques  théorèmes  dans  lesquels  Tindica-» 

teur  joue  un  rôle  important. 

'■»  I         ■      '     I  fi  ■—   ■■■  ■     ■  I     '  I  - 1    — 
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Dmx  nombreê  a  et  p  étanifremiers  entre  eux ,  on  a  toujours 
z^pi — 1  =  p.  On  en  déduit  comme  corollaire  ce  célèbre  théo- 
rème de  Fermât  :  n  p  eil  premier  a*"''— 1  =:  p. 

Si  peei  un  nombre  premier  et  n  undimtmrdep'^'  (p — 1) 
on  de  i  (p*^%  im  tnmoera  toujours  \  (n)  nombres  inférieurs  d 
p*,  dont  les  puissances  divisées  par  p^  dofment  n  résidus  diffé- 
rent». 

Noos  nous  proposons  de  revenir  snr  ce  dernier  théorème 
dans  mi  prochain  artide,  qui  aura  pour  objet  Tétude  des 
périodes  de  résidus»  obtenus  en  divisant  les  puissances  d'un 
nombre  a  par  un  nombre  p  premier  avec  a. 

THÉORÈME  SUR  LA  DIVISIBILITÉ  DES  NOMBRES. 
VA»  O.  &. 

Soft  A  un  nombre  de  p-\'\  chiftres  ,  n  un  iMteur  quel- 
conque par  lequel  on  multiplie  le  chifbre  des  unités  de  A,  si 
Ton  ajoute  à  ce  produit  le  chiSIre  des  dizaines ,  qu'on  multi- 
plie le  résultat  par  n  ^  qu'on  ajoute  à  ce  seamd  produit  le 
cbiffire  des  coitain^y  etc.  ;  qu'on  répète  la  même  opération  jus- 
qu'au cbiflre  de  l'ordre  le  plus  élevé  de  A ,  et  qu'on  désigne 
par  R,  le  dernier  résultat  de  ces  opérations,  la  divisibilité 
de  A  par  un  diviseur  quelconque  de  lOn— i  dépendra 
deR. 

Si ,  au  lieu  de  procéder  uniquement  par  l'addition,  on  em- 
ploie alternativement  la  soustraction  et  l'addition,  retran- 
chant du  premier  produit  le  chiffre  des  dizaines ,  ajoutant  au 
second  les  chiffres  des  centaines ,  retranchant  du  troisième 
le  diififre  des  mille,  etc.,  la  divisibilité  du  dernier  résultat 
obtenu  R ,  par  un  diviseur  de  10/t-f  i ,  sera  la  même  que 
celle  de  A. 


Dans  les  deux  modes  de  vérifidtUoa,  on  mmflifiimi  le  cal- 
col,  en  élaguant  successivement  tous  les  mnltiples  da  dÎTÎ- 
seur  essayé,  à  mesure  qu'ils  seraient  compris  dans  les  résul- 
tats successifs. 

Si  l'on  considère  la  fraction  •-^,  et  qu'on  désigna  par  p  k 

nombre  qu'il  en  faut  retrancher  pour  que  son  numérateur 
R  —  p/i'  soit  divisible  par  le  diviseur  qu'on  a  en  vue ,  p  sera 
aussi  le  reste  de  la  division  de  A  par  ce  diviseur. 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  très-simple ,  car  on 
a  évidemment  : 

R  =  ajiJ^  +  a.»'-  +  aji^  +a,n?''^  +...+ap-,  tfo,  a.,  a„  a^, 
désignant  les  ^Mffiras  de  A ,  de  manière  que 

Ii=^a,i(f  +  a,^  10'-,... a..  lO  +  tfo, 
d'où  l'on  tire  : 

n'  (A— p)  =  (il^'—l)  ap  +  na  _.  (iôJ'"'-.i)-f. 

+  «S-  (ÎÔïT"'— 1) +R— p«'. 

Si  l'on  omsidj^re  le»  diviseurs  de  10»  ^  i;  pomr  cenL  de 
i0/i4-l,9na; 

R  :^A^^  —ay^ ^a/i^ zha,, 

et  «'(A— p)  =  (ÎÔfi'q=l)£ïp  -j-nop^iiOn   '±1),  etc. 

Le  théorème  énoncé  résoAte  de  la  considération  de  ces  rela- 
fions. 

Exemplles  :  Diviseurs  de  lOn— 1  et  de  10/i-f  1,  qu*on  peut 
vèrffier  par  la  méthode  que  nous  venons  d'exposer. 

»—  1  donne  3,  9  poar  divifenr  de  ion—  i ,  et  ii  ponr  diviievr  de  iSi»  -f*  i 

I,  î»W 
31 
41 

61 
Tl 

3,  9,3T,A» 
91 

lei 

111 


♦  •-a 

19 

»  — 8 

» 

•  —  4 

8,  li,  39 

,1»-— A 

7,49 

«  —  6 

S9 

»  — T 

9,21,^ 

•  'm» 

79 

»  — 9 

89 

nmmf 

3,9,  11,99 

•  —H 

1,  17.  119 
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NOTE 
suit  LA  TnBORIE  DBS  »l€YCLOI]IES . 


T«ii  ee  i|tt'e&«  pa4io«¥er  aor  hreotifieatioa  et  «UT  lafM- 
inlBre  des  ttficfdMeaf  ne  paratt  nttermé  4éw  ûmul 
tkéOMMB  qui  s'tpplîqDMt  jbk  nwJettei  en  ftaérai.  (Ob 
appoBe  Épiq/dMe  là  courbe  «agendrée  fer  mi  primi 
qacIconqpM  du  pte  •d'an  oerde  railant  aar  bq  autre  cercle  ; 
-— AMrialte,  la  eonriM  eageiidrée  par  an  peial  faelcoB^oe  da 
friaii  d'aoe«euberoidaBl0iir  «ne  «alve  courbe.)  ^  Voici 
ceidemlbéoramcfl: 

Si  Mfi  arc  ie  comrb^  nmle  $am  §U$êemmiy  d'abori  mm-  la 
mm/MotUé  ^  fHêit  iamà  la  concwUé  d'une  autre  courbe^  deêorle 
(Me,  doM  êudeêiw  rmUetnenk^  le$  mimes  foinU  de  la  amrie 
mMiesoimU  tuocetêheÊmmi  ^^fùÊk^^sKMelesmêmêêftamis 
delmetmrtefh»: 

i^  TfltoiiÉMB  :  La  tomme  au  la  différence  des  dtum  arcs 
dkriie  parm%p(rinifueleenpêedufilaeideUiO(imr^  ts^bile 
sera  indépendante  de  la  naUire  de  la  courbe  fia»  :  —  la  somtne , 
•  fe^avonde'âatrèire  delawurbefis^  est^  m  ekaeimdes 
fmtU$$de0askÈOi,  plmfrmd  qusùehU  de  ia  courte moMJef 
la  eUféiteme  ^  dems  ie  emcemiraire. 

â^lteDaÉHB.utt^meaneidére^  dam  cAartMi  .de  oes  deux 
rnaJMWiir,  faitfie  duqÊÊeériksÊire  snitolUigt^ ,  Mmidé  par  lar>c 
delsMUf^beflM,  Fore  de4a  roulMe  déorOe  ^  et  tes  deux  lignes 
irmks  qui  joignent  les  premières  et  dernières  extrémités  de  ces 


wres;  la  somtne  des  deux  quadrilaUree  sera  uruquanaucan- 
stanie,  c'esM-dire  indépendante  de  la  wUure  de  la  courbe 
fixe  {au  lieu  de  la  somme  entendez  la  différence^  dan»  la 
même  circonstance  que  ci-dessus). 

Poar  8'awirer  de  la  vérité  de  ces  théorèmes ,  il  raffil  de 
considérer  :.l^  que  l'arc  de  roulette  se  forme  en  multipliant 
la  normale,  qai  va  du  |Mrint  déerrrant  an  point  de  contact  des 
courbes  directrices ,  par  la  somme  des  angles  de  contingence, 
lorsqae  le  ronlement  est  smr  convexité  ;  et  par  la  différence 
de  ces  mêmes  angles ,  quand  le  roulement  se  fait  en  conca- 
viié.  — •  ^  '  Que  l'aire  de  la  roulette  se  for&ie  en  ajoutant  k 
chaque  instant ,  au  petit  secteur  curvfligno  qui  a  son  sommet 
au  point  décrivant  et  pour  baie  le  petit  arc  de  oombe  mo- 
bile, cet  autre  secteur  dont  on  vient  d'exprimer  l'arc,  et  dont 
le  sommet,  ou  centre,  est  au  point  actuel  de  contact;  de  aorte 
que  le  quadrilatère  mixtlligne  de  la  roulette,  surpasse  Vaire  du 
secteur  fini  de  la  courbe  mobile  d'une  oertaineqaantitéqui  est 
la  somme  de  tousles  petits  secteurs  engendrés  par  leroulement. 

II.  Il  résulte  de  ces  théorèmes  géuéraux ,  que  si  on  connait 
la  longueur  et  l'aire  des  deux  roulettes  que  décrit  un  point  du 
plan  d'une  courbe  roulant  sur  une  courbe  fixe  particulière , 
on  connaîtra  les  longueurs  et  aires  de  toutes  les  doubles 
roulettes ,  décrites  par  le  même  point,  quand  la  courbe  fixe 
est  quelconque. 

III.  Il  convient  de  remarquer  par  rapport  à  la  courbefixe, 
trois  cas  principaux  : 

l'^Si  la  ligne  fixe  est  une  droite,  il  n'y  a  pas  de  difléreoce 
entre  sa  concavité  et  sa  convexité  ;  ainsi  la  longueur  et  Taire 
de  la  roulette  sur  une  droite  est  toujours  moitié  de  la  somme 
(ou  difiérence)  des  longueurs  et  aires  des  deux  roulettes  dé- 
criles  sur  concavité  et  convexité  d'une  courbe  queloonque. 

9^  Si  l'on  prend  pour  courbe  fixe  une  courbe  identique  à 
la  courbe  mobile ,  en  ayant  siMin  que  ces  deux  courbes  se 
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toodieat  dans  le  Tonlement  par  leurs  points  semblables,  il 
o'y  aora  pas  de  ronlement  possible  en  concaTité  ;  il  n'y  aora 
pas ,  yeax-je  dire,  de  roul^U  iniérieiêirt  ;  ainsi  l'arc  de  la  nm- 
leite  exÊérienre  sera  alors  précisément  le  double  de  Tare  de 
roidetle  sur  une  droite.  Et ,  dans  le  même  cas,  l'aire  de  la 
roolette  extérieure  surpassera  le  secteur  fini  de  la  courbe 
mobile  (*)  d'une  quantité  double  de  l'excès  qu'il  a  sur  ce 
méoie  secteur  quand  la  ligne  fixe  est  une  droite. 

3*  Si  on  suppose  qu'aux  points  correspondants  de  la  courbe 
fixe  et  de  la  courbe  mobile ,  les  deux  rayons  de  courbure  ont 
constamment  le  même  rapport ,  comme  cela  arrive  manifes- 
tement dans  le  cas  des  Épieycloldes,  alors  les  angles  de  con- 
tingence ayant  toujours  entre  eux  aussi  un  même  rappwt  ;  il 
s'ensuH  que  la  somme  (ou  dilftrence)  constante  des  deux  wos 
finis  de  roulettes ,  se  trouvera  partagée,  entre  la  roulette 
extérieure  et  la  roulette  intérieure ,  dans  le  rapport  de  la 
somme  des  rayons  de  courbure  à  lemr  difKrenœ  -,  les  excès 
de  diaque  aire  de  ces  deux  roulettes ,  sur  le  secteur  fini  de  la 
courbe  mobile,  excès  dont  la  somme  (ou  la  dUKrence)  est 
constante;  ces  excès,  dis-je,  dans  la  même  circonstance,  se 
partageront  aussi  entre  la  roolette  extérieure  et  la  roulette 
intèrieare ,  dans  ce  même  rapport  de  la  somme  des  rayons 
de  courbure  à  leur  diflMrence. 

Ces  principes  généraux  étant  bien  compris,  nous  allons 
Mre  la  rectification  et  la  quadrature  (indéfinies)  de  toutes 
les  épicydoîdes ,  que  nous  distinguerons,  comme  on  l'a  tou- 
jours fait,  en  ^Hcyeloiito  or<ttfum*eg,  épie.  aUongée$etépic. 


lY.  RecUficaiior^ei  aire  des  épief^loîdes  ordinaires. 
On  doit  à  Cardan  le  cas  particulier  d'une  épicydcfde  ordi- 

O  le  veiu  dire  le  sectear  de  U  courbe  mobile  qui  «  son  somineft  «v  point 
déeriTuit;  et  dont  les  deai  rayons  Tectears  vont  aax  extrémités  de  Tare  qui 
■'est  enrottlé  snr  la  eoutbe  Sie. 
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naîre  se  Fèteisent  à  une  ligne  droite  ;  c'est  Yéficychïdê  mêé" 
rimre  produite  par  le  point  df nne  cirooiiféreBce  roulant  dans 
la  eoncavité  d'une  eireonférence  de  rayoa  douUe  :  thécwénie 
Urès-^urieuqui  w  démentvepar  lagéomélrie  la  plus  simple, 
et  qui  oflreà  Fart  desmsf  Mnes  une  trèftèelto  transformation  da 
mouvement  circulaire  continu  en  momemeot  reetîligne  A-- 
ternatif. 

Dans  ce  théorème  de  Cardan,  Tépicycloïde  intérieure  a 
pour  longuei»  totale  ie  diamètre  du  cercle  fixe  ;  en  même 
temps  l'ake^totale  de  cette  épicjcl6lkle  est  la  moitié  du  cerde 
fiie,  ou  le  double  du  cercle  roulant. 

Ensnite,  si  on  Ciisail  tourner  extérieurement  le  petit  cerde 
sur  le  grand,  on  aurait,  en  yertu  de  la  troisième  remanioe 
ci-dessus,  une  longueur  totsteégde knx  fouit  cBamètre  du 
eerde  roulant;  et  Taire  de  cette roidette  extéricnre  (limitée  à 
Tépieydoide  et  au  cerde  fixe)  serait  égaie  à  qMtre  foù  l'aire 
du  eerde  roulant,  puisqfue  son  excès  sur  Taire  de  eerde  rou- 
lant doit  être  égal  à  trois  Cois  Texcès  qui  est  relatif  4  la  rou- 
lette intérieure. 

Donc  si  on  fait  roider  un  cerde  sur  une  courbe  fudcon- 
<pie ,  d'abord  dans  la  concavité,  eneutte  dan» la  convexité , 
en  partant  de  la  même  origine ,  de  manière  que  les  deux  rou- 
lettes se  réunissant  après  le  déroulement  total  de  la  drconfé- 
rence  mobile,  <Aent  une  courbe  fermée,  la  umeusim  totale 
de  cette  courbe  fermée  sera  de  kmi  foi$  U  iiamiirê  du  carde 
ginéroteur^  et  son  aire  swa  tix  foU  Fmre  du  €erek  générateur. 

La  cycMée  ordinaire  a  donc  pour  longueur  quaire  foie  le 
diamètre  du  cercle  générateur  ;  et  son  aire  est  à  ceUe  de  ee 
même  cercle  dans  le  rapport  de  traif  d  mu. 

D'ailleurs  on  aura  par  ee  qui  précède  les  longueurs  et  les 
aires  totales  de  toutes  les  épicydoïdes ,  puisque  connaissant 
le  rapport  entre  le  rayon  du  cercle  fixe  et  celai  do  cercle 
mobile ,  on  saura  comment  se  partagent  entre  Tépicydoïde 
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inlèrieare  cl  l'extérieare ,'  la  loogaenr  et  Taire  des  dcax 
courbes  réunies. 

Mais  ce  ne  serait  que  la  rectification  et  la  quadrature 
défime$.  Le  tliéotème  de  Cardan  peut  donner  davantage  ^ 
c'esl-^'dlre  peut  donner  la  rectification  et  la  quadrature 

En  effet,  la  longueur  de  Tépicyclolde  droite  de  Cardan  li 
partir  de  l'origine  où  le  point  dëerlvant  est  sur  le  cercle 
fixe ,  cette  longueur  est  tnanifestemeut  égale  à  deux  fais  h 
rinu$  ^yetmde  la  mùUU  de  Parc  générateur  ;...  et  il  est  égale^ 
ineBC  facile  de  voir  que  le  demi-segmeut  àt  cercle  fixe  qui 
fonne  à  chaque  instant  Faire  de  Tépicycloïde  intérieure,  est 
lei&mbleiuiegmenidueereUfrmUtni. 

If  où  on  condura  que  la  somme  des  arcs  des  deux  épicy- 
cloides  (intérieure  et  extérieure) ,  décrites  sur  une  courbe 
fixe  qaelèooqae  ;  ces  arcs  comptés  à  partir  de  Torigine  corn- 
nuue  oà  le  point  décrivant  est  sur  la  courbe  fixe,  cette 
somme  est  toujours  égale  à  huit  fois  h  rinus  verte  de  la  moitié 
de  Verc  générateur.  En  même  temps  les  portions  correspon- 
dantes de  Vsjredecesdeux  épicycloTdes  valent  ensemble 
six  fais  le  segment  du  cercle  générateur. 

On  voit  qu'en  particulier  on  est ,  par  ce  qui  précède,  en 
possession  de  la  rectification  et  de  la  quadrature  indéfinies 
de  la  cydoVde  ordinaire.  Je  passe  aux  autres  éplcydoïdes. 

T.  Keeti/Uatian  et  quadrature  des  épicyclôides  allongées  au 
aecawreieÈ,  Au  moyen  de  ce  qu'une  ellipse  est  toujours 
épicycloîde  accourcie  (ou  allongée)  d^un  cercle  dont  le 
rayon  est  égal  à  la  somme  (ou  à  la  diflérence)  de  ses  demi- 
axes  ,  tournant  intérieurement  dans  un  cercle  de  rayon 
double,  on  voit  que  tous  les  ares  de  cycloïde  ( ou  d'épicy- 
cloide)  allongée  on  accourcie,  sont  comparables  à  certains  arcs 
d'une  eilipse  déterminée.  De  plus,  les  aires  correspondantes  de 
ces  épicyclôides  se  trouveront  comparées  à  des  quadrilatères 
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limités  par  deux  droites,  un  arc  de  cercle  et  un  arc  d'ellipseï 
mais  je  laisse  au  lecteur  de  voir  par  lui-même  le  détail  de 
la  chose. 

J'observerai  seulement  que  si  un  cercle  tourne  extraire* 
ment  sur  un  cercle  égal,  un  point  quelconque  de  son  plan  dé- 
crit une  courbe  du  genre  de  celles  que  M.  Quételet  appelle 
caustiques  secondaires.  (La  déreloppée  de  cette  courbe  sendt 
la  caustique  par  réflexion  du  point  qui  correspond  dans  leeer- 
de  fixe,  au  point  décrivant  mobile.)  Cette  courbe  est  algébri- 
que à  cause  de  l'égalité  des  deux  cercles  $  c^est  une  courbe  do 
quatrième  d^é.  On  aura  d'afHrès  ce  qui  précède ,  sa  lon- 
gueur totale  ;  elle  sera  égale  à  quatre  fois  le  oontoor  de  Tel- 
lipse  ayant  pour  axes  les  deux  segments  du  diamètre  paaaaiK 
par  le  point  décrivant  i  son  aire  totale  sera  également  fadle 
à  calculer  à  Taide  des  principes  précédents  et  dépendra  de 
Taire  de  cette  même  ellipse.  Ce  résultat  paraîtra  d'autant 
plus  remarquable,  si  on  Cut  attention  à  la  propriété  de 
cette  caustique  secondaire  remarquée  par  M.  Siurm,  qui  est 
que  la  diflërenee  des  distances  de  chacun  de  ses  points  au 
point  lumineux  et  à  son  conjugué  harmonique  dans  le  cerde, 
ces  deux  distances  multipliées  respectivement  par  un  cer- 
tain coelBdent  constant ,  donne  une  somme  invariable  {^n- 
nalm  de  Maihémai.j  t.  XY,  p.  205,  Gergonne)  ;  circonstance 
qui  établit  une  analogie  remarquable  et  très- étroite,  entre  Is 
construction  de  cette  courbe  et  celle  des  sections  coniques. 

Pascal,  dans  son  fameux  défi  sur  la  roulette,  a  fait  voir 
le  premier  que  la  longueur  des  <7do¥des  allongées  on  ac> 
conrcies,  dépend  de  la  rectification  de  Tellipse.  Micotte  a 
montré  la  même  chose  pour  les  épicycloïdes  (allongée^  ou  ac- 
conrcies)  dans  les  mémpires  de  l'Académie  des  sciences  pour 
1708.  Pascal  avait  aussi  tiré  de  sa  méthode,  la  détermination 
des  deux  cydoïdes  allongées  et  accourcies  qui  ont  des  lon- 
gueurs égales  j  ce  qu'on  peut  aussi  demander  pour  les  épi- 


qûMes  et  œ  qu'on  fera  facilement  avec  ce  qui  précède. 
Pascal  eraphrie  nue  marche  équivalente  an  calcul  intégral , 
qui  est  aussi  le  procédé  de  Nicollc  ;  je  ne  crois  pas  que  cette 
tliéorîe  ait  été  jamais  présentée  dans  les  termes  auxquels 
die  se  trouve  actuellement  réduit'^  Aussi  m'a-t-il  paru  in- 
léressant  de  montrer  comment  de  simples  considérations 
intoîlîTes  pouvaient  mettre  les  élèves  en  possession  de  tous 
ces  beaux  résultats. 

J'ajouterai  comme  application  des  tiiéorèmes  généraux 
que  lorsqu'une  section  conique  roole  sur  elle-même ,  chacun 
de  ses  foyers  décrit  un  arc  de  cercle  ;  il  suit  de  là  que  les 
diverses  roulettes  décrites  par  le  foyer  d'une  conique ,  dé- 
pendent pour  leur  rectification  ot  leur  quadrature  du  pro- 
Même  de  la  quadrature  du  cercle. 

le  termine  enfin  en  proposant  aux  lecteurs  des  Annales , 
d'examiner  si  cette  théorie  peut  s'appliquer  aux  roulettes 
sphériqnes,  et  surtout  s*il  y  a  quelque  épycîcloïde  sphérique 
qai  sott  un  arc  de  grand  cercle ,  ce  qui  ferait  l'analogue  du 
hna  théorème  de  Cardan. 


NOTE 

Sur  leprablême  des  lumières^  el  sur  un  paradojce  de  statique, 

9AB,  m.  ^mOUUBV* 

Le  problème  des  lumières  dbnne  lieu,  dans  le  cas  où  le 
poiot  charcbé  doit  être  situé  sur  la  courbe  représentée  par 
réqnatkm  Mfocale  ^  {z^if)  =  0,  à  une  singularité  d'analyse 
reoarqaée  par  M.  Terquem,  dans  une  de  ses  intéressantes 
QOticfli (note I V  de  la  page  118,  du  troisième  volume  des 
AimaUs). 

ladiicuaaion analytique  de  ce  problème  peut  être  utile ,  on 
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ce  ^ns  y  qifeUe  oo^preiMl  presque  tous  Icp  eas  qai  peuvent 
96  pr^nter  dans  la  recber4rbe  des  valcoM  macipa  aa  «i- 
nima  d'une  fonction  d'upe  leute  variable  eatre  les  Inritea, 
pour  lesquelles  elle  dempare  coDlîoae.  Le  choix  de  la  va- 
riable  indépendante  n'est  pas  ici  piipement  arbitraire,  et  il 
j  a  une  certaine  liaison,  que  h»  calcul  fait  connaître,  entre 
ce  problème  général  ^et  pe|ui  que  M.  fieroao  a  traité.  Noos 
examinerons ,  k  cette  occasion ,  dans  le  aenoad  paragraphe 
de  cet  article ,  un  paradox/ç  de  statiqiM)  que  Ton  reneontre 
dans  la  recherche  des  position^  d'^njlibre  A*Bm  ellipat 
dQnoée,  considérj^e  comme  nne  lig^e  ipaténisllc,  inflexible^ 
uniformément  passante ,  ^t  inscrite  dant  an  angle  droit,  dont 
le  pian  e$t  vertical,  lorsqu'on  fait  abstraction  da  frottement 
de  l'ellipse  sur  les  côtés. 

Une  ellipse  donnée ,  dont  le  périmètre  est  sans  pouvoir 
réflecteur ,  est  située  dans  le  vide ,  et  éclairée  par  deui^  cof  |a 
lumineux  très-petits,  par  rapport  à  ses  dimensions,  et  plf/oé» 
à  ses  foyers.  Les  intensités  des  deux  lumières  à  Tunité  de 
distance,  et  dans  toutes  les  directions  autour  de  chacune 
d'elles  9  étant  respectivement  représentées  par  (a)  et  par  {b), 
qui  seront  des  constantes  données ,  détert^inç^  Bur  le  péri- 
mètre de  cette  ellipse ,  les  points  pour  lesquels  rinteosité 
de  la  lumière  reçue ,  est  un  maximum,  ou  bien  un  mi- 
nimum. 

Si  les  dimensions  des  deux  corps  lumineux ,  autour  des 
foyers,  devenaient  sensibles,  par  rapport  à  celles  de  l'elMpae, 
et  que  ces  deiif  corps  f^s^ent  des  solides  ipcandesMMs,  a 
ne  suffirait  pas  de  les  s^pposer  spbériques ,  et  égalw|enl  lu* 
minenx  dans  toute  l'étendue  de  Icaa^i;  surface,  pour  élve  eo 
droit  de  les  U-aiter,  dans  le  calcul,  comme  des  poiiiia  lumi- 
neux .  £n  efltet ,  le  théprème  de  Taction ,  auiiaiit  la  rataou  in- 
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verse  da  carré  de  la  diaUiKa^  d'une  OMobe  apbérique  homo- 
(èoe  «or  an  point  eztérienr  donné  v  wpffifie  que  Ton 
oottidire  la  totalité  dçif  pointa  de  cette  «onahe  4  ce  qu'on  ne 
pourrait  faire  ici,  d'après  Ice  bypiRhéaea  admisias. 

Les  deax  équationa  da  problème,  entre  ics  dcaa  va- 
riables s  et  s' qni  rftpcèsenteront  les  rayons  Tectenrs^  et  la 
foncliou  I  qoi  nomorera  rinlensité  de  la  liMMére  reçue. ^n  «m 
point  quelconque  de  Tellipse ,  seront  : 

[a)  et  (b)  désignant  les  intensités  des  deux  tomières  qui  oc- 
capent  respectivement  les  foyers  gauche  et  droit  de  Tellipse, 
pour  fixer  les  idées ,  nous  supposerons  a  >  & ,  la  fonction  I 
sera  toQJoora  continue  entre  les  limites  qui  comprennent 
les  valeurs  poasibles  de  z  et  de  z* ,  et  pourra  à  volonté  d*après 
réqoation  (1) ,  être  considérée  comme  une  fonction  de  «  ou 
de  z'  seul. 

On  sait  aussi  : 

i*Que  lorsqu'une  fonction  réelle  continue  et  esplicite 
d'une  seule  ▼artable  indépendante ,  passe ,  pour  une  valeur 
particulière  de  cette  variable^  par  une  valeor  maximum  ou 
miaifflum,  cette  même  valeur  de  la  variable  indépendante, 
doit  rendre-sa  première  dérivée  par  rapport  à  cette  variable, 
nulle,  infinie  y  ou  discontinue. 

T  Que  pour  s'assurer ,  dans  le  premier  cas,  s'il  y  a  ma- 
ximum ou  minimum ,  il  faut  examiner  si  cette  même  valeur 
de  la  variable ,  donne  une  valeur  finie  et  déterminée  à  la 
première  des  dérivées  consécutives,  qui  cesse  de  s'évanouir. 
Cette  dérivée  doit  être  d'ordre  pair ,  et  dans  de  cas  ,  il  y  a 
maximum  ou  minimum  pour  la  fonction  primitive,  selon 
qae  la  valeur  de  cette  dernière  dérivée,  eA  négative  ou  po-- 
siliie. 
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3«  Que  dans  les  deux  deruien  cas  et  même  dans  le  précé- 
dent ,  si  la  première  des  dérivées  consécatives  qai  cesse  de 
s'éfanouir  prenait  une  valenr  infinie,  il  est  nécessaire  pour 
décider  s'il  y  a  maximunoi  ou  minimam ,  et  poar  les  distin- 
guer, de  somnettre  la  fonclion  I  à  une  discussion  spéciale. 

1.  Ceci  étant  admis,  passous  k  Texamen  du  premier  cas  : 
les  deux  équations  diflérentieUcs  du  problème  seront  : 

rfl  =  -5rfz«i>^'  =  0.  (3) 

rf«-f£fa'=0,  (4) 

éliminons  alternativement  dz  et  ^z' entre  ces  deux  équations, 
les  équations  résultantes  seront  : 


et  pourront  remplacer  Téquation  (3). 

La  première  manière  de  vérifier  ces  dernières,  consiste  à 

poser*. 

a        b      ^ 


tf  Où  * 

z 


7=\/  j  en  même  temps  que  z  -hz'=  2A. 

Zy  z'  et  1  auront  donc  respectivement  les  valeurs  suivantes 
»  t 

2Aj/i  .         2A|/Î 


Va  +  Vb  V^â  +  \/'b 


les  ▼aleun  de  z  et  de  s'  aonl  faciles  ft  construire  (voir  les 
Ann.  l.c),  et  h  détermination  des  points  cherchés,  s'effiBCtne 


/  2A^6  y 
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immédiatenienl.  Celle  aololioD  n'esl  pas  Uwjoon  aétàmàk, 

car  le  maximani  de  la  valeur  da  raïqporl  -; ,  dans  une  el- 

z 

lipae  dont  SA  et  aC  aont  respeetiTement  le  grand  axe  et 
rexeeotrieilé,est^^  ;  H  fiotdone  que  l'oo  ait  : 

A  — li 


V 


•  /a  ^  A+C 


et  dana  celle  hypothèse ,  elle  détermioe  sur  le  périoiièlre  de 
reUipoe,  el  du  côté  droit  par  rapporl  à  ta  direction  du  pelil 
axe,  deux  poiols  symélriquemenl  placés  par  rapporl  à 
fantre  axe,  el  pour  lesquels  Hoiensité  de  la  lumière  est  un 
mininnini.  En  effal ,  pour  obtenir  l'expression  de  d'ï ,  diflè* 
reniions  les  équations  (3)  et  (4),  en  prenani  z  ou  s'  pour  va- 
riable indépendante,  il  en  résultera: 

f!l  -.£L  —  ^"^  -L  Ç* 
dz^~dtr  ~  s*  "^  z'*' 

k  second  membre  étant  positif,  fini  el  difléreni  de  léro, 
lorsqu'on  y  sohstilue  les  valeurs  de  z  el  de  s'  |M-éoédemmenl 
trouvées,  et  celle  dérivée  étani  d*ordre  pair,  il  s*ensuil 
qu'aux  points  torrespondanls,  l'intensité  de  la  lumière  est 
un  minimum. 

2.  Pour  obtenir  d'autres  solnllons ,  reprenons  les  deux 
expressions  diflKrenlielles  : 

a        b 
et  égalons  dz  ou  dz'  k  zéro  el  k  l'infini.  Le  facteur  -^  — ^, 

ne  devenani  infini  pour  auoun  poini  de  l'dlipse,  leséqualions 
différentielles  seront  ainsi  satisfaites. 

11  est  d'ailleurs  permis  d'égaler  dz  ou  dz'  à  zéro  ou  k  l'in- 
fini ,  pourvu  que  z  et  z'  soient  considérées  comme  des  fonc- 
tions d'une  certaine  variable  indépendante.  Comme  il  s'agit 


—  «  — 

d'iiM  elli|Me,  et  qm  les  rayom  ^ectean  ont  pour  eipres- 

SMHlft: 

OD  ne  pourm  -pas  choisir  f  abscisse  po»  Tariable  iidépeii>- 
dante ,  paisqae  l'on  tire  des  valears  de  z  et  de  tf, 
dz^      C         dJ^      _C 

valeurs  finies  et  généralement  diflërentes  de  zéro. 

Nbns  choisirons  poar  variable  indépendante  l'ordonnée 
perpendiculaire  an  grand  axe  dont  la  direction  passe  par  les 
points  d'intersection,  des  deux  circonférences  décrites  au- 
toar  des  foyers  comme  centres,  respectivement  avec  les 
rayons  a  et  z\ 

3.  Dans  cette  hypothèse ,  les  équations  (3),  (4),  (5),  (6), 
deviendront  : 

^"■"^  dx        iP    dy  ^^'  ^^^ 

dz    .  <&' 


(9) 


dy   V?""  W~^' 
d2f   /a         b\        ^ 

en  raison  de  la  symétrie  des  formules  par  ra'ji^port  k%ei%\ 

nous  examinerons  seulement  les  deux  hypothèses  : 

dz       ^         dz 

-  =  0,        ^  =  «,, 

Vexpreiiian  de  a  eu  x  et  ^  étant: 

z=Vy+[C+xyr 

il  en  résulte 


l'éqnalioD  de  l'ellipse  donne  : 

Himiiioiis  -j-  entre  les  deài^  équatioDs  précédeotes,  Téqaa- 
tkm  finale  sera  : 

dy  "  B'xz 

SI-  donc  on  pose  —  =  0,  les  seoles  valeurs  des  coordonnées 

qw  pnisseDt  convenir  an  problème ,  seront  j^  =  0,  d'où 

dz 
jr  i=  qp  A ,  l'hypothèse  -r-  =  oo ,  donnera  x  s»  o ,  r=5±B. 
djr 

4  Les  quatre  points  qui  répondent  k  ces  couples  de  coor- 
dônnéer,  sont  les  quatre  sommets  de' la  courbe  ;  mais  il  res(e 
à  examiner  si ,  en  ces  points ,  Fintensité  de  la  lumière' est 
bien  an  maximum  ou  un  minimum ,  et  comme  on  peut  Ite 
pressentir»  la  discuMon  dépehdra  prinéipalement  de  la  con- 
dition restrictive  trouvée  plus  haut ,  sbvoir  : 


\/ 


s 


yi^^±l    ou  encore    X>4^ 2A; 

V/â+\/b 

dz^ 
cherchons  d'abord  pour  le  cas  où  ^  =0,  la  vafl^ur  corres* 

pondante  et  lé  signe  de  la  seconde  dérivée  rp  ponr  ^^^3=0, 

x:=di  A,  ou  plutôt  pour  z=:AipG,  z'=  A±:G,  les  signes 
sn|>érietirB  se  correepondanli  ainsi  que  les  stgdéi  ihltrieui-s. 
Des  deu  formule* 


dz   ^  dz' 
on  déduit 


d^l  _^ePz  /      5^      2b\       dz*   /6a    ,  «^\ 
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el  de  TexprcMioD  de  ^^  »  saToir  : 

djr  ~  B^xz  ' 

on  peut  aussi  conclure  : 

<f  I  <r« 

Introduisons  maintenant  dans  les  expressions  de  —,  ^pt 
les  hypothèses  particolières  : 

^=0,  x=zfA,  ^=0,  ^=0,  «=A:fC,  z'=A±C, 

iPz 

-r-. ,  se  réduira  à  la  quantité 


zç:ie{AzçC)A'^       B'' 

le  signe  supérieur  répondant  à  Textrémité  gauche  du  grand 

axe  y  et  le  signe  inférieur  k  l'autre  extrémité ,  ce  qui  fait 

iFz 
Toir  que  -j^ ,  est  positif  pour  le  premier  sommet,  et  négatif 

pour  le  second. 

.    dt"    /Sa   ,  6ft\      .. 
auparavant  que  la  Partie     •  ( -r  -r  ir)  >  disparalira  ton- 
jours»  il  reste  donc  k  déterminer  les  signes  que  prend  le 
facteur 

dans  Tune  et  l'autre  hypothèse. 
Dans  la  première  z  =  A—- C,  s'=A  +  C,  le  signe  du 

d^l 
facteur  sera  négatif ,  donc  aussi  -p^ ,  prendra  le  signe  moins» 

4r 
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n  ¥Ueiir  numérique  oorrespondanle  sera  finie,  et  diflérenle 
de  této ,  à  OM^ns  que  l'elUpse  ne  dégénère  en  une  eircon* 
férenoe;  donc  au  sommet  gauche  du  grand  axe,  l'inteniilé 
de  h  lumière  est  un  maximum. 

Bans  la  seconde  hypothèse,  te  signe  du  fecteor-t^^PTr-,  + 
jj — ^3 ,  change  selon  les  valeurs  numériques  de  (a)  {b)  C,A. 

[A — \j) 

Ainsi,  l'extrémité  droite  du  grand  axe ,  satiaiiit  tantôt  à  la 
condition  du  maximum,  tantôt  à  celle  du  minimum.  Si  GsO, 

le  signe  du  facteur  sera  négatif,  mais  comme  -=-;  se  réduira 

av 

àzéro,  -r-T  deviendra  aussi  nulle.  Dans  ce  cas,  on  voit  à 
dy 

priori ,  que  tous  les  points  de  la  circonférence  satisfont  à  la 
fois  à  la  condition  du  maximum  et  du  minimum ,  et  tontes 
les  dérivées  successives  de  I ,  par  rapport  &  ^  se  réduisant  à 
léro  pour  G  =  0 ,  te  cateui  ne  pourrait  lever  Fambigo'ité  qui 
est  évidemment  inhérente  à  la  question. 

5.  n  y  aura  maximum  d'intensité  k  Textrémité  droite  du 
grand  axe,  lorsque  Tinégalité 

sera  vérifiée; 

maïs  on  en  tife  :  ^  >      _]^^,  cl  par   suite ,  le  rapport 

-7  ss  \/i  déterminé  lors  de  la  première  solution,  sera  in- 

A  +  C 
C 
Cequi  fait  voir  que  dans  ce  cas,  rintensilé  delà  lumière  est 

an  maximum  a  l'extrémité  droite  du  grand  axe,  et  un  mini- 
mum aux  points  déjà  déterminés  sur  le  périmètre  de  l'ellipse. 
On  s'explique  aisément ,  comment  ces  deux  derniers  cas 
se  trouvent  liés  entre  eux ,  car  puisque  la  courbe  est  con- 
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IhniC'^  et  qfne  le  tayoniieiiMttit  de  le  lamiérft  a  ttes  ^gMettieill 
dMs  toiiS' les  sens,  «itfxmr  de  ciMIoQoe  des  de«(  laariives, 
entue  deux  ineiîM»  dlntetsité  eoisèeittif»  inéfaBi:,  dmi 
exister  un  minimom. 

6.  Mais-vMei  eooore  uo&MtresIftaiètfejriiiftBBtUFéytfde 
s'assurer,  qoe  dans  le  cas  dont  nous  nous  occupons,  les  points 
situés  bofs  de  Taxe  et  sur  le  périmètl'ë  de  f  elDp^ë ;  reçoiTeat 
riioîna  «de  luinière  que  chacun  des  denxl  sMMneIr  du  grand 
axe. 

Les  valeuits  de  z  et  de  2/ ,  savoir  : 

2A  \/a  \         2A  \/b 


\/â+\/l  l/a  +  \/b 

sont  ainsi  qfie  Fintenské  correspondante  I  ^  indépendantes^ 
de  l'exceniricilé  2G  ;  de  plus ,  )e  sommet  le  moins  édairë  dm 
grand  axe,Teçpit  ane  quantité  de  lumière  variable  avec  cette 
excentricité ,  et  qui  a  pour  expression  : 

a  b 


ou  plutôt 

en  faisant  A -|- G  =  p    d'où    A—C=:2A  — p. 

D'un  autre  côté,  MCtSA  — (/,  sont  d'après  la  nature  do 
problème,  enfermées  entre  \é&  limites  0 ,  2A. 

Ainsi,  en  se  reportant  à  la  discussmi dut fvoblème  traité 
par  M.  Gerono  pour  le  cas  d'une  ligne  droite  de  longueur  SA 
dont  les  extrémités  sont  occupées  par  deux  lumières  d'inttoil- 
sites  (a)  el  {b) ,  (voir  le  n^  oité  des  AwMjd^) ,  00  devra-  avoir 
Vioégalité 

a        ,  ^       ^  a  b 

.  «*■    ■  mL.       ■  ■  I   II...  1^^    •,    I  n*  ■   ii.iui  ■  i  .  m     Ai.    ^aj  A...  ,i  ■>!     tii.    I 

,A+C).^(A-C)'>/^.v-  + 


7.  Od  peot  BftéiM ,  d'aprèf  la  condttioir  de  l'evlstenee  im 
pofaiti  extérieim  aof  grand  aie ,  fixer  pour  i^  et  2A  -^  i^  des 
Ntarites  correspondaBlea  de  vtuiabilllé. 

Celte  ooQdttion  esC  : 


V 


__  8 

*^  tf       A+C  ^  4A  l/tf 

r<7-^    OU  encore    2C>- 2A, 


ou  en  remplaçant  A-f  Gpar  «^  et  A — C  par  âA  —  ^, 


d'où  Ton  tire  : 

•^  <  -; i—  »      -iA  —  t'  < 


M<2A,  2A— ïi>0. 

8.  n  y  aura  au  ooniraire  minimum  à  Textrémité  droite 
du  grand  axe ,  lorsque  Tinégalilé 

8    _ 

sera  satisfaite ,  c'est-à-dire  toutes  les  fois  que  les  points  de 
minimum,  extérieurs  au  grand  axe  ,.ne  pourront  pas  exister* 
Enfin  dans  le  cas  où  l'on  anratt  précisément  : 

8 

-r%  se  réduirait  k  zéro ,  et  Ton  ne  pourrait  plus  conclure 
s'il  j  a.ou  s'il  n'y  a  pas  minimum  ^en  ce  point. 

Pour  lever  la  difficulté  autresMit  que  par  de  nouvellû» 
diflërentiationi,  observons  qu'en  raison  de  la  symétrie  de  la 
coorbe  par  rapport  à  son  grand  axe,  le  point  dont  il  s'agit 
doit  nécessairement  être  un  point.de  maximum  ou  de  mi- 
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nimain  d'iateosité.  Or,  si  en  ce  poini  riatenaité^it  an  siaxi- 

mam,  il  en  réralterait,  comme  çi-dessos,  l'exiatenoe  de  |MrinU 

de  minimum  hors  de  l'axe  ^  ce  qui  serait  contre  Thypollièse, 

donc  c'est  le  minimum  qui  doil  avoir  lieu. 

dl 
9.  Il  reste  encore  à  examiner  l'bypotbése  ^  =  oo  on 

dz 
plutôt  2^  z=  00  ^  en  écartant  pour  le  moment  le  cas  où  le 

/ï  h 

facteur  -7, ^  deviendrait  nul  en  même  temps.  Or  cette 

z        z 

hypotliëserend  aussi  infinies  toutes  les  dérivées  successiTes* 

de  I  par  rapport  ky;  il  faudra  donc  discuter  directement  la 

fonction  I  dans  le  voisinage  des  valeurs  particulières  de  «  et 

dz 
de  z',  qui  rendent^  infini;  ces  valeurs  étant  toutes  les 

deux  égales  à  A  Jl  s'ensuit  que  les  points  correspondants  de 
^ellipse  sont  les  extrémités  du  petit  axe. 

Faisons  dans  1,      z  =  A-|-^)  z'=A — h, 
h  désignant  un  accroissement  réel  positif  ou  négatif,  aussi  petit 
que  Ton  voudra,  attribué  au  rayon  vecteur  2.  Soit  I^  la  valeur 
del,  qui  correspond  à  s  =  A,  s'  =  A,  et  désignons  par  l' la 
valeur  de  I  pour  z  =  A  -|-à,  z'  =:  A^  k,  nous  aurons  : 

^       (A+A)*^(A— *)•         A'    ' 
Développons  en  séries  convergentes ,  ordonnées  suivant  les 
puissances  croissantes  de  h ,  et  par  la  formule  du  binôme  de 
Newton ,  les  deux  facteurs 

i  1 

(A-f  A/'         (A^A)** 
les  deux  développements  arrêtés  aux  termes  en  A*  inclusive  > 
ment ,  seront  respectivennent  : 

A"       Â«  *^  A*  '      IC'^A^  '^  F' 
par  conséquent 
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Pour  de  trèâ-petiles  Talenn  de  A,  le  second  membre  se 
réduit  sensiblement  à  son  premier  terme ,  on  si  l'on  veut ,  on 
peut  donner  à  A  ime  valeur  nnmériqne  posiiiTe  on  négative, 
asseï  petite^  poor  que  le  signe  do  seeond  membre  soit  le 
même  que  celui  de  son  premier  terme,  et  cela  quelle  que  soit 
la  valeur  du  coefficient  de  A.  Il  n'y  a  donc ,  ainsi  qu'on  de- 
vait s'y  attendre ,  ni  maxinom,  ni  miniaMim  d'intensité  aax 
eztréflûtés  du  petit  ame,  lorsque  (a)  diffire  de  (&),  pois* 
qu*aIorsr— Ia  change  de  signe  avec  h  poor  des  valeurs  de  h 
suffisamment  petites  en  valeur  numérique,  et  aussi  pour 
tontes  les  valeurs  encore  plus  faibles. 

Ao  euotrairesi  a:t=A,  auquel  cas  l'expression  de  1'— U  de- 
vient : 

on  voit  bien  que  les  extrémités  du  petit  axe  satisCoront  k 
la  condition  du  minimum ,  puisque  le  signe  du  second  mem- 
bre demeure  positif  pour  des  valeurs  suffisamment  petites , 
positîTes  oo  négatives  réelles  de  A,  et  pour  toutes  valeurs  nu- 
mérfqoement  inférieures. 

dz 
Il  est  vrai  que  les  conditions  a=  6,  2  =  A,  s' = A,  -3-  =  oo 

...  ^l      ^ 

pnaea  ensemble    donnent   -3-  ss  0  x  » . 

dy 

Mais  il  est  inutile  de  revenir  sur  les  calculs  précédents , 
puisque  cette  dernière  discussion  est  directe.  On  voit  aussi, 
que  dans  l'hjpotbèse  iea=:b,  les  points  donnés  par  la  pre- 
mière solution  coïncident  avec  les  extrémités  du  petit  axe. 

Enfin ,  lorsque  (a)  diffère  de  (6) ,  et  que  l'excentricité '2C 
se  rédait  à  zéro,  les  deux  lumières  sont  réunies  au  centre; 
mais  il  est  assez  remarquable  que ,  comme  plus  haut , 
première  solution 
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celle  que  Ton  recherdie  le  plus  ordinaireDieot  dam  les  pro- 
blêmes  de  ce  geore ,  en  posant  //Ir=t),  lie  ftâtisfajC  pas  du 

:   Z 

tout  an  problème,  puisque  dans  le  cercle  le  rapport  —,  .est 

égal  i  l'onité  ;  nouvelle  preuve  de  la  néoeMité  de  vérifier 
«i  les  soMkms  dcMoées  par  ralgébre ,  dana  la  résohitloii 
.  analytique  ées  problèmes,  conviennent  anx  qnestîoiia  propo- 
sées ,  dont  les  énoncés  peuvent  renfermerdes  restrictions  (*). 
tO.  Il  7  a  bien  des  manières  de  généraliser  le  problème 
des  lumières  ;  par  exemple,  en  faisant  tourner  relHpse  au- 
tour de  son  grand  axe ,  de  manière  à  lui  faire  décrire  une 
révolution  complète,  les  points  de  minimum  seront  tous  si- 
tués sur  une  parallèle  de. la  surface,  qui  pourra  se  réduire 
à  un  point  situé  à  l'extrémité  la  moins  éclairée  du  grand 
axe.  Si  le  centre  de  l'ellipse  était  occopé  en  même  temps  par 
une  troisième  lumière  d'intensité  (c),  et  sous  les  Conditions 
spécifiées  dans  renoncé  du  problème  général  que  nous  venons 
de  discuter,  l'expression  générale  de  I  en  2  et  z\  serait  ra- 
tionnelle et  ainsi  composée  : 

'  a       b  So 

1  —  i:  J.J1.  j ^ 

2*  ^  z"   ^  z'  -h  z*"— 2e  ' 

comme  cela  résulte  de  la  théorie  des  triangles,  et  les  rayons 
vecteurs  z  et  z'  dépendraient  de  rexcentricité.  Au  sur|4ns, 
dans  le  problème  précédent,  la  position  des  points  extérieurs 
au  grand  axe  pour  lesquels  Tintcnsité  de  la  lumière  est  un 
minimum ,  dépend  implicitement  de  Texcentricité. 

Enfin ,  dans  le  cas  où  la  série  des  centres  lumineux  donne- 
rait lieu  à  une  courbe  plane  brillante,  le  problème  dépendrait 
évidemment  de  difiërentiations  par  rapport  à  des  paramètres 

(')  Un  point  aiiiré  vers  deui  centres  fixes  présente  nne  scfiMblaSte  revlrte- 
lion  ,  voir  Legendre,  Fonct.  eliiptiques  ,  I ,  $  384. 


reQfémiés  apus  «n  «igpe  d'iatégr«tipD  définie ,  relatif  à  la 

QOQl-b^jrayopiiawle. 
•  $2*. 

déterminer  les  posiltoM  d'é^uiUkre  d'one  ellipse  donnée 
de  grandeur,  qoe  Ton  considère  comme  une  ^gue  matérielle, 
inflexible,  pnifprnu^ent  petsante,  çtqui  peut  glisser  sans 
rroltemeoi  3ar  li?s  côtfis  d'an  an^le  droit  fixe  dont  le  plap  est 
vertical,  Vf^ipse  étant  constamment  appliquée  snr  le  plan 
de  l'angle* 

1 ,  l4»  conditions  nécessaires  et  soffisantes  de  l'équilibre 
stable  on  instantané  sont ,  comme  on  sait ,  que  la  direction 
de  la  Yerlieaje  mené^  par  le  centre  de  gravité  ou  de  figure 
de  r^Uîpse  f^mà  par  le  point  de  rencontre  des  deux  nor- 
males apY  pcHnIs  dis  contact,  et  que  le  poids  de  lellipse  dé- 
composé suivant  les  directions  des  deux  normales  fournisse 
deic^  opmposantes  qui  tendent  à  presser  l'ellipse  contre  les 
côtés  fie  l'angle,  Il  résulte  tout  d'^bprd ,  de  cette  dernière 
condition,  qqe  T^nglo  donné  doit  être  entièrement  situé  au- 
deasua de rbori^outale menée danssoa  plan  par  son sooimet. 

La  ligpedrqite  qui  réunit  les  points  de  contact,  est  tra^ 
versée  en  soq  milieu  par  celle  qui  joint  le  sommet  de  l'angle 
au  centre  de  l'ellipse.  Cette  dernière  ligne  est  donc  une  dia-^ 
gonale  du  rectangle  construit  sur  les  normales ,  et  dont  un 
sommet  ccâncidf;  avec  le  sommet  de  l'angle  donné  ;  on  sait 
aussi  que  le  centre  de  TelUpse  inscrite  dans  l'angle,  doit  être 
situé  sur  la  w<?onférepce  do  rayon  y^*  +  à\  décrite  du  som- 
met de  l'angle  comme  centre  ;  donc,  en  général ,  cette  dia- 
gonale dit  rectangle  doit  être  verticale.  Dès  lors ,  il  est 
facile  de  plaœr  l'eilipse  donnée  dans  les  deux  positions  d'é- 
quilibre qu'elle  peut  prendre. 

Supposons  maintenant  qu'on  imprime  à  Tangle  ,  dans  son 
pbu^et  aj^tQQc  diç.  40H  sommet,  uu  mouvement  de  rotation 
constamment  iKrigé  dans  le  même  sens  ;  l'an  des  e^és  se 
rapprochera  de  la  verticale  menée  par  le  sommet  de  l'angle , 


j 
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et  81  on  arrête  le  moaYemeiit  lorsque  le  sinus  de  l'an- 
gle ,  compris  entre  ces  deux  lignes ,  sera  devenu  inférlem^ 

b 
1/  .  ,  /«  1  l'ellipse  ne  pourra  plus  être  (daeée  en  équilibre 

dans  l'angle  donné. 

2.  La  difficulté  tient  encore  à  l'omission  de  solutions 
parliculîèrcs  ;  le  problème  comporte  en  général  quatre  solu- 
tions, car  Tellipse  peut  être  naturellement  placée  en  équi- 
libre dans  deux  positions  telles  que  les  contacts  aient  lieu  à 
ses  sommets.  Dans  ces  deux  positions,  la  verticale  duo^itre 
de  gravité  ne  passe  pas  constamment  par  le  sommet  de  Tangle 
pendant  sa  rotation ,  en  sorte  que  l'équilibre  absolu  ou 
relatif  (*)  peut  subsister  tant  que  l'angle  demeure  entière- 
ment situé  au-dessus  de  ^horizontale  menée  dans  son  plan 
par  son  sommet. 

3.  La  théorie  du  plan  incliné  présente  une  autre  singula- 
rité qui  peut  au  premier  abord  embarrasser  les  élèves, 
lorsqu'un  prisme  droit  rigide  pesant  et  homogène,  s'appuie 
par  sa  base  sur  un  plan  incliné,  quelle  que  soit  l'inclinaison 
du  plan ,  quelle  que  soit  aussi  la  longueur  des  arêtes  longi- 
tudinales, il  ne  peut  jamais  chavirer ,  lors  même  que  la  ver- 
ticale abaissée  du  centre  de  gravité  du  solide  tomberait 
en  dehors  de  sa  base. 

Si  babitueliecnent  le  prisme  se  renverse,  pour  une  certaine 
inclinaison  do  plan  ou  pour  une  certaine  longueur  des  arêtes 
qui  lui  sont  perpendiculaires ,  cela  tient  uniquement ,  si  le 
système  est  dans  le  vide,  à  l'effet  du  frottement  de  la  base 
du  prisme  sur  le  plan,  frottement  dont  la  direction  ne  peut 
jamais  passer  par  le  centre  de  gravité,  et  dont  on  fait  abs- 
traction dans  la  statique  des  corps  rigides. 


(*)AcaoMde  l'acUon  delafMM  centrirage,  il  serait  mieux  de  a apprlRier 
le  moi  reiaUf,  et  d'ajouter  au  mot  jmmîKom  l'épithèle  /I«m.  Q. 


THÉORIE  DU   CALCUL  ÉLÉMENTAIRE. 
PAR  H.  AWKPinM.  (l8ovr«  potthmae.)   (*) 


INTRODOCTION. 

1 .  Le  ealcol,  considéré  âous  le  point  de  vue  le  plus  général, 
ett  renflemble  de  tontes  les  opérations  qne  nous  pouvons 
eiécnter  sur  les  nombres. 

2.  Les  pins  simples  de  ces  opérations  n'exigent  qti'un  mo- 
ment de  réflexion .  et  deviennent  plus  ou  moins  Taoïilières 
à  tons  les  hommes  qui  vivent  en  société.  Mais  notre  iqteUi* 
gence  ne  pourrait  suffire  aux  combinaisons  qu'elles  exiger 
raient  dès  qu'elles  deviennent  plus  compliquées,  sans  Theu- 
reose  invention  des  signes  dont  nous  nous  servons  pour 
écrire  tontes  cell^  de  nos  pensées  qui  se  rapportent  à  des 
nombres. 

3.  Onlre  Tavantage  de  les  fix£r  ainsi  sous  nos  yeux,  pou( 
n'avoir  plus  à  craindre  de  les  confondre  ou  de  les  oublier , 
Doos  sommes,  à  l'aide  de  ces  signes ,  et  de  quelques  régies 
simples  et  faciles  à  retenir,  parvenus  à  pouvoir  nous  assurer 
de  la  justesse  de  ces  opérations,  sans  être  obligés  de  fatiguer 
notre  esprit  et  notre  mémoire  des  raisonnements  qui,  sans 
oeki  nous  auraient  été  nécessaires  pour  atteindre  le  même 
bat. 

4.  Cest  l'usage  continuel  que  nous  faisons  de  ces  signes 
dans  tontes  nos  opérations  sur  les  nombres  qui  fi  fait  don- 
ner pins  particidiérementle  nom  de  calcul,  à  Tart  ingénieux 
dont  nous  venons  de  donner  une  légère  notion,  et  dont  cel 
OQvrage  est  destiné  à  développer  toutes  les  ressources. 

*)  CoramnRiquée  par  le  savant  proretsenr,  fila  de  l'illuatre  géomètre.    Tm. 
kw.  Bi  Matvêv.  IV.  s 
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5.  En  analysant  Tidée  que  nous  ayons  d'un  MMBbie,  un 
s'aperçoit  aisément  que  ce  n'est  que  le  résultat  de  la  com- 
paraison de  deux  grandeurs;  développons  avant  d'aller  plus 
loin  la  signification  que  nous  donnons' ici  à  ce  dernier  mot. 
D'après  la  définition  adoptée  par  tous  les  mathématiciens, 
le  nom  de  grandeur  s'applique  également  à  tout  ce  qu'on 
peut  concevoir  comme  susoqrtibled'augmentation  ou  de  dimi- 
nution,  dans  les  objets  dont  ils  étaient  envircmnés;  la  lon- 
gueur, répaisseuff,  le  poids  d'un  corps,  sa  vitesse  a'il  est  en 
mouvement  9  la  fortune  d'un  homme ,  l'étendue  d'uu  diamp, 
sont  donc  autant  de  grandeurs  f  ). 

8.  On  ne  peut  acquérir  une  idée  juste  et  précise  d'un 
objet  qu'en  y  distinguant  autant  de  grandeurs  diffifirentes  qu'il 
y  a  de  manières  de  le  concevoir,  augmenté  ou  diminué,  et 
en  déterminant  la  valeur,  c'est-à-dire  le  point  précis  d'aug- 
mentation ou  de  diminution  de  chacune  de  ces  grandeurs. 
Il  ne  suffit  pas,  par  exemple,  de  savoir  qu'un  corps  a  une 
certaine  longueur,  un  certain  poids,  qu*il  se  meut  avec  une 
certaine  vitesse,  etc.  Il  faut  encore  savcnr  précisément  quels 
sont  cette  longueur,  ce  poidd,  cette  vitesse. 

9.  Le  moyen  le  plus  général  et  souvent  le  seul  dont  nous 
puissions  nous  servir  pour  déterminer  ainsi  les  valeurs  des 
difiérentes  grandeurs  sur  lesquelles  nous  sommes  dans  le 
cas  d'opérer,  consiste  à  les  comparer  à  une  autre  grandeur 
prise  parmi  celles  qui  nous  sont  plus  familières  ou  qui  se 
trouvent  plus  à  notre  portée,  en  cherchant  par  quelles  opé- 
rations exécutées  sur  celle-ci,  nous  pourrions  construire  les 
grandeurs  qu'il  est  question  de  déterminer.  L'idée  de  cette 
sorte  d'opération  réduite  au  plus  grand  état  de  sim|dicité,  est 
précisément  ce  qu'on  appelle  un  nombre;  on  connaît  qu'etli; 
est  réduite  à  cet  état,  quand  on  peut  procéder  à  la  construc- 

(*)  Les  paragraphes  o  el  7  sont  rayés  dans  le  manascril. 
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lion  sans  recourir  à  aocaae  aulfe  grandeur.  Chaque  idée 
nunArique  est  désignée  par  un  mot  ou  nom  de  nonri^re. 

10.  Noua  ferona  connaître  ces  noms.  Le  choix  de  la 
grandeur  qu'on  prend  pour  ternie  de  comparaison  n'est  pas 
absolument  arbittaire,  il  faut  qu'il  se  trouve  entre  eUeel 
esUe  qu'on  lui  compare,  un  certain  degré  de  ressemblance 
qui  existe  par  exemple  entre  une  épaisseur  et  une  longueur 
on  une  hauteur,  et  non  pas  entre  une  longueur  et  un  poids. 

On  a  éonjoé  le  nom  A'hamogène$  aux  grandears ,  qui  peu- 
▼ent  être  comparée  innnédiatement,  et  donner  des  nombres 
pour  résultats  de  leur  comparaison  ;  les  grandeurs  héiéro^ 
fsnai  sont  celles  qui  se  trouTcnt  dans  le  cas  contraire. 

19,  On  Toit  par  l'exemple  que  nous  venons  de  donner, 
que  des  grandeurs  désignées  par  des  noms  différents,  et  qu'on 
poorrait,  sous  ce  point  de  vue,  regarder  comme  n'étant  pas 
de  la  mémeeapèee»  ne  laissent  pas  souvent  d'être  homogènes, 
et  qu'on  donne  au  cmitraire  un  même  nom  à  quelques  gran> 
deurs  absolument  hétérogènes,  teUes  par  exem|de  que  celles 
qu'en  réunit  en  géométrie  sous  le  nom  générique  d^ékmdue. 
11  anfii  d'être  prévenn  de  ces  irrégubrilés  dans  le  langage 
usilé  pour  éviter  toute  incertitude ,  relativement  à  l'home- 
gteHlèon  hrhétérogéaëité  de  deux  grandeurs;  la  déiution 
préeédente  anfii  d'aiUeurs  pour  se  décider  à  cet  égard  dans 
le  petit  nonihrede  cas  où  le  sentiment  del'évii^Bee  ne  ban- 
nhraK  pas  l'ombre  du  doute. 

tS.  Les  grandeurs  dont  nous  venonsde  nous  occuper,  ne 
peuvent  être  considéfféee  que  comme  des  modifioatiena  de 
rchjet  eà  noua  lesiAservons,  et  sans  lequel  elles  m  fmt^ 
raient  exister;  il  y  en  a  d'anltes  dont  l'idée  encore  plus 
absMlte  suppese  la  eoisistenioe  de  plusieurs  ûbfets  dont  la 
comparaison  sciie  peut  nods  donner  l'idée deces  grandeurs. 
Ces!  ainsi  qu'en  voyant  deux  corps  nous  ooncetons  quelque 
chose  entre  eux,  qui  peut  être  augawnté  oo  diminua  ^et 
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que  nous  appelons  leur  distance  \  qu'en  pensant  à  deux 
lignes  qui  se  rencontrent ,  nous  concevons  qu'elles  peuvent 
en  se  rencontrant  toujours  au  même  point ,  être  approchées 
ou  écartées  Tune  de  Tautrc,  et  nous  ayons  Tidée  de  la  gran- 
deur qu'on  appelle  An^^e,  etc.  La  grandeur  de  ce  genre  qu'on 
doit  considérer  ayec  plus  de  soin  est  celle  que  l'on  appelle 
inégalité  de  deux  grandeurs ,  et  dont  nous  traiterons  ci- 
après  plus  an  long. 

14.  Pour  déterminer  les  différentes  grandeurs  qu'on  pent 
distinguer  dans  un  corps,  il  faudra,  d'après  ce  ^qui  précède, 
comparer  chacune  à  une  grandeur  homogène  qui  se  trouye 
dans  un  corps  que  nous  puissions  soumettre  à  chaque  instant 
k  l'examen  de  tous  nos  sens.  Les  hommes  qui  se  liyrèrent  les 
premiers  à  cette  recherche,  durent  naturellement  choisir 
dans  leur  propre  corps ,  les  grandeurs  qui  devaient  leur 
servir  de  tonnes  de  comparaison  pour  y  rapporter  toutes  les 
autres  -,  ils  pouvaient  comparer,  par  exemple,  leslongueurs 
à  celle  de  leur  bras  ou  de  leur  pied,  les  épaisseurs  à  celle 
de  leur  doigt ,  les  poids  à  celui  de  leur  corps  ;  mai»  ces  grau- 
deurs  n'étant  pas  toujours  les  mêmes  dans  un  même  individu 
et  éprouvant  encore  plus  de  variété  quand  on  veiit  juger 
d'après  soi  des  déterminations  faites  par  une  autre  peraume, 
oo  imagina  bientôt  d'établir  des  termes  de  comparaison  phia 
fixes,  et  dont  chacun  pût  aisément,  dans  Tordre  étaMi  de 
la  société,  se  procurer  des  modèles  qui  fussent  les  mêmes 
pour  tous  ;  quelques-uns  des  nomsqui  servent  à  les  désigner 
comme  aune,  pied ,  elc.,  conservent  encore  des  traces  éty- 
mologiques de  leur  première  signification.  Les  nombres  qui 
résultent  de  ces  conlparaisons,  et  qui  déterminent  toutes  les 
grandeurs  qu'on  distingue  dans  un  même  objet ,  formeal  par 
leur  réunion  une  description  de  cet  objet  aussi  détaillée 
qu'on  peut  la  faire  sans  le  montrer,  ou  une  figure  qui  le 
représente  ;  c'est  ce  qu'on  obtient  quand  on  peut  dire,  par 
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exemple,  que  sa  longueur  est  de  tant  de  toises»  son  poids  de 
tant  de  livres,  le  |»ix  qu'il  a  habltoellenient  dans  le  com- 
merce, de  tant  de  francs,  etc.  Nons  n'insisterons  pas  sar 
l'utilité  de  cette  espèce  de  description  d'un  objet;  sans  cela 
l'idée  que  nons  acquérons  de  ceux  qui  sont  soumis  à  l'exa- 
men de  nos  sens  deviendrait  si  confuse,  dès  qu'ils  seraient 
loin  de  nous ,  par  la  faiblesse  de  notre  mémoire,  qu'elle  ne 
pourrait  plus  nous  être  d'aucune  utilité  dans  tontes  les  opé- 
rations qui  exigent  de  la  précision  ;  il  nous  serait  d'ailleurs 
impossible  de  communiquer  cette  idée  sans  le  secours  des 
mêmes  nombres,  en  sorte  que  notre  langage  même  ne  peut 
s'en  passer,  et  que  nous  sommes  obligés  d'y  avoir  recours , 
dès  que  nous  voulons  donner  delà  précision  à  ce  que  nous 
avons  h  dire  relativement  à  quelque  grandeur  que  ce  soit. 
Il  nous  reste  à  dire  un  mot  de  la  manière  dont  on  détermine 
ces  nombres  dans  chaque  cas  particulier. 

{La  iuUe  prochainemeni.) 

DÉMONSTRATION 
d*un  théorème  connu  mr  les  fractions  continues  périodiques, 

PAR  H.  O.  ROBBZOUBS. 


TaÉOBéME. 
Toute  expression  de  la  forme  — X= —  se  développe  en 


nraction  continue  périodique. 


>,+ctc. 
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eu  détigoant  p«r  Y,  une  fraction  coQliaw  dont  toos  Im 
quotients  incomplets  seraieat  ceux  àex^k  partir  éel^^om 
aura  généralement  les  égalités  suivantes  ; 

(I)  Y^f +J_  ^^,,,  Y^  +  ^,,. 

>,+,+etc.        ^^^  "^"^  6^1  Y,  -h  6,^2' 

^^  et  T^  étant  deux  réduites  consécutives  de  x ,  s'ar- 


rétant  à  >f.i,  V-^ 9  ^i®  sorteque 

>,+  etc.  >,+etc. 

+    i  +_f_ 

Gomme  les  réduites  de  rang  pair  sont  ■<  x,  la  relatioB 
soirante  aora  lieo  entre  les  termes  des  deax  réduites  consé- 
cutives: 

ûf-i  tf-»  —  ûf-«  frf— i  =  ( —  !)*• 
De  l'égalité  (2)  on  déduit,  en  remplaçant  j:  par  sa  valeur, 

d'où,  en  faisant  disparaître  le  radical  du  dénominateur. 

Posons  : 

B,=(— i)«j(Pa^.— M6,_i)'— NéVij  ; 
on  aura  enfin  : 


V  -  Vfl^ 


Af  et  Bq  étant  entiers. 


-  111  — 

Matoona  lODJours: 

j^  ^  X,  saiyant  que  q  est  pair  on  impair. 

Eb dérignaat  fiar  Z, ,  Y,,  Y',,  trob  finctkMt  de  l'aaifé,  oo 
poarra  donc  écrire  les  égalités  suivantes  : 

(S)  M-H/jj^g^,      Zy(-1)* 

M+kir_a^.      Y^(-l)« 

M+yy^oy-,     V',(-1)«^ 

daos  ksqndles  Y,4-Y',  =  l, 

d'«à  l'on  tire  les  reklioos  su? aates  :  / 

Po^  -  Mt^  =  *^  V^  -  îîltlll*. 

SdMtilant  ces  vdeva  dans  celles  de  A,  etde  B,,  «• 
iMiTe 

A,-p((V't-Y,rN+?^î^)<P(V/M+P), 
B,=  PZ,(2V/N +  Î^lt±!)<p(2\/N  +  P). 

Ces  deux  expressions  font  voir  cUârament  qae  les  aoin- 
hos  Af  elBf  softt  aécessairemeot  linilés.  La  reprodoetion 
des  valeurs  de  Y, ,  à  mesure  que  g  mpiente,  est  doue  iné- 
vilable*  Or,  si  Toft  désigne  par  s  la  valeur  de  q  qui  donne 
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Yç  =  Y«,  cette  égalité  impliquera  nécessairement  les  sui- 
vantes : 

(4)  Xç  =  X,,  >y4i  =  x,+|j  >ç^2  =  ^f+2ï  etc. 

11  est  donc  ainsi  dëmoniré  que  tonte  expression  de  la 

forme  — ^^ se  développe  en  une  fraction  continue  pé- 
riodique (f^.  tome  !•%  p.  1). 


QUESTION  D'AGRÉGATION. 

SOLDTlOil    DB    L4   QUESTIOiM   DE  MÉCANIQUE   PROPOSÉE   AD  CONCOURS 
DE    1844. 


profetteur  de  mathématiqaet. 


Qtiesttùn  de  mécanique  proposée  au  concours  d^agrégtUian 
pour  les  sdesîces  mathétiMUiques  de  Vannée  1844. 

Déterminer  les  lois  des  petites  oscillations  d'an  fil  flexible, 
inextensiMe  et  sans  masse,  suspendu  à  un  point  fixe  et 
chargé  de  deux  points  matériels  pesants,  en  supposant  qu'à 
Torigine  du  mouvement ,  les  deux  points  matéHels  n'aient 
pas  de  vitesse  et  qu'ils  se  trouvent  avec  le  point  de  suspen- 
sion sur  une  même  ligne  droite  qui  s'écarte  très«peu  de  la 
verticale. 

Chercher  les  conditions  qui  doivent  être  remplies  pour  que 
chacun  de  ces  points  oscille  comme  un  pendule  simple. 

Prenons  le  point  fixe  F  {fig.  13)  pour  origine ,  et  la  verti- 
cale menée  par  ce  potat  pour  axe  des  ^;  xeiy  étant  les 
coordonnées  de  l'un  des  points  m  an  bout  d'un  temps  quel- 
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«raque  <;  x\  y\  celles  de  l'autre  poiiKm\  au  baoi  du  même 
toBpe  ;  Boos  aurons  d'après  le  f^îBcipe  de  d'Alembert  : 

Zx^  fy^  9x\  $y  représentant  les  accroissements  quelconques 
des  coordonnées  x,  y,  x\y,  compatibles  avec  les  liaisons 
do  système. 

Appelons  maintenant  a  et  b  les  distances  constantes  F/n, 
mm\  nous  aurons  comme  équations  de  condition  : 

et  comine  ces  équations  doiyent  être  satisfaites  pour  tout 
déplacement  yertical ,  on  a  aussi  : 

(1)  j:*r+^j.  =  0, 

(2)  {x^a:')ix+[y—y)fy+{af—x)^'+(y-^W  =  i^\ 
celle-ci  en  vertu  de  Féquation  (1)  se  réduit  à 

(3)  —  x'^x^y9y+ {xf—  x)i3i^+  {y—yW  =  0. 
Multiplions  (1)  et  (3)  par  les  facteurs  indéterminées  >  et  (a, 
on  aura  en  les  ajoutant  avec  Téquation  (A)  : 

et  comme  cette  équation  doit  être  satisfaite,  [quelles  que 
soient  les  variations  9x^  fy^  ^o/,  fy\  il  viendra  : 
d^x 


(B) 


m 


(é'-g)+^^-«r'=o, 


.tPx' 


de 


'('f-w)'^''^^-^^=^- 


Si  cm  éHnifle  IM^  entre  oes  quatre  éfwlioiis,  il  en  MUen 
deaxqni,  joinleBamdeax équations  de  coodilioD,  deaneroiit, 
après  rintégratioD ,  les  coordonnées  des  points  à  une  époque 
quelconque.  En  diCKrentiant  une  fois  ces  valeurs ,  on  aura 
les  oomposantes  de  la  vitesse  angulaire.  Il  est  bien  entendu 
que  les  ooDstantes  arbitraires  qu'introduit  Tintégration,  se 
détermineront  par  les  circonstances  initiales  du  mouvement. 

Considérons  le  cas  où  l'écart  est  très-petit. 

Appelons  6  et  6\  les  angles  variables  que  forment  avec  la 
verticale  les  droites  F  m  et  mm\  nous  aurons  : 

jr  =:aCOS0=:<2y 

en  négligeant  les  puissances  de  0  et  de  11*  supériiarei  à  ta 
première. 
Différentiant  deux  f<^  chaque  équation,  il  vient  : 

éTjC 4pf^ 

de  ^^' 

de  -'^' 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (B) ,  on  a  : 

(♦)      —  w^  — +\ae  — itae— ^e'=o, 

a* 
(5)  iny+>tf  — fui  — fi6  =  0, 

d^  d^ 

(7)  m'^-|-pft=0. 
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Vm$  vofoos  qu'il  faot  éUiaimr  le»  Tatoon  de  X  «t  de  i» 
entre  oes  quatre  équations.  Or  les  équationa  (5)  et  (7) 
donnent  pour  oes  quantités  des  valenrs  constantes  ;  nous 
conserverons  donc  les  lettres  X  et  f*  dans  (4)  et  (6)  en  les 
regardant  comme  des  constantes  connues.  D'ailleurs  ces 
équations  (4)  et  (6)  jointes  aux  équations  de  condition 
déterminent  complètement  le  mouvement. 

Gomme  Tintégration  des  équations  (4)  et  (6)  s'obtient  par 
des  méthodes  connues,  étant  linéaires  et  à  coefficients  con- 
stants ,  nous  ne  la  ferons  pas  ici. 

Cherchons  actuellement  les  conditions  qui  doivent  être 
remplies  pour  que  chacun  de  ces  points  oscille  comme  un 
pendule  simple. 

Il  faut  pour  cela  que  les  équations  (4)  et  (6)  soient  satis- 

faites,  quelque  sdt  le  temps,  par  les  valeursdeOyO', -7^,  ^r-, 

tirées  des  équations  de  mouvement  de  deux  pendules  sim- 
ples qui  auraient  pour  longueur  l'un  a ,  Vautre  ^  -f  fr. 
Or  on  a  pour  le  pendule  simple  de  longueur  m  l'équation 

^=^sin^ 

d^ 
oabîen  —  ^31=^^,   en  remplaçant  toujomr»  sintt  par 

tfM 

l'angle  0. 
Intégrant ,  on  trouve  : 

et  si  la  vitesse  angulaire  est»nulle  pour  0  =  « , 


on 

(8) 


Y/€r=.rcco.J, 
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après  une  deuxième  intëgratiOD.  Ou  aurait  pour  le  pendule 
de  longueur  ^  +  6 , 


(»)       \/^'= 


arcoos'. 
a 


Les  équations  (8)  et  (9)  résolues  par  rapport  à  0  et  à  &', 
donnent  : 

et  en  dtfférentiant  deux  fois  chacune  de  ces  équations  (*)  : 

^=_,?cos\/^.. 
df  a         \     a 


dt  a-^b        y     a+* 


■\/* 


Portant  les  valeurs  de  e ,  ô',  -r; ,  tt»  ^^^^  ^^  équations  (♦) 

at     ut 


d'^    d^ 
leurs  de  0,  ô', 

et  (6),  il  vient 

û 

moa -COS 


(10) 


maz 


rédoisant  et  mettant  en  facteur  commnn  oos  \  /  -  /,  et 


coa 


(*)  On  déduit  cet  rttuluit  dirteltment  d*  l'équiion  _  —  —  ^  9.         Tm. 


HT  — 


Et  si  on  prend  les  rapports  de  ces  deux  équations ,  on  ob- 
tient enfin  : 

rng      ""       m'bg -|-  ptZ>  (a  +  ^)' 
Telle  est  réqoMion  de  condition  pour  que  les  points  m 
et  ml  oscillent  comme  deux  pendules  simples. 

QUADRATURE  DE  LA  LOGARITHMIQUE  y^a'. 

VAA   H.    aWPAft, 

éléTe  de  l'École  normale. 


Nous  supposons  a  positif  et  >-  i.  On  sait  que  la  courbe  ^c 
compose  d'une  branche  M  AN  (fig,  12)  qui  coupe  l'axe  des 
y  au  point  A  pour  lequel  AO  =  1 ,  et  qui  a  pour  asymptote 
la  partie  négative  de  Vaxe  des  x. 

Supposons  que  nous  iroulions  déterminer  Taire  comprise 
entre  OA  et  une  ordonnée  quelconque  PQ. 

Je  partage  Tàbscisse  QO  en  n  parties  égales  à  A  ;  et  par  les 
points  de  division^  j'élè«c  des^  perpendiculaires ,  et  je  con- 
struis les  rectangles  représentés  par  la  figure.  Il  est  évident 
que  plus  h  sera  petit,  plus  la  somme  de  ces  rectangles  s'ap- 
prochera de  la  surface  de  la  courbe ,  et  qu'enfin  à  la  limite 
pour  A  =  0,  cette  somme  représentera  exactement  la  siir- 
face  cherchée.  Or,  les  ordonnées  successives  étant 

Xn,  y.,  Xi y  ni 
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«na  j',=  «»,^,=  a'»,  >^,  =  «"*; 

et  la  sonme  des  aires  est 

S  =  A(a»  +  a-  + +  a-»), 

Or  /iÀ  =  x; 

cionc  S  =  (a*— l)-j^; 

û  — 1 

eC  en  désigoant  par  2  Taire  de  la  œorbe  onème,  m  a  : 


2  =  («•—  1  )  X  lim  -s — -  pour  A=0. 
B'après  un  développement  conna ,  on  a  la  série 


dans  laquelle 

*=:l0g«; 

d'où 

^-  =  k  +  Vh, 

h                1 

et  pour  A  =s  0 , 

a*— 1^*+P*' 

lim 


«*  — 1      *      La' 


donc  z  =  iJZi=^.* 

Noos  ferons  remarquer  ici  foe  les  loginrillinies  SMt  pris 
dans  le  syslème  népérien ,  dont  la  base  est 

c=2,  71828  18284  

Bans  la  partie  négative  de  Taxe  des  j:  ,  ^  est  <  1 .  On  a 
donc  : 

1 

La    "^     l.a     ' 
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et  àmetoreque  jroroltf  a'croii  aiiMi;  pMrx=«,  on  a 

I  =  z — .  Telle  est  la  sarbce  ocnnprjse  entre  la  partie  néga- 

tiTe  de  Tasymptote  et  la  courbe, 
r— t 

Celte  fomnile  x  s*^- peut  reoe?oir  une  interpréta- 
tion géométrique  assez  curieuse. 

Bans  cette  courbe  on  sait  que  la  sous-langeute  est  con- 
stante et  égalée  i — .  Posons  donc  w  =  ,-~ ,  et  il  rient . 

Si  donc  on  teut  connaître  la  surface  MAOP  {fg.  13  6i«), 
on  mène  en  M  la  tangente  ;  on  construit  sur  la  tangente  et  la 
tons-tangente  le  rectangle  SP  ;  par  le  point  A  on  mène  à 
Taxe  des  X  la  parallèle  AR,  et  on  a  : 

rect.  SR  =s  surf.  MAOP. 
Eodfct,        SR=:MR.RT=:(MP— AO)PQ; 
mais  MP=>',    A0=1,    PQ  =  m; 

donc  SR=«Cr— 1)1». 

On  aurait  pu  arriver  directement  à  ces  résultats  par  le 
calcul  différentiel. 

En  effet,  on  a  ds  =^ydx , 

donc  ds  =  4ifdx , 

Eteonmepoor x  =  0,  «=0,ODa: 


S. 


ds=- 


l.a  La  ' 

ydjc 
De  plus ,  la  sons-tangente  m  =s  -j—  ;  mais 

dy 

dymkwMMdtc, 

^yLadr, 


Donc 

et  par  suite, 

Donc . 

comme  nous  l'avions  troayé  d'ane  manière  élémentaire. 


dx 
dy 

1 

m 

1 

2  = 

{y^\)m, 

NOTE  SUR  L  ÉLIMINATION. 

PAR  M.  BOVa&OV, 

proresseur  d'hydrograpliie  de  la  marine  à  Morlaix. 


Je  prends  les  équations  : 

(1)  m.A  =  ^.B  +  n.r    x 

(2)  m'.B  =  q\r  +  n'y  |  dans  Talgèbre  de  M.  Bourdon, 

(3)  m",r  =  q\r'  +  nJ'.r"  /     page  586 ,  édition  de  1837. 

(4)  m'\r^  =  q"[y+n'".     J 

On  démontre  facilement  que  si  la  quantité  m  est  première 
avec  n\  n",  n"\  que  m!  soit  première  avec  n'\  ri"  et  que  rri' 
soit  première  avec  ri^\  on  démontre,  dis-je,  très- facilement, 
que  les  valeurs  Aty  données  par  T^quation  ».«'.n".n'''=  0, 
appartiennent  an  système  [A  =  0^  B  =  0].  La  réciproque 
est  paiement  vraie,  c'est-à-dire  que  les  valeurs  de  y  qui 
appartiennent  au  système  [A  =  0 ,  6  =  0]  sont  comprises 
dans  réquation  n.ri,ri',ri"  =  0, 

Supposons  actuellement  que  m  ne  soit  pas  première  avec 
n',  n'',  ri"  que  m!  ne  soit  pas  première  i^vec  ri\  ri"  et  que  m" 
ne  soit  pas  première  avec  ri'. 

Soit  a  le  p.  g.  c.  d.  de  m  et  de  rij  on  aara  : 
m  =  am.     et     «'  =  an/. 
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soit  p  le  p.  g.  c.  d.  de  /n.  et  de  ri\  on  aura  : 

m,  =  pm.    et    n"  =  p»/', 

soit  7  le  p^  g.  c  d.  de  /n,  et  de  n^\  on  aart  : 

»»,=  •/»»,    et   ii"  =  ^n:\ 
soit  p'  le  p.  g.  c.  d«  de  m' et  de  vT^  on  aura  • 

rri  =  ^ml   et   «/'«PV, 
soit  7'  le  p.  g.  c.  d.  de  m/  et  de  ri*\  on  aura  : 

/fi,  =  7  /»,    ei  A   —  7  **•  > 
soit  7"  le  p.  g.  c.  d.  de  m"  et  den,"',  on  aura  : 

m"=7;'m;'et  n;"  =  7"«,r 
On  déduit  de  là  que 

j»  =  «p7.m„     OT'aspy.m;    et    jn"=7"m,", 
»'  =  ««,',         «"  =  pp'.«;'    et    le'"  =  777.11;". 
Ainsi  les  identités  (1),  (â),  (3)  et  (4)  deviennent 
aPy.m,  A  s=s  y.B  -|-  «.r, 

/.m/V=y'V  +  pp'.«.V, 
«      m'V  =  y"'/"  +  77'/.»/", 

teDes  que  les  donne  M.  Bourdon.  Mais  alors  il  n'y  a  plus 

d'élimination  à  effectuer  poar  achever  la  démonstration  ;  car 

OT,  est  première  avec  n/,  n,"  et  »,'", 

I»,'  est  première  avec        »,"  et  n,"', 

et  m/'  est  première  avec  /i/", 

On  retombe  sur  le  premier  cas,  et  toutes  les  bcmnes  va- 
Jeors  de  y  seront  données  par  ii=0,  n/=0,  ^asO, 
et  «,'"  =  0;  ou  par  l'équation  nnln^ni"  ss^Oy  et  récipro- 
quement. 

De  cette  manière,  on  évite  beaucoup  d'éliminations  dont 
le  nombre  augmente  avec  le  nombre  des  identités  (1) ,  (2) , 
(3),  etc. 

Aaa.  M  MATHf ■.  IV.  9 


^  «aa 


NOTE  SUR  Là  TRIGONOMÉTRIE. 
VAR  If.  Gunjmr, 

Ancien  élève  de  l'École  normale ,  profesMur  de  tnalhématiquei. 
(Fki,  ▼oir  page  $5.) 


On  sait  que  l'équaUon  aux  cosinus,  doui  il  vient  d'être 
question,  s'obtient  en  cherchant  préalablement  cos»fl  en 

a 
fonction  de  cos  tf ,  puis  changeant  a  eu  -. 

Sachant  que  cosmx  est  une  fonction  entière  de  cosa ,  on 
propose  de  démontrer  à  priori  que  cette  fonction  ne  renferme 
que  des  puissances  paires  de  co&a ,  si  n  est  pair,  et  seulement 
des  puissances  impaires  de  cosa ,  si  n,  est  impair. 
1"  cas, /i  pair. 

Quand  on  change  aeua-f-K.cmna  qui  devient  cosCm+««) 
ne  changeant  pas  plus  de  signe  que  de  valeur  absolue ,  û  doM 
en  être  de  môme  de  chaque  terme  de  la  fonction  qui  le  re- 
présente î  or  chaque  facteur  cosa  devenu  c^{a+'rz)clmge 
de  signe;  le  nombre  de  ces  facteurs  dans  chaque  terme  doit 
donc  être  pair.  Ce  qu'il  fallait  prouver. 
2*  cas,  n  impair. 

Dans  ce  cas,  cosna  change  seulement  de  signe  en  deve- 
nant cos(na  +  nit)  -,  il  doit  en  élre  de  même  de  chaque  terme 
de  là  fonction  ;  donc  le  nombre  des  facteurs  cos  a  doit  être 
impair  dans  ce  terme. 
Il  résulte  de  là  que  dans  l'équation  de  degré  n  qui  donne 

cos  -  en  fonction  de  cosa ,  tous  les  termes  sont  de  degré  pair 

ou  de  degré  impair,  suivant  que  n  est  pair  ou  impair.  Ceci 
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comprend  oomme  cas  particulier  le  principe  dont  l'énoDoè 
commeooe  cet  article. 

Qnand  on  cherche  cosna  en  fonction  de  ooaa  et  de  ma , 
on  tronve  nne  fonction  entière  dont  chaque  terme  contient 
ton  jours  one  puissance  paire  desin  a  avec  une  puissance  paire 
de  cosa ,  si  i»  est  pair,  et  une  puissance  impaire  de  cma ,  si 
n  est  impair.  Expliquer  cela  à  priori. 

Quel  que  soit  n ,  si  on  change  a  en  — a^  cosna  et  cosa 
ne  changent  pas,  tandis  que' sina  change  de  signe.  Donc, 
pour  que  la  fonction  qui  représenta  eoêna  ne  change  pas»  il 
ot  nécessaire  que  chaque  terme  oontienne  une  puissance 
paire  de  siuâ. 

Supposons  maintenant  qu'on  change  a  en  a  -|-  ir  •  distin- 
guons les  cas  de  n  pair  et  de  n  impair.  Dans  le  premier  cas , 
cos(if^z-f  nir)  ne  changeant  pas  de  signe,  chaque  terme  de 
la  fonction  doit  conserver  le  sien  ;  slnàeicma  changent  de 
signes  en  devenant  sin  (a-j-n) ,  €m{a  -^  k)  ;  sin  a  ayant  un 
exposant  pair  dans  notre  terme ,  sa  puissance  conserve  le  . 
même  signe  qu^auparavant.  Donc  la  puissance  de  cosa  doit 
être  paire. 

Si  R  est  impair,  cos^  changeant  de  signCi,  chaque  terme 
delà  fonction  doit  en  changer  ;  comme  la  puissance  de  sin  a 
est  toujours  paire ,  celle  de  cosa  dans  ce  terme  doit  être 
impaire. 

On  prouTera  de  la  ménie  manière  que  si  on  peut  trouver 
pour  sin  ntf  une  fonction  entière  de  sin  a  et  cosa,  chaque 
tarme  de  cette  fonction  devra  comprendre  dans  tous  les  cas 
une  puissance  impaire  de  sina  avec  une  puissance  paire  du 
cosinus ,  si  7t  est  impair  ;  et  une  puissance  impaire  du  même, 
si  n  est  pair.  On  se  fonde  d'abord  sur  ce  que  sin/za  et  sin  a 
changent  de  signe  avec  a ,  tandis  que  cosa  n'en  change  pas , 
ce  <|ui  prouve  que  chaque  terme  de  la  fonction  qui  représente 
stnna  doit  renfermer,  quel  que  soit  n,  une  puissance  impaire 
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de  siua.  Pow  oq  observe  que  si  on  change  aena^v,  uuu 
et  cosâ  changent  de  signes ,  tandis  que  sinius  en  change  seu- 
lement quand  n  est  impair. 

De  cette  dernière  remar<pie  il  résulte  que  la  subatitatioD 
de  1  --;sin*a  y  au  lieu  de  cos'^x ,  donnera  de  suite ,  quand  n 
sera  impair  pour  sin  na ,  une  foactioo  rationnelle  de  sina 
dont  le  degré  ne  sera  pas  plus  élevé  que  le  degré  de  la  pre- 
mière fonction  par  rapport  à  ma  et  cos/^^. 

Dans  le  cas  de  n  pair,  on  pourra  mettre  préalablement 
cosâ  en  facteur  d'une  fonction  qui  sera  paire  par  rapport  à 
cosâ.  Après  Télimination  des  cosinus,  il  ftmdra  élever  an 
carré  ;  ce  qui  donne  une  fonction  d  un  degré  double  en  sin^ . 


NOTÉ 
Sur  le  calcul  des  eq^proximaiions* 


éUve  du  collège  Rollin  (classe  de  M.  0.  BONNEt). 


ProblAmb.  Etani  donnés  deux  nombres  a  «I  b  enire  lesquels 
on  veut  insérer  m  moyens  géométriques^  on  demande  avec 

mtty 


VI 


quelle  approxtmalioti,  il  faut  prendre  la  raison  y    -,  pour 

n 

que  tous  ces  moyens  soient  obtenus  d  moins  de  9. 

Solution.  Appelons  q  la  valeur  cherchée  de  la  raison,  que 
nous  supposerons  approchée  à  moins  de  t ,  et  soit  ^  -(-  a  la 
valeur  elacte  de  cette  raison ,  de  telle  f^orte  que 

(?+»)'^'^-        et        a<s. 


~  126- 
Les  Yâlenn  «iiiwocbéeft  des  moyens  seroni 

et  loB  Talears  exactes 

de  manière  que  les  erreurs  commises  auront  pour  valeairs 
respectWes 

fl.,  a[(9+«r-^n,...  tf[(y+«)-îiv..  «[(î+«r-n- 

Evaluons  ces  diflèrences. 
Posons  en  général  : 

(?  +  «)•-?"«  A; 

en  muUi|diant  par  q  et  ajootant  ensuite  «C^+ar  fttiz  deus; 
membres,  il  viendra  -. 

Ce  qui  nous  montre  que  connaissanl  1^  diffâronce  de  deux 
mêmes  puissances  de  9+*  ^<  '®  9f  poor  avoir  la  difléreoce 
entre  les  deux  puissances  suivantes ,  il  suflBt  de  multiplier 
b  première  diffk^nce  par  9,  et  d'ajouter  ensuite  le  produit 
de  a  par  la  puissance  de  9 + «9  4^1  entrait  dans  la  première 
dtSËrenoe. 
De  cette  remarque  nous  déduisons  successivement  : 

?+*—?  =  «» 
(7+ «)•— q*  =  «^  +«(î  +*)» 


Ainsi  la  différence  entre  la  valeur  exacte  et  la  valeur  ap< 
procbée  du  moyen  de  rang  n  est 
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Gomme  l'on  peut  toujours  supposer  q  et  q+oL  plus  grands 
que  1  ou  &  >  tf  n ,  on  voit  que  cette  différeoce  va  en  aug- 
mentant avec  n  ;  elle  est  donc  la  plus  grande  possible  pour 
n  =  /7»  ;  il  suffit  donc  pour  résoudre  la  question,  de  poser  : 

ou 

d'où 

e  <  -^.  C.Q.F.T. 

mu  ^ 


NOTE 

sur  les  fractions  coniinues  périodiques  -, 

PAR  S.  OATA&ABar. 


Pour  établir  cette  proposition  :  toute  fraeHon  amiinuf 
périodique  est  égale  à  Fune  des  racines  ^une  équation  du  se- 
cond degré ,  la  plupart  des  auteurs  emploient  la  démonstra- 
tion suivante,  que  je  reproduis  textuellement  d'après  Tan 
d'eux  : 

«(  Soient  ^s ,  6 ,  c , les  premiers  quotients ,  qui  forment 

la  partie  non  périodique;  pi  soient /»,  f,  les  quotients  sui- 
vants, qui  reviennent  périodiquement.  Posons  : 


x  =  a  +  ^  jr=P  +  -^ 


+  ' 


p  +  eic.  ^p^eic. 


(*)  En  effel  si  6  éuit  <  a  on  insérerait  les  moyens  entre  b  et  a,  ce  qui  < 
duiraii  aux  mêmes  résultats,  et  Ton  aurait  alors  94  «  >  i. 
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\ 


II  est  clair  que  dans  ces  denx  eipressions,  on  pourra 
remplacer  par^  la  saite  />-j-e(c.  :  de  sorte  qu'on  aura 


6+  •''-''^î-f. 

1,1  i,i 

•  +  -,  •  +  -•« 

Dans  cette  démonstration,  le  raisonnement  sniyant ,  dont 
j'ai  déjà  cité  des  exemples  (III,  571),  et  qni  parait  peu  clair ^ 
est  éTidemmcnt  sons-entenda  :  le  nombre  ie$  périodes  étant 
infini ,  U  est  permis  â!m  prendre  une  de  plus  au  tene  de 
mains,'  donc,  etc. 

En  cherchant  une  démonstration  rigoureuse  de  la  propo- 
sition dont  il  s'agit ,  je  suis  arrivé  à  plusieurs  théorèmes  qui 
n'a?aient  pas,  je  pense,  été  remarqués. 

1.  Soit,  pour  fixer  les  idées,  la  fraction  continue  pério- 
dique simple  : 


b  + 


c  +  ^ 


d  + 


'  + 


a  -\-  etc. 

Représentons  V*ry.,y„y„ ^«_,  J'»  les  valeurs  que 

l'on  obtient  j  quand  on  limite  cette  friction  à  la  prraniére  . 
période,  on  à  la  seconde ,  ou  à  la  troisième ,  etc.  Soient  aussi 

M        IV        1^ 

rji;,  ^,  ^  les  réduites  répondant  aux  termes  c,  <i,  c  delà 

prenière  période ,  de  manière  que 

•p  •  Ne  4-  M 

r.=^,    P«Ne+M,    F=N'e-hM',    y.  =  ^;^. 

Si ,  dans  cette  valeur  de  y, ,  nous  remplaçons  e  par 

c  4-  —  ,  nous  obtiendrons^,  i  donc 
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r.= 


N'(e+i)>M' 


Fj'.  +  N' 


De  même ,  si  dans^,  noas  remplacions  e  par  e-\ — ,  nous 


obtiendrioas^,,  etc.  Donc,  en  général. 


(1) 


sr.  S*it  ~-,  la  fractioa  irréda<^bleéqniyalenle  kyn~\;  doos 

aarons: 

^  PQ±NQ  . 
•^-     FQ+N'Q'  '  ^  ^ 

et  je  dis  que  la  fraclion  contenue  dans  le  second  membie  sera 
irréductible. 
Soient  B,  R'  les  deux  termes  de  celle  fraction  «  savoir  : 
R=:PQ  +  NQ',    R'  =  FQ  +  N'Q'.  (3) 

Entre  ces  équations ,  éliminons  successivement  Q  et  Q^ ;  nous 
trouverons  : 

RP.-R'P=(NP'-N'P)Q',    RN-R'N=:-{NF-N'P)Q. 

N       P- 
Or  ^  et  p  sont  deux  réduites  consécatives.;  donc 

NF-N'P  =  zhir).  Par  suite, 

RF-R'P  =  ±:Q',    RN— RW^rqiQ.        (4) 

Ces  équations  prouvent  qne  tout  facteur  commun  à  R  et  R 
devrait  diviser  Q  et  Q'.  Si  donc ,  comme  nous  Favons  mp- 

O  *R 

posé,  la  fraction  ^  est  irréductible ,  ^,  sera   pareillement 

V  R 

irréductible. 


(*)  Le  signe  +  répond  «o  cas  où  le  nombre  des  termes  de  le  i^ériode  esl  impair. 
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p 
D'aOlenn,  la  fniclioD  p,  qui  doone  la  valeur  de  la  pre- 
mière période,  cal  une  rédoîte  ;  donc  Umie$  k$  fractùmi  ob- 
tenues 9ucee$sh>ement  par  rappKeaiUm  de  la  fammU  (f  )  §oni 
deirédmtes. 

3.  Soieat,  comme  précédemment , 

_Q        _R     .,  «  _RQ'-RQ 

rt  .4         •.  S        -,  ,  SR—- SR 

Soiteii8a]ter..^=:^,;    Hm^y^—y^^      ^,^     > 

Pour  comparer  ces  deox  difiEfarenceaf  j'observe  que ,  d'aprca 
les  éqoaUoDs  (3) , 

S  =  PR+NR',        S'=:FR  +  N'R'; 
œ  qui  donne 

SR  — S'R=  (PR4.NR')R'—  (FR  +  NTl')R 

=  R{PR'-  FR)-f  R'(NR'— N'R)  ; 

00  SR'—  yR  ^  qi  (RQ'—  R'Q) , 

à  canae  des  éqnationt  (4). 
Nous  oblenons  ainsi    y,^—y^ = ip  '     yR/     • 

En  comparant  cette  valeur  et  celle  de  y^—y^^^  on  voit 
qu'dlea  ont  même  numérateur  ;  donc  le  numérateur  de  Im 
Hférenee  entre  deux  réduiUe$  amtéculivei  Jb— i  ^  ju,  eU 
tùnOani. 

4.  Si  nous  retranchons  y.^y^y  nous  obtenons,  d'apré» 
la  formale  (2)  : 

_     _  P+  NP^      P  __F(NP— NT) _  F 


F(P'+NO     F""    P'-cP+N')         ^F'(P+NV 

Par  suite ,  la  valeur  constante  du  numérateur  de  la  diiïé- 
reiice  entrp  j^,^  et  y^  est  F,  et  nous  avons  ; 


—  130  — 

P'   (*) 

5.  La  première  des  équations  (4)  fait  voir  que  si  Q'  est  di- 
visible par  F,  R'  sera  pareillement  divisible  par  ce  facteur. 
Or  le  dénominateur  de  j^,  est  P'(P'-|-  N)  :  donc  les  cUnomt- 
nateuTi  de  tùtUes  hi  réduites  sont  divisibles  par  P'  ;  et  causé* 
quemment 

en  posant  Q'  =  FQ". 

6.  Les  équations  (5)  et  (6)  prouvent  que  la  différence  entre 
J'n^^yt^  diminue  indéfiniment,  à  mesure  que  n  augmente. 
Nous  pourrons  donc  écrire  : 

i 


rn=«  + 


l>   + 


c  + 


d  + 


^  +  : 


$  étant  une  quantité  qui  a  pour  limite  zéro.  Et  si  nous  nom- 
mons y  la  valeur  de  la  fraction  continue ,  ou  la  limite  de  j^^ , 
nous  aurons  : 

1 


^=«  + 


*  + 


c  + 


n  Dans  rappUcation  de  celte  formtile,  on  devra  prendre  le  ligne  ~,  si  le 
nombre  des  termes  de  la  période  est  pair.  Et  si  ce  nombre  est  tm|MMr,  on 
prendra  te  signe  +  ou  le  signe  — ,  selon  que  n  sera  pmir  on  impair. 
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QUESTION  SUR  LE  QUADRILATÈRE  INSCRIT. 

ProfMiear  lieeaeié  éê  scienoei  pbytiquei  et  malhématiques. 


La  question  traitée  n»  47  de  la  géométrie  analytique  de 
M.  Lefébure  de  Fonrcy  (*),  donne  lieu  à  FéquaMon  da  troi- 
sième degré  x'  — (a'-f-6'+c*)x  — 2a6c=  0,  qui  admet 
one  radne  positive  répondant  à  la  question,  et  deux  antres 
racines  négatives  que  je  me  propose  d'interpréter. 

Pour  cela  je  remarque  que  dans  le  quadrilatère ,  on  a  : 

(1)  jrz  =  ac-\-bXy 

et  que  les  triangles  rectangles  AGD,  ABD,  donnent  {fig.  9)  : 

(2)  y=  j^-a\ 

(3)  z*  =  x"  — c\ 

Qr,  pour  éliminer  ^  et  z  entre  ces  deux  équations ,  on 
élève  (1)  au  carré ,  et  on  égale  au  produit  de  (2)  par  (3),  ce 
qui  donne  pour  Téquation  en  x  -. 

(4)  {af  —  oT)  fx'  —  O  =  {ac  +  bx)\ 
qui  simplifiée  donne  Téquation  : 

(5)  jr»_(a'-(-ô*+0  x—2abc=0; 

laquelle  admet  une  racine  de  signe  contraire  à  son  dernier 
terme ,  et  par  suite  positive ,  laquelle  est  comprise  entre  la 
l^os  grande  des  valeurs  de  a,  6  et  c ,  et  la  somme  a-^-b+c. 
Uar  en  substituant  c  pour  x  par  exemple  on  a  pour  résultai  : 
c3  —  (a'+ô*  +  c^)  c—  2abc  =c  —  a(6  +  c)\ 

0  Ces!  one  qoeslion  réfolue  par  Newtoi^,  ârl.  univ.y  1 ,  118;  traduction  de 
Btaodcux.  D. 
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résultat  négatif,  et  en  substituant  a  +  64-  c  on  a  : 

(a  +  6  +  c)» -  (a'+  *•  +  O  (a+  6  +c)  — 2tf6c=  (a+6  +  c) 

—  2a6c  =  2[  (tf+  6  +c)  (û6+6i?+  c^)  —  abc  ]  = 
=  2[(a  +  6  +  c)(tf6+i?a)  +  6c(6  +  c)], 

résultat  positif,  et  on  voit  en  effet  que  x  étant  un  diamètre 
doit  être  plus  grand  que  chacune  des  cordes  a,  6  et  c ,  et 
plus  petit  que  (a-f  ^+  ^)  »  d'après  la  définition  de  la  ligne 
droite. 

11  n'y  a  d'ailleurs  pas  d'autres  racines  positive ,  puisque 
l'équation  ne  présente  qu'une  variation. 

Les  autres  racines  sont  réelles,  car  la  condition  de  réalité 
des  racines  de  l'équation  du  troisième  degré,  privé  de  deu- 
xième terme  4/7^+^7?' >^ 9  ^^  remplie,  vu  que  cette 
condition  exige  qu'on  ait  : 

— *(a'+f+c')»+27xW6V<0  ou  ^l±:^l£>|^iv?, 

condition  qui  se  trouve  remplie,  car  en  posant  j:/-fr.*+^,*=?^% 
JT.V.V  sera  maximum  lorsque  Ton  aura  x,' zs^'/ =  z,% 

d'où  3a:/=g;%  x/={-,  et  dans  ce  cas  x^yX^  (^!±!^j£l\ 

3  3 

et  puisque  c'est  un  maximum ,  on  a  : 


3,  >a'6V,    d'où       ^y      >ya'b^c\ 

ce  qui  entratoe  la  condition  de  réalité  de  toutes  les  racines. 
11  résulte  de  là  que  l'équation  admet  deux  racines  négatives, 
Pour  interpréter  ces  dernières,  je  change  x  en  —  x,  dans 
toutes  les  équations ,  ce  qui  donne  : 

(6)  yz  =(tfc-^&x), 

(7)  y=={x'-^a*), 

(8)  2*=(x'— O, 

(9)  (x*—  a*)  (X*— O  =  {ac—bx)\ 

(10)  x'  —  (a*+  b'*+  c*)x  +2abc  =  0. 
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KFt,  en  examinant  (6) ,  on  troate  qu'elle  revient  à 
ac^jrz-{'bxj  ce  qui  revient  à  considérer  a  et  c  comme 
hB  diagonales  &nn  quadrilatère  inscrit  dont  a^  y^  s,  b  et  or, 
seraient  les  c6tés,  et  a  et  &  les  diagonales  <7)  et  (8)  indiquant 
qoe  j:  est  le  diamètre  du  cercle ,  et  c'est  en  effet  ce  à  quoi 
l'on  arrive  en  ch^chant  à  résoudre  cette  question. 

Si  nous  considérons  l'équation  (10),  nous  voyons  qu'elle 
admet  deux  racines  positives;  la  première  est  comprise  entre 
la  pins  grande  des  trois  valeurs  ^ ,  6  et  c,  et  a-f  fr-H  i  ^ 
donnent  des  résultats  de  signe  contraire^  car  pour  xs=ui  par 
eiemple  elle  devient  i 

résultat  négatif,  et  pour  x  =  a-f  Z»-f  c,  efle  devient  : 

=  (a  +  fr+c)  [  (^1+  6+c)*-  (fl*+6'+0  ]  +aa*c  =s 

résultat  positif. 

On  voit  d'ailleurs  que  cette  racine  convient  à  la  qoestioo, 
car  l'inspection  de  la  figure  montre  qu*on  a  x  plas  grand 
que  toute  corde ,  puisque  c'est  on  diamètre ,  et  plus  petit 
qœ  â  4-  fr  +  ^  )  d'après  la  définition  de  la  ligne  droite. 

La  deuxième  rarine  positive  est  comprise  entre  0  et  la 
plus  petite  des  valeurs  des  trois  lignes ,  a,  fr  et  c,  car  pour 
X  =  0,  le  premier  membre  devient  -f-^^^^  >  et  pour  x  égale 
à  une  des  valeurs  de  /s,  &  ou  c,  nous  avons  tu  qae  le  pre- 
mier membre  se  réduisait  à  —  a  (6  -  c)%  résultat  négatif. 

La  solution  positive  de  l'équation  (5),  et  la  première  des 
solutions  positives  de  l'éqaation  (10) ,  satisfont  à  cette  ques- 
tion. 

Trouver  le  diamètre  d'un  cercle  connaissant  la  longueur 
d'une  corde,  la  distance  d*une  de  ses  eitrémités  à  Tune  dos 
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extrémités  d'un  diamètre,  et  la  distance  de  son  «itre  extré- 
mité à  l'antre  extrémité  da  même  diamètre. 

Mais  la  troisième  solation  ne  convient  pas  à  cette  tpies^ 
tion ,  car  si  elle  satisfait  à  l'équatioii  (iO) ,  elle  ne  satisfait 
aux  équations  (7)  et  (8) ,  que  ponr  des  valeurs  imaginaires 
de^  etz,  puisque  X <C a  et  x<;C' 

Ainsi  on  voit  qu'une  racine  positive  d'une  équation,  n'in- 
dique pas  toujours  la  possibilité  du  problème  qui  a  donné 
naissance  à  cette  équation. 

La  deuxième  solution  se  présente  telle  que  l'Indique  la 
figure  (10) ,  lorsque  a  >  6  et  c>  b  ;  mais  si  â>  b>  c,  elle 
se  présente  sous  la  forme  de  la  figure  (11). 

La  troisième  solution  devient  réelle,  si  Ton  rtQiiarque  que 
l'équation  (10)  a  été  obtenue  en  éliminant  ^s'  entre  les 
équations  yz"  =  {x^  —a*)  (x*  —  c*)  et  ^V  =  (ae—  bjcy. 
Équation  à  laquelle  on  arriverait  en  éliminantes'  entre  les 
équations 

yz  =  {ac—bxy,  e=(a+j:)(c — or)  et  z*  =  (C'\-^)  {a^a:)^ 

résultat  que  Ton  pourrait  interpréter  géométriquement. 
Note.  La  condition  de  réalité  des  racines  de  l'équation  (5) , 

^±|±^'>V>^  revient  à  (^E^)  >abc. 

Or  abc  est  le  volume  d'un  parallélipipède  rectangle  dont  les 

t 

trois  arêtes  sont  ^7,  6  et  c,  et -^ — : —  représente  le 

rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  éqailatéral  dont  le 
côté  serait  la  diagonale  du  parallélipipède,  représentée  par 
J//z*+6*-f-c\  Ce  qui  montre  que  le  cube  du  rayon  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  équilatéral  dont  le  côté  est  la  diago- 
nale d'un  parallélipipède  rectangle ,  est  plus  grande  que  ce 
parallélipipède. 
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SUR  L'EXPRESSION 

du  côté  du  polygone  semi^égulier  ctreotuerit  à  la  courie  qui 
apour  équation  aux  coordonnéa  rectangulaires 

vAa  M.  saxTO»  çbm  cham»)  , 

Ingénieur  des  ponts  et  chaasséM. 


La  courbe  dont  il  s'agit  est,  comme  on  sait  (II,  225), 
FenTclopped'noe  droite  de  longueur  constantec  inscrite  dans 
un  angle  droit.  Ce  mode  de  génération ,  que  nous  choisissons 
parmi  plusieurs  autres  également  connus  et  remarquables, 
revient  à  considérer  Fenveloppée  comme  joignant  continuel- 
lement les  projections  sur  les  axes  d'un  point  mobile  sur  la 
circonférence  de  rayon  c.  Supposons  que  ce  point  occupe  sur 
la  circonférence  une  suite  de  positions  séparées  entre  elles  par 
des  arcs  égaux,  chaque  position  de  l'enveloppée  fera  avec  la 
position  voisine  un  angle  égal  à  celui  compris  entre  deux 
positions  consécutives  du  rayon  mené  par  le  point  mobile.  Il 
suit  de  là  qu'à  un  polygone  régulier  circonscrit  au  cercle, 
répond  le  polygone  êemi-régulier  formé  par  l'enveloppée,  le 
nom  de  semi-régulier  indiquant  l'égalité  des  angles.  Il  est 
vrai  qu'auprès  des  points  de  rebroussement  de  la  courbe,  la 
loi  ci-dessus  parait  rompue ,  mais  elle  ne  Test  réellement  pas, 
en  ce  sens  que  les  angles  de  l'enveloppée  avec  une  ligne  fixe. 
Taxe  des  y  par  exemple,  forment  une  progression  arithmé- 
tique non  interrompue. 

Cette  possibilité  de  circonscrire  à  la  courbe  un  polygone 
semi- régulier  toutes  les  fois  que  le  polygone  régulier  oorres- 
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poodant  peut  être  circonBcrit  au  cercle  avec  la  règle  et  le 
compas,  est  déjà  remarquable.  Mais  notre  iotentiou  est  ici 
surtout  de  signaler  rezpresskm  trigonométrique  du  côté 
d'un  polygone  semi^régolier,  eipression  dont  la  simplicité 
constitue  une  nouvelle  propriété  curieuse  de  cette  même 
courbe,  qui  en  présente  tant  d'autres. 

Soit  B^  le  premier  terme  de  la  progression  arithmétique 
des  angles,  0  la  raison ,  et  i  un  nombre  entier  quelconque , 
trois  positions  consécutives  de  Tenveloppée  seront  représen- 
tées par  les  équations  : 

sin[(t-t)9+e.]  +  co8[{»- 1)9  +  9.]=*  ^'~*^' 

+  •::::::,il-r-  =  l  (»)    , 


sin  [*e  +  ô  J  ^  co8[tO  +  «oj 

sint(i+^)ô  +  «ol  "*"  cos[(i  +  i)0  +  *J==^  ^'  +  ^^- 

Si  l'on  cherche  les  coordonnées  des  points  d'intersection  » 
et  que  Ton  prenne  leurs  différences ,  il  vient ,  toutes  réduc- 
tions faites,  pour  les  valeurs  des  projections  du  c6té  (1) 
sur  les  deux  axes  : 

î^sin2(/O  +  ô,)sin(iô  +  0o), 

d'où  il  sait  qoe  ce  néai»  cMè  a  pour  loDgaear  : 

C'est  ce  que  nous  voulions  faire  voir.  Ces  résultats  sont 
d'une  frappante  simplicité  et  peuvent  se  représenter  géomé- 
triquement. Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'en  faire  la  re- 
cherche ,  mais  nous  croyons  être  utile  aux  élèves  en  leur 
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indM|iiuit  eomme  boo  exercice  de  trigonométrie  le  rétablisse- 
ment des  calcob  qui  nous  ont  servi  à  obtenir  les  formates 
GMiessas,  et  qœ  nons  ayons  snpprimés. 


DEMONSTRATION 


De  réquilibre  des  trois  couteaux. 
vAa  M.  ^aviiOT . 

licencié  es  scieneet  mtthéinatiques. 


On  sait  que  trois  couteaux,  ou  trois  tiges  rigides  qudcon- 
i|aes  disposées  ainsi  que  l'indique  la  figure  8 ,  et  reposant  à 
hors  extrémités  A,  C,Bet  par  des  points  d*appui  sur  une  table 
horizontale,  se  tiennent  en  équililnre,  si  toutefois  le  frottement 
aux  points  de  contact  D,  E,  F  est  assez  grand  pour  empêcher 
le  glissement.  U  s'agit  de  démontrer  cet  équilibre.  Nous  sup- 
poserons ,  dans  cette  démonstration,  l'épaisseur  des  verges 
assez  petite  pour  qu'on  puisse  les  regarder  comme  étant 
dans  un  même  plan. 

SoitG  le  centre  de  gravité  de  DB ,  la  force  Pquilesolli- 
cUe,  pourra  se  décomposer  en  deux  forces  parallèles,  Tune 
Q  détruite  par  le  point  d'appui  B,  l'autre  R  passant  par  un 
point  quelconque  de  l'axe  de  DB,  prolongé  si  cela  est  né> 
cessaire.  Faisons  11D=  x  ;  R  pourra  se  décomposer  en  deux 
forces  parallèles  S  et  T,  qui  se  détermineront  ainsi  qu'il 
suit: 

S:R:::c+DF:DF,    T:R::a::DF, 


d'où 


^_R(a:+DF)         ^_RX>r 
^""        DF         '       ^~"DF"' 

Aim.DKMlTIlfill.   IV.  10 
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S  pourra  ^c  décomposer  en  deux  forces  parallèles  V  el  L 
dont  la  dernière  sera  détraite  par  la  résistance  de  la  table, 
et  on  aura  pour  déterminer  ces  deux  forces  les  proportions-: 

U:S::DE:AE,     V:S::AD:AE. 
doù 

SxDE  ^  SxAD  _  R(j:+DF)X  AD 

■~     AE    '  AE  AExDF 

Ck>mmc  il  ne  reste  plus  que  les  deux  forces  Y  et  T  agis- 
sant en  sens  contraire  snr  une  même  droite  rigide  CF,  il 
suffit  pour  qu'il  y  ait  équilibre  que  leur  résultante  passe 
par  le  point  d'appui  C.  C'est-à-dire  qu'on  doit  avoir  : 

m  ,r     T.^  r.^  R  X  x     R(a:+DF)XAD       ^^    ^^ 

T:V::EC:FC    ou    ^— :       ^^^^^  ::  ECiFC, 

il'où  successivement 

a:xAExFC=  XX  AD  X  EC  +  DFxADxEC , 
_       DFxADxEC 
^"AExFC— ADxEC" 

Donc  en  prenant  le  point  H  qui  est  arbitraire  à  une  distance 
du  point  D  égale  à  cette  valeur  de  x  >  on  arrivera  à  deux 
forces  T  et  V  dont  la  résultante  passera  par  le  point  d'appui 
D  qui  la  détruira.  On  prouverait  de  même  que  les  poids  des 
autres  verges ,  ou  même  les  poids  de  corps  placés  sur  elles 
se  réduisent  à  des  forces  détruites  par  la  résistance  de  la 
table;  donc  il  y  a  équilibre. 

Cette  démonstration  donne  évidemment  le  moyen  de 
calculer  la  charge  des  points  d'appui  et  des  points  de 
contact. 
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THÉORÈMES. 
Sur  le  iriangk,  le  tétraèdre,  l'elUpn  et  Vellipeoïde. 


vAm  M.  X. 
profMMiir  ani  éeolM  d'artillarie. 


1*  Si  CD  désigne  par  pj  le  demi-périmètre  d'un  triangle , 
et  par  r  le  rayon  da  ocrde  inscrit  dans  ce  triangle ,  son  aire 
pourra  s'exprimer  par  Tnne  des  formules  suivantes  : 

S=/^tangî  A.  tang-B.tang  -C. .  .S=:/'  .cot- A.cot-B.cot^C  f) . 

2*  Considérons nne  ellipse  -^  -f-^  =  l ,  rapportée  à  son 

centre  et  à  ses  axes.  Pour  mener  une  tangente  à  cette  el- 
lipse, par  un  point  extérieur  m\  dont  les  coordonnées  sont 
x',  y,  on  déterminera  un  point  M' dont  les  coordonnées 

seront  x*,  -y,  et  pour  ce  point  M' on  mènera  des  tangentes 

à  la  drconférence  décrite  sur  le  grand  axe  de  l'ellipse. 
Abaissant  des  points  de  contact  de  ces  tangentes  des  perpen- 
dicolaires,  sur  le  grand  axe,  on  obtiendra  ,  par  leur  ren- 
contre avec  rdlipse,  les  points  de  contact  des  tangentes  à 
cette  courbe  passant  par  le  point  m', 
Pùur  mener,  par  une  droite  donnée ,  des  plans  tangents  à 

TdlipsoMe  de  révolution  — 4-'^-f-;  =  l,  on  prendra, 

sor  cette  droite ,  un  point  m!  dont  les  coordonnées  seront 
-^1  y,  z'i  on  déterminera  ensuite  un  point  M'  dont  lûs  coor- 

■ — ■■  r^ 

nV©lr  1,  T9,  |f«.  Tra. 


—  IM)  — 

a 
données  seront  x\  y\  -  z'  -,  joignant  ce  point  M'  avec  la 

trace  de  la  droite  donnée  sur  le  plan  x,  y^  on  aura  une  se- 
conde droite,  par  laquelle  on  mènera  deux  plans  tangents  à 

x^       y*        z^ 
la  sphère  —  ^-"^  +  —  =1.  Du  point  de  contact  de  ces 

plans  tangents,  abaissant  deox  perpendicnlaires  sur  le  plan 
des  X,  y,  on  obtiendra»  par  leur  rencontre  avec  la  surface  de 
rellipsoïde ,  les  deux  points  de  contact  des  plans  tangents 
passant  par  la  droite  donnée. 

On  emploiera  la  solution  précédente  relative  à  l'ellipsoïde 
de  révolution ,  pour  mener  par  une  droite  donnée  un  plan 
tangent  à  un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux. 

Si  on  exécute  Tépure  du  plan  tangent  à  Tellipsoïde,  par 
la  méthode  que  nous  venons  d'indiquer,  et  si  on  compare 
cette  solution  à  celle  qu'a  donnée  Monge  (au  moyen  de 
rhyperboloïde  de  révolution  ) ,  on  en  déduira  un  procédé 
géométrique  simple,  pour  mener  une  tangente  commune  à 
une  ellipse  et  à  une  hyperbole ,  qui  ont  un  premier  axe 
principal  commun ,  et  le  second  parallèle. 

S""  Si  on  joint  les  deux  foyers  F,  F'  d'une  ellipse  aux  deux 
points  conjugués  m\  ni\  on  aura  deux  triangles  FF'm', 
FF'm",  et  il  est  aisé  de  trouver  que  :  la  somme  des  carrés 
de  leurs  aires  est  constante. 

Si  on  en  évalue  les  tangentes  des  demi-angles  F/nT', 
Fm''F,  on  aura  en  désignant  ces  angles  par  a,  a'  ; 

tang*  ^  +  tang'l  =  constante. 

Si  on  désigne  par  X.,  X.  les  abscisses  des  points  où  les 
tangentes  conjuguées,  coupent  le  grand  axe  de  Tellipsc ,  on 

aura  la  relation  •  y^  +  ^^  =  constante. 

A,  A, 


V  Désignons  par  a,  fr,  c,l6s  trois  côtés  d'un  triangle, 
par  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit  :  le  carré  de  la  distance 
du  centre  de  gravité  du  triangle  'au  centre  du  cercle  cir- 
conscrit s'exprimera  par  la  formule 


D'=R' 


9 


En  désignant  par  r  le  rayon  du  cercle  inscrit ,  et  par  à  la 
distance  du  centre  de  gravité  du  triangle  au  centre  de  ce 
cercle,  on  trouve  la  formule 


/,£+h^+£\ 


Pour  le  tétraèdre,  la  distance  du  centre  de  la  sphère 
circonscrite  au  centre  de  gravité  du  solide  est  donnée  par 
la  formule 

16 

(z.a*  désignant  la  somme  des  carrés  des  arêtes). 

Si  ydans  un  tétraèdre,  on  désigne  par  /,  Hy  l!\  i'"  les  lignes 
qui  vont  des  sommets  au  centre  de  gravité  des  faces  oppo- 
sées, on  aura  la  relation 

5*  Appelons  6  le  centre  de  gravité  d'un  contour  poly- 
gonal composé  de  m  côtés  égaux  ;  par  ce  point  menons  une 
droite  quelconque ,  et  prenons  sur  cette  droite  deux  points 
M,  M',  que  nous  joindrons  aux  s<Mnmets  du  polygone ,  on 
aura  la  relation 

(2D%  £.D'\  désignant  la  somme  des  carrés,  des  distances 
des  points  M,  M'  aux  sommets  du  polygone). 
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DE  LA  LEMNISCATE  HYPERBOLIQUE. 


9ÂSL  M.  H.  vwMmtmtrmMm-mitmMik  | 
proleueur  de  mathémaiiqnes  spéciales  au  collège  d'AlençoD. 


1 .  Cette  courbe  est  le  lieu  des  projections  du  centre  de  l'hy- 
perbole équiUUère  sur  les  tangentes  à  cette  courbe. 
Soient: 

(1)  y— j:"=  — a" 

l'éqnatioii  de  l'hyperbole  éqnilatère  ; 

(2)  yy—xaf  =  --a: 

réqoation  de  la  tangente  à  cette  hyperbole  au  point  n'  dont 
les  coordonnées  sont  x'  et  y. 

L'équation  de  la  perpendicnlaire  abaissée  d«  centre  sur  la 
tangente  sera  : 

(8)  y  =  ^^jr, 

et  comme  le  point  n'  est  sur  la  eourtie ,  on  aura  encore  cette 
relation  : 

(♦J  y*— 0:'"  =  — a\ 

L'élimination  de  or'  et  dey  entre  les  équations  (S) ,  (S) ,  (4) 
Gonchiira  à  Féqnation  de  la  courbe. 
En  combinant  les  équations  (3)  et  (3) ,  on  tire  les  YiJieiirs  : 


et  les  mbstituant  dans  l'équation  (4) ,  on  a  réqoatioo  de  la 
lemniflcale , 

(7)  (y  +  x7  =  a'(x'-j'-). 
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La  courbe  passe  par  Torigine ,  qui  est  son  cealre;  Taxe  des 
X  et  celui  des  jr  sont  des  diamètres  de  la  courbe ,  et  ett(iga- 
laot  à  zéro  ks  termes  dé  cette  équation  qui  sont  au  second 
degré,  on  a  les  équations  des  tangentes  à  l'origine  : 

y==^,        X  =  —  x. 

L'origine  est  un  point  double  »  et  ces  tangentes,  qui  sont  les 
iNssectrices  des  angles  des  axes ,  sont  les  asymptotes  do  l'hy- 
perbole équilatère. 

2.  Si  FoD  âè?e  au  carré  les  équations  (5)  et  (6)  et  les 
ajoutant,  op  a  : 

a:«+y  =  -^^    OU    OmXOn'^a\    (Fig.  6) , 

ce  qui  prouve  que  le  demi-axe  de  l'hyperbole  e$$  moyen  pro- 
portionnel  enire  la  distance  du  eefUre  au  point  générateur  de 
la  lenmiêeate  hyperbolique  et  la  diêtanee  du  centre  au  contact 
ecrrespondani  de  VhyperboU, 

3.  Si  Ton  rapporte  la  lemniscate  à  des  coordonnées  polai- 
res, son  équation  sera  : 

P  =  dcia\/cos2tù. 

Chaque  valeur  de  &>  variant  depuis  6>  =  0  jusqu'à  «>»=  r, 

donnera  pour  p  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  qui 
détermineront  les  points  de  la  courbe  situés  sur  le  rayon  vec- 
teur et  sur  son  prolongement.  Ce  rayon  vecteur  variera  de- 
puis p  =  ix  jusqu'à  p  ss  0. 

On  obtiendra  ainsi  la  portion  de  la  courbe  AmO  et  la  por- 
tion AWO  {fig.  6). 

Depuis  «»  =:^  jusqu'à  co  =  — ,  les  valeurs  de  p  sont  ima- 
binaires.  Depuis  w  =  y  jusqu'à  w  =  tt  ,  les  valeurs  de  p  va- 


rient  depuis  p  =  0  jusqu'à  p  =  a  ;  ce  qai  donne  la  portion  de 
la  ooarbe  Om"A'  et  la  portim  Om'"A. 

Ponr  tronver  le  point  maximum  de  la  courbe  situé  dans  la 
portion  AmO  de  la  courbe,  en  désignant  par^  l'ordonnée  de 
ce  point ,  on  a  : 

pv^iei) 

^  2a*      '      ' 

La  dérivée  de  j^  par  rapport  à  p  est  donnée  par  la  quantité 

fl'— 2p' 

Le  rayon  vecteur  correspondant  au  point  maximum  sera  : 

a\/2 

P  = 

d'où  l'on  a  : 


''=      2 


1^2  «V/i 


a 

^=-4-'      •'^  ♦  • 

Ce  point  de  la  len^niscate  correspond  au  point  de  contact 
de  rbyperbole  dont  les  coordonnées  sont  .- 

aV/2  aX/e 

y= — T-'     "=--2- 

4.  En  désignant  par  p  et  p'  les  rayons  vecteurs  de  la  lem* 
niscate  et  de  l'hyperbole  correspondants  à  la  même  valeur 
de  &> ,  on  a  :  

P  =  aV'cos2w, 
a 

^"^  V/c082»' 

d'où  pe/sssa*. 

Donc  le  demi-axe  de  Vhyperhole  est  tnoyen  proportionnel 
enire  les  rayons  vecteurs  de  la  lemniscaie  et  de  Vhyperhole  fai- 
sant le  même  angle  avec  Vaxe  des  x. 
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5.  On  a  TU  que 

Om>:On'  =  a\ 

En  prolongeant  le  rayon  om  jusqu'à  l'hyperbole  en  n ,  on  a  : 

Om  X  O/i  =  a*  ; 
donc  On  =  On\ 

Le  ipoini  de  contact  n!  et  le  point  n  sont  deux  points  symé- 
triques de  la  courbe  par  rapport  à  l'axe  des  x. 

On  peut  conclure  de  là  un  moyen  très-simple  de  construire 
la  lemniscate  hyperbdique ,  quand  on' aura  préalablement 
tracé  rbyperbole  équilatère. 

Pour  cela,  on  mènera  un  rayon  vecteur  On  à  l'hyperbole, 
on  abaissera  nn!  perpendiculaire  à  Taxe  des  a:  et  prolongée 
jusqu'à  l'hyperbole ,  on  joindra  On'^  de  n  et  de  n!  on  abais- 
sera respectiTement  des  perpendiculaires  sur  les  rayons  On' 
et  On ,  et  on  déterminera  deux  points  m!  et  m  de  la  courbe. 

6.  Enfin ,  on  peut  construire  la  lemniscate  hyperbolique 
sans  constrm're  préalablement  l'hyperbole  régulatrice. 

En  effet,  on  a  : 

Om  =  a''cos2&i. 

Donc  y  si  Ton  décrit  une  demi-drconférence  sur  le  demi- 
axe  de  rbyperbole  comme  diamètre ,  k  raycn  vecteur  de  la 
iemniicaie  esl  moyen  prapariùmnel  erUre  le  demi-axe  et  le 
raycn  vecteur  mené  d  cette  demi-circonférence  et  faisant  avec 
Vaope  des  X  un  angle  double  de  celui  que  fait  le  rayon  vecteur 
de  la  lemniscate  avec  le  même  axe. 

De  là  cette  construction  :  on  mènera  un  rayon  yecteur  Ok 
à  la  drcOnférence ,  on  prendra  Kl  =  AK,  on  joindra  01,  et 
on  le  rabattra  en  OP,  on  élèvera  PG  perpendiculaire  à  l'axe 
des  X ,  on  joindra  OG  et  on  le  rabattra  sur  OK  en  On» ,  et  le 
point  m  appartiendra  à  la  lemniscate  hyperbolique. 

Note.  Le  nom  de  cette  courbe  dérive  du  mot  grec  ^ipc^xoc 
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qui  signifie  une  bandelette  nouée  en  huit  Fagnano  a  déooa- 
vert  les  principales  propriétés  de  cette  ligne  qui  est  d'une  si 
grande  importance  dans  la  théorie  des  fonctions  eUiptiques. 
Les  démonstrations  du  géomètre  italien  sont  géométriques 
(V.  t.  III,  p.  509)  j  la  théorie  analytique  est  due  à  Ealer 
(M.  de  Pétersbonrg,  t.  Y,  1751-52)  ;  la  courbe,  quoique 
fermée,  cstcarrable  (t.  I ,  p.  851  ).  La  lemniscate  hyperbo* 
lique  équilatère  est  aussi  une  cassincAde ,  oomrbe  Mfocale. 
Mais  la  réciproque  est  fausse  :  toute  cassinoide  n'est  pas  une 
lemniscate.  Nous  engageons  les  élètes  à  démontrer  ces  pro- 
positions. 

Cette  ligne  est  le  cas  particulier  de  l'enveloppe  d'un  eerde 
assujetti  à  avoir  son  centre  sur  une  ligne  plane  donnée  et  à 
toucher  une  seconde  ligne  donnée  dans  le  même  plan.  Cette 
seconde  ligne  fait  évidemment  partie  de  l'enveloppe  et  si  die 
se  réduit  à  un  point ,  ses  coordonnées  doivent  satisfaire  à 
réquation  générale  de  Fenveloppe.  Tm. 


ANALYSE  INDETERMINEE  DU  PREMIER  DEGRÉ. 


9AWL  K. 
Ancien  professeur  dans  les  Collèges  royaux. 


La  résolution  en  nombres  entiers  et  positifs  de  Féquation 
indéterminée 

par  les  nombreuses  applications  qu^on  en  peut  faire  et  les 
arlifices  de  calcul  dont  elle  est  susceptible,  est  un  des  plus 
utiles  exercices  par  lesquels  les  jeunes  mathématiciens  peu- 


—  I«  — 

vent  {Nrânder  à  des  recherches  plus  importantes.  Aiusi 
diverses  méthodes  de  résolulioD  sont-dles  développées  atec 
soin  el  une  oertahiè  étcadue,  dans  les  ooYrages  estimés 
d'algèbre  qui  sont  actndlement  entre  les  mains  des  élé?es. 
La  stiivante,  feiidée  smr  la  théorie  des  restes  (*),  donnera 
tOQJomra ,  noas  le  croyons  du  moins,  une  solution  plus  facile 
et  |do8  prompte.  Elle  aura  d'ailleurs  l'avantage  de  famUia- 
riser  les  élèves  avec  des  principes  dont  l'apidication  encore 
peu  répandue,  peut  être  fort  utile,  et  dont  l'emploi  judi- 
cienx  eal  très-propre  à  exercer  leur  sagacité. 

Bappehms  ici  en  peu  de  mots  les  principes  dont  je  parle. 

On  sait  que  AaeHb  sont  premiers  entre  eux»  et  que  Ton 
divise  par  a  les  produits  successifs 

loua  lea  reelea  seront  diflérents.  D'où  il  suit  que  si  l'os  con- 
çoit cette  suite  prolongée  indéfiniment  de  maniéro  à  former 
cette  autre 

i*,  2ft,  3ft,...  (a-l)fr,  ab,  {a+i)b,  etc., 

les  a  premiers  restes  correspondants  y  se  reproduiront  pé- 
riodiquement. 

Cest  ainsi  par  exemple  que  pour  a  s  11  et  fr  =  37,  on 
aura  les  deux  suites  : 

I,  3,  3,  4,  5,  6,  7,    8,  9,  10,  11,  13,  etc., 
4,  a,  1,  5,  9,  a,  «,  10,  3,    7,    0,    ♦,  etc. 

La  première  est  celle  des  multiplicateurs  successifs  de  37, 
je  les  nommerai  indicée.  La  seconde  est  celle  des  restes  cor- 
respondants, et  se  forme  aisément  par  l'addition  répétée  du 
premier  reste  4 ,  en  ayant  soin  de  retrancher  de  chaque 


(*)  GeUe  mèttiode  est  précisément  celle  des  cengniences  de  M.  Gauss.  Cesi 
peur  la  propager  que  nous  avons  inséré  cet  article  (111,  343) .  Tm. 
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somme  nouvelle  le  diyiseur  11 ,  à  mesure  qu'il  s'y  trouye 
conteutt. 

Or  chacuD  des  produits  que  nous  tenons  de  considérer 
se  trouve  compris  entre  deux  multiples  consécutifs  de  11, 
et  suivant  qu'on  le  retranchera  du  multiple  supérieur  ou 
du  multiple  inférieur,  le  reste  sera  positif  ou  négaUF.  De 
plus  la  somme  des  valeurs  absolues  de  ces  deux  restes,  sera 
constante  et  égale  à  11  ^  ou  chacun  des  deux  sera  par  rap- 
port à  11 ,  le  complément  de  l'autre. 

Il  résulte  de  là  que  nos  deux  suites,  en  ne  prenant  que 
la  partie  nécessaire  de  la  seconde,  sont  encore  représentées 
par  celles-ci  : 

1,       2,         3,       4,       5,       6,       7,       8,       9,     10. 
—  7,  —3,  —10,  -^6,  —2,  —9,  —5,  —1,  —8,  — 4. 

Remarquons  que  cette  seconde  suite  de  restes  négatifs, 
n'est  autre  numériquement  que  la  suite  positive  renveraée. 

En  généralisant  ces  résultats ,  il  sera  Tacile  de  voir  que 
dans  l'une  comme  dans  l'autre ,  la  somme  de  deux  tomes 
pris  à  égales  distances  des  deux  termes  extrêmes ,  sera  too* 
jours  constante  et  égale  à  a ,  et  que  la  somme  de  ces  mômes 
termes,  pris  le  premier  dans  une  des  deux  suites,  et  le  second 
dansTautre,  sera  nulle. 

De  plus ,  à  cause  de  la  périodicité  des  restes ,  un  terme 
quelconque  de  la  suite  indéfinie  des  indices  pourra  être  aug- 
menté ou  diminué  d'un  multiple  quelconque  de  a  sans  qae 
le  reste  change. 

C'est  en  nous  appuyant  sur  ces  principes ,  que  nous  allons 
résoudre  l'équation  proposée 

ax±ky  xst±c  y 

dont  les  coefficients  a  et  6  doivent  être,  comme  on  sait,  pre- 
miers entre  eux. 
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Soit  poar  premier  exemple  TéqnatiOM  namérique 

lia:+17^  =  339. 

Le  reste  de  la  division  de  17  par  11  étant  6 ,  nons  aurons 
les  deux  suites  : 

1,  2,   3,  ♦,  5,  6,  7,  8,     9,  10. 
6,    1,  7,  2,  8,  3,  9,  4,  10,     5. 

Le  terme  toat  connu  de  l'équation,  339,  divisé  par  11  , 
donne  le  quotient  30  et  le  reste  9.  L'indice  7  correspondant 
à  9,  nous  fait  connaître  d'abord  que  7  fois  17  est  le  premier 
multiple  de  17  qui ,  divisé  par  11,  donne  aussi  le  r4te  9. 
Donc  7  est  là  plus  petite  valeur  possible  i^y.  Faisons  donc 

y  =  l. 

La  valeur  correspondante  de  x  sera 

7V  17—9 
a:=30 i-JL-Z  =30—10  ==20. 

Les  formules  cherchées  sont  donc  : 
x  =  20— 17r, 

jr  =  7  +  11^. 

Soit  en  seeond  lieu  Téquation 

llx  — 17^=3. 

La  division  de  3  par  1 1  donne  le  reste  3 ,  dont  le  complé- 
ment à  11  est  8.  D'où  je  conclus  que  l'indice  5  correspon- 
dant à  8 ,  est  la  valeur  la  plus  simple  possible  de  y. 

Par  suite 

.-,  5xl7+3_, 

Les  formules  cherchées  sont  donc  -. 

^•  =  8+17^ 
y  =  5+11/. 
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Soit  encore 

Hjc— 17^=  —3. 

L'indice  6  correspondant  au  reste  3 ,  est  la  valeur  de  y^  et 
l'on  troQTe  immédiatement  que  9  est  la  Taleor  correspon- 
dante de  X, 
Les  rormnles  sont  donc  : 

a:  =  9  +  17^ 

Mais  si  le  diviseur  a  était  un  nombre  un  peu  grand  et  qae 
]e  reste  cherché  fût  un  des  derniers  de  la  période ,  on  ne 
saurait  disconvenir  que  le  calcul  précédent  ne  devienne 
long  et  fastidieux ,  et  la  méthode  perdrait  alors  cette  appa- 
rente simplicité  que  nous  venons  de  remarquer.  Heureuse- 
ment les  principes  développés  plus  haut  vont  nous  donner  un 
moyen  aussi  facile  que  prompt  de  lever  cette  diflBculté. 

Soient,  par  exemple, 

a  =  48      et      b=.  59. 

Le  premier  reste  est  alors  11  ;  son  complémentaire  est  ^-^  37. 
Proposons-nous  d'abord  de  trouver  Tindice  correspondant  au 
reste  1.  Pour  cela ,  opérons  comme  s'il  fallait  trouver  le  plus 
grand  commun  diviseur  des  nombres  —  37  et  11.  Prenons 
les  quotients  absolus  inférieurs  et  les  restes  avec  leurs  signes  ; 
nous  formerons  ainsi  le  tableau  suivant  : 

1     I 


—  37|    It    I  — 4|     3     I  — 1  ' 

J'en  conclurai  ces  deux  suites  d'indices  et  de  restes  : 

1,  ^,        9,         .13,  35. 

11.        -  4,        3,        -^1,        +  1. 

Voici  comme  on  peut  les  déduire  du  tableau  précédent  : 
L'indice  4  est  égal  au  premier  quotient  3  augmenté  de  1 ,  et 
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le  rcite  coirespondaiit  est  k  premier  reste  trouvé  —  4.  Lin* 
dîee  siÙTant  9  est  égal  au  précédent  4  miiUiplié  par  le  second 
quotient  2  et  augmenté  du  premier  indice  1 ,  et  le  reste  cor- 
respondant est  le  second  reste  -f  3  du  tableau.  L'indice  sut- 
Tsot  13  est  égal  au  précédent  9  multiplié  par  le  troisième 
quotient  1  et  augmenté  de  l'indice  antérieur  4 ,  et  le  reste 
correspondant  est  le  dernier  reste  •*!  du  tableau;  et,  comme 
les  restes  —  1  et  +  i  donnent  une  somme  nulle ,  les  indices 
correspondants  13  et  35  sont  complémentaires  par  rapport 
au  diviseur  48.  Il  est  donc  aisé  de  déduire  le  second  du 
premier. 

Maintenant ,  de  Findice  35  correspondant  au  reste  1 ,  il 
est  aisé  de  déduire  Tindice  correspondant  h  tel  reste  qu'on 
voudra ,  au  reste  7  par  exemple.  Pour  cela ,  multiplions  35 
par  7  et  retranchons  du  produit  S45 ,  5  fois  48,  ou  le  plus 
grand  multiple  possible  de  48 ,  le  reste  5  sera  le  plus  petit 
indice  correspondant  au  reste  indiqué  7  ;  ce  qui,  dans  tout 
l'exemple  actuel ,  est  facile  à  vérifier. 

On  peut  remarquer  que  la  loi  de  formation  de  ces  indices 
est  la  même  que  celle  que  Ton  suit  pour  former  les  termes 
d«  réduites  sommaires  des  fractions  continues. 

Soient ,  pour  second  exemple ,  a  =  70  et  ^  =  261 .  Le  ta- 
bleau à  former  sera  celui-ci  : 


51 


2 

1 

2 
-  6 

—  1» 

13 

1 

t seront  : 

1,          3, 

♦, 

11 

• 

19,         1 

3, 

-«, 

1 

Sî  Von  demandait  Tindice  correspondant  au  reste  57 ,  du 
produit  de  ce  nombre  par  Tindice  11  correspondant  au  reste 
1 ,  on  retrancherait  8  fois  70  ,  ou  le  plus  grand  multiple  de 


—  152  — 

70  qai  s'y  troave  contenu ,  et  le  reste  67  serait  le  plos  faible 
indice  correspondant  à  57.  D'aillears,  13  étant  le  complé- 
ment du  reste  57,  Vindice  correspondant  3  dn  tableau  sera 
le  complément  de  L'indice  cherché ,  qui  par  là  se  trouve  être 
encore  le  nombre  67,  ainsi  qu'on  l'a  trouvé  par  le  calcul 
précédent. 
Appliquons  cette  méthode  à  la  résdntion  de  l'équation 

236:c  +  6t5jr  =  340948. 

Le  terme  tout  connu  340948  divisé  par  236  donne  le  quotient 
1443  et  le  reste  2.  Il  s'agit  donc  de  trouver  l'indice  corres- 
pondant à  ce  reste  2. 

Ici  le  premier  reste  est  143 ,  et  son  complément  est  —  93. 
Ces  deux  nombres  donnent  lieu  an  tableau  suivant  : 


1    1    1 


1     I    6 


—43  I     7       —  1 


143  I  —93 1    50 

Les  deux  suites  seront  : 

1,  2,  3»        5,  33,  203. 

—  93,        50,        —  43,        7,        —  1,        +  1. 

On  Toit  par  là  que  le  reste  2  correspondra  à  l'indice  406 , 
ou,  retranchant 236  de  ce  nombre,  2 correspondra  à  170. 

Donc  ^  =  170. 

Par  suite , 

z36 

d'où 

x  =  1000  — 615r, 
•      ^  =  170   +  236^ 
Quand  le  nombre  des  solutions  sera  limité ,  on  voit  qu'il 
sera  indiqué  immédiatement  par  la  valeur  de  l'une  des 
inconnues. 
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DEMONSTRATION. 


Du  théorème  de  M.  Chastes  sur  les  tangentes  parallèles  et  les 
plans  tangents  parallèles  ;  point  de  moyenne  dista$ue. 


I.  Soit 

F{x,y)  =  0,  (1) 

r 

nne  éqaation  algébrique  à  coeflBcienls  réels  et  de  degré  m. 
Et  soit 

^{x,y,  z)  =  0,  '(2) 

une   autre  équation    algébrique   à  trois  variables  et    de 
degré». 
EHmtnabt  y^  on  obtient  nne  équation  de  la  forme 

Ax*"  -f  Bx-*"'  4-  etc.  =  0 ,  (3) 

A ,  B,...  sont  des  fonctions  entières  de  s,  et  des  ooefltbvmfi 
des  é&BûL  équations;  supfKMons  que  par  la  nature  de  la  quea» 
tion  qui  a  fourni  les  deux  premières  équaCMs^  nous  aa*'- 
chions,  1*  qu'à  une  même  valeur  de  x,  ne  peuvent  répondre 
qaep  valeurs  de  z  ;  â'^que  pour  j?  valeurs  finies  de  z,  toutes 
racines  de  l'équation 

/W  =  0,  (4) 

l'équation  (3)  acquière/^  racines  égales  chacune  à  Tinfini.  Il 
est  évident  que  dans  ces  deux  hypothèses,  lesj!?  premiers 
coefficients  de  l'équation  (3)  sont  nécessairemeot  de  la  forme 
M/*(z},  où  M  ne  renferme  que  les  coefficients  des  équa- 
tions (1)  et  (2);  divisant  tous  les  coefficients  de  l'équation 
psr  /(z) ,  on  obtient  une  nouvelle  équation  dont  les  p  pre- 
miers coefficients  sont  indépendants  de  z  ;  par  conséquent 
les  fonctions  symétriques  des  racines  qui  ne  dépendent  qae 
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àecesp  premiers  coefficients ,  conservent  la  même  râleur, 
quelle  qne  soit  la  valeur  de  z. 

Si  les  mêmes  hypothèses  subsistent,  pour  le  résultat  de 
l'élimination  de  x,  entre  les  équations  (1)  et  (2) ,  on  en  dé- 
duira les  mêmes  conclusions. 

II.  Prenons  pour  l'équation  (2) ,  celle-ci  : 

S»y+I>C=0»  (2) 

Dy  est  la  drivée  de  F(j:  ,^)  par  rapport  à  ^,  et  Dm  la  dé- 
rivée de  la  même  fonction  par  rapport  à  x  ;  l'équation  (2) 
est  donc  de  degré  m  ~  1  par  rapport  hx  eiy;  éh'minant  y, 
on  obtient  une  équation  de  la  forme  -. 

A*"H— '>+  Bx*<— '^-  -I- ...  =  0 ,  (3) 

or  z  est  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  la  courbe, 
ayant  pour  équation  F  (x,  ^)  »  0  ;  à  une  même  valeur  de  x, 
ne  correspondent  donc  que  m  valeurs  de  z  ;  ainsi  dans  l'é- 
quation (3),  le  degré  de  z  ne  peut  dépasser  m  ;  de  plus ,  si 
dans  réqnation  (1)  on  ne  prmé  que  les  termes  de  degré  m , 
et  qu'on  y  fasse  xsi ,  y=z  ;  et  qu'on  représente  le  résultat 
par/(z).  Si  ou  pose  . 

/(«)=0,  (4) 

les  racines  de  cette  équation  sont  les  m  coefficients  angu- 
laires relatifs  aux  asymptotes ,  c'est4-dire  aux  tangentes  qui 
ont  un  point  de  contact  à  l'infini  -,  donc  par  chaque  racine 
deTéquation  (4),  deux  racines  de  Téquation  (3)  deviennent 

*  B 

infinies ,  ainsi  A  et  B  sont  de  la  forme  Af/'(z)  ;  donc  -j  est 

A 

indépendant  de  z,  et  la  somme  des  racines  de  cette  équation 
ne  dépend  pas  de  z;  par  les  mêmes  raisonnements,  on 
parvient  à  la  même  conclusion  on  éliminante,  entre  les 
deux  équations  (1)  et  (2). 
lîî.  Théorème  de  M.  Chaaïei.  A  une  courbe  algébrique 
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de  degré  m,  on  peut  mener,  analytiquement  parlant, 
«I  (m  —1}  tangentes  paraDèles  ;  le  point  de  nH>yenne  distance 
des  m  (m  —  I)  points  de  contact  reste  le  même ,  quelles  qoe 
soient  les  directions  des  tangentes. 

La  déuKMistration  est  une  conséquence  immédiate  da  pa- 
ragraphe précédent. 

lY.  On  étend  facilement  ce  théorème  aux  plans  tangents 
à  une  surface  ;  soit  F  (x  ,^,  s)  =  0 ,  l'équation  de  cette  sur- 
face ,  et  soient  p^  q  les  coeflBcients  angulaires  qui  détermi- 
nent la  direction  du  plan  tangent  •  On  aura  les  deux  équa- 
tions pJ^%  4-I>«=  0,  qb  x-f-^y  =  ^*>  éliminant  z  et  ^,  on 
paryient  à  une  équation  entre  -r ,  /»,  9  ;  raisonnant  sur  cette 
équation  comme  ci-dessus,  sur  Téquation  (3),  on  en  déduit 
les  mêmes  conséquences. 

V.  Le  beau  théorème  de  M.  Ghasles,  conduit  à  cette  gé- 
néralisation i  dans  une  courbe  algébrique  de  degré  m ,  si  on 
prend  pour  un  système  d'axes  donné,  tous  les  points  où  tous 
les  coefficients  diSérentids  d'un  même  ordre  sont  égaux  à  un 
nombre  donné  ;  le  point  de  moyenne  distance  de.UHw  ces 
points  est  fixe,  quel  <pie  soit  le  nombre.  Lemoyendedémon^ 
stration  est  le  même.  En  effiBt ,  on  peut  toujours  parvenir  à 
une  équation  renfermant  la  relation  entre  l'abscisse  et  ce 
nombre  ;  à  chaque  yaieor  de  l'abscisse  ne  correspondent  que 
m  de  ces  nomlMres,  donc  dans  cette  équati(m  m  est  la  plus 
haute  puissance  à  laquelle  ce  nombre  puisse  se  trouyer  éleré, 
et  à  l'infini  asymptotique,  ce  nombre  est  évidemment  nul; 
donc  les  deux  premiers  coefficients  de  l'équation  ordonnée 
par  rapport  à  l'abscisse ,  renferment  ce  nombre  élevé  à  la 
même  puissance  m;  donc  etc. ,  etc. 

VI.  D'après  la  théorie  de  l'éliminatiOB ,  le  coefficient  A 
ne  contient  que  les  coefficients  de  l'équation  (1)  appartenant 
anx  termes  de  degré  m ,  et  B  ne  contient  que  ces  mêmes 
coefficients,  plus  ceux  qui  appartiennent  aux  termes  de 
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d^g^  m—  1  ;  de  aorte  cpK  pour  lonles  les  lignes  dont  le» 
éqqilUoBft  ont  les  mêmes  termes  d^depè  m  elm  —  1 ,  les 
points  demojenne  distaDce  d-dessas  détemiii^  (V).sont  les 
mêmes.  Or  le  système  des  m  asjnptotes  est  QMd&  ces  ii- 

m.(wn        4  \ 

gD6s;  ces  asymptotes  se  coupent  en  — — — -  polkits;  ce  sont 

les  seols  points  doubles  de  la  ligne  ;  de  sorte  qae  les  droites 
qui  passent  par  ces  points  peuvent  être  considérées  comme 
des  tangentes;  par  conséquent  le  point  fixe  relatif  aux  tan- 
gentes parallèles  est  aussi  le  point  de  moyenne  distance  des 

—  - —  points  d'iotersection  des  asyn^tot^.- 

1  «j» 

Observation.  Il  est  prelque  superflu  d'avertir  que  toute» 
ces  propositions  sont  énoncées  dans  un  sens  purement  ana- 
lytique ;  plusieurs  de  ces  points  peuvent  être  situés  à  Thifini, 
devenir  imaginaires ,  etc.  ;  mafs.  comme  il  s'agit  dé  fonctions 
symétriques ,  ces  circonstances  n'invalident  pas  ces  propo- 
sitions. 

YIP.  Les  m  asymptotes  format  un  polygone  déterminé 

par  9nt— 9  doMées.  Par  conséquent  dans  toute  ligne  de 

degré  m ,  il  y  a  au  moins  2m — 3  fondions  des  coefficients 

qui'  pestent  constantes,  quel  que  soit  le  déplacement  de 

l'origine  et  <fes  axes. 

{La  fin  proehainemeni,) 

NOTE 

sur  la  détermination  du  rapport  n  de  la  circonférence  au 
diamètre  y  par  la  méthode  des  périmètres. 


régent  de  maihémaliqaes  spéciales  aa  collège  de  Pamiers. 

Le  aombre  tz  ,  qui  repcésept^  le  rapport  constant  de  la 
circonférence  au  diamètre,  représente  encore  la  longueur 
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d^ime  circonférenoe  dont  le  diamètre  est  l'unité  ;  ce  nombre 
sera  donc  connu  ri  Ton  parvient  à  calcaler  directement  la 
longnenr  delà  droonCâranoe  dont  le  diamètre  est  Fnnité. 

Poor  résoudre  ce  proUéme,  H  faut  d'abord  résoudre  le 
suivant  : 

Étant  donnés  les  périmètres  de  deux  polygones  réguliers 
de  n  côtés ,  l'un  inscrit ,  l'antre  circonscrit,  calculer  les  péri- 
mètres des  polygones  réguliers  de  2/t  côtés ,  l'un  inscrit  et 
l'autre  circonscrit. 

La  6gure  qu'emploie  Legendre ,  dans  sa  Géométrie ,  pour 
réflondre  te  problème  qui  condnil  à  la  détermÉiatlon  du 
nombre  ic  par  la  méthode  des  surfaeea»  peut  sans  awnne  mo- 
dification nous  servir  à.  résoudre  avssi  celui-ci  f). 

Soit  AB  et  CD  (  /Sgr.  7)  les  côtés  des  polygones  réguliers  iur 
scrit  et  circonscrit  dç  n  cistes ,  AE  et  F6  les  côtés  des  poly- 
gones réguliers  inaorit  el  citcmsqeitdci  SU&  côtés;  vgffAom 
a  et  6  les  périmètres  des  deux  premiers  polygones ,  a!  et  b' 
les  périmètres  des  deux  seconds ,  on  a  évidemment  : 

(1)      a=:nAB=2nÂK,  (2)      à  =  »CD  =  2»CE, 

(3)  fl=2/iAE,  (4)  ^'  =  2/iFG. 

Les  égalités  (1)  et  (3}  donnent  : 

a  :  a!  ::  aK  :  AE 

ou ,  puisque  les  triangle»  AEK ,  FEO  sont  semblables , 

:;EO:FO, 
ou  bien,  à  cause  des  triante  semUaMes  VWl,  FEO, 

::fiE:F£ 
ou ,  en  doublant  les  termes  du  second  rapport , 

::  AE:FG 


(')  M.  Lionnet  donne  le  même  dâmonBtraiion  {Géom.y  p.  tST,  2«  édition);  de 
même  M.  Cirodde  {Géom,,  p.  173).  Tm. 
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oa  encore  : 

::  2nAE  :2nFG, 

ou  enfla ,  à  cause  des  égalités  (3)  el  (4) , 

Cette  proportion  nous  donne  : 

a'  =  l/^.  (5) 

Des  égalités  (S)  et  (4)  on  tire  de  même  : 
6:6'::CE:FG, 
::CE:aFE. 

Doublant  les  termes  du  premier  rapport  et  divisant  les  con- 
séquents par  2»  on  trouve  : 

2b  :b'::  CE:FE; 
d'où 

2b^b':b'::G¥:FE 

011 ,  puisque  FO  est  bissectrice  de  Tangle  GOE , 

::C0  :0E 

ou ,  à  cause  des  parallèles  AB  et  CD  , 

::AO:OK, 
ou  bien 

::OB:OK, 

ou  bien ,  à  cause  des  triangles  semblables  CEO ,  AKO , 

::GE:AK, 
ou  encore 

::  2nGE:2AAK, 

ou  enfin,  à  cause  des  égalités  (2)  et  (1) , 

;:  b:a. 
De  cette  proportion  on  tire  : 

2b:b'  ::  ai-b  :  ai 


d'où 


2ab 
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Les  relations  (5)  et  (6)  permettront  de  cakuler  facilement 
les  périmètres  des  polygones  réguliers  inscrits  et  circonscrits 
de  13 ,  24 ,  48 ,  96 ,  etc.  côtés»  en  partant  des  périmètres  des 
hexagones  inscrit  et  circonscrit  an  cercle  dont  le  diamètre 
est  1  y  qu'on  troove  immédiatement.  Par  suite  on  trouvera , 
à  une  approximation  aussi  grande  qu'on  le  voudra,  la  lon- 
gueur de  la  circonférence  dont  le  diamètre  est  l'unité ,  c'est- 
à-dire  le  nombre  ic. 

On  peut  9  du  reste,  déterminer  une  limite  supérieure  du 
nombre  des  opérations  qu'on  devra  faire  pour  obtenir  une 
approximation  demandée. 

Pour  cela,  nous  allons  prouver  que  fr'—  a'  <  >  (6  ~>  a). 

On  a  y'~  a"  =  V'^  ^6'  =  *'(fc'-  a). 

D'ailleurs, 

Sa6                ab  —  a'       a(b  —  a) 
b''^a  =  — _.  — a= rx  = rT-' 

Donc 

,,,_,,  _  ab'(b-a)         a'\b-^a) 
^  a+b  a  +  b    ' 

d'où  l'on  tire  : 

a'  i 

Or  _^<.,  puisque ^'>û'. 

De  plus,   b>b\   donc   tf  +  fr>a'-fy;  par  suite 

^>l±^.etàfortiori  t±ï>]/âb\  puisque  ta 

moyenne  arithmétique  entre  deux  quantités  est  plus  grande 

que  la  moyenne  géométrique  entre  ces  mêmes  quantités. 

t  / —      aA*  b 
On  a  donc ,  puisque   a:^=iV  ab  ^        '      >  a'  j    d'où 

a!  1 

— r-i  <  :;•  ^  résulte  de  là  que 

b^^a!<\[b^a). 
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On  trooTerait  de  même  ft"—  d'  <  -  (6'—  «')  et  à  rortiwi 

<j{b—'d).  Dmc,  en  général,  en  âppiMnt  n  le  nombre 
de  fois  que  les  formules  (5)  et  (6)  auront  été  employées, 

Il  est  clair  maintenant  que  si  l'on  veut  obtcaîr  le  nombt«  ir 
à  moins  de  --^  près ,  il  suflb^a  de  déterminer  pour  n  un 
nombre  tel  qu'on  ait  : 

d'où  l'on  poom  tirer  n  par  tiktonnement  au  moyen  des  loga- 
rithmes. En  prenant  les  logarillmies ,  il  vient  : 

i»-|-log(6  — a)^Blog»j 

d'où 

^=i  w-f  k)g(6  — g) 
>  log« 

qui  donne  la  limite  dierchée. 

I*  nombre  des  o61és  des  polygones  dont  a  et  6  sont  les  pé- 
rimètres dans  l'application  ttomériqQe  étant  e  ;  celui  des  po- 
lygones dont  les  périmètres  sont  V  et  6' est  « .  3  ;  «doi  des 
SDivants  est  6.2',  et  ainsi  de  suite.  I>onc,en  général ,  oefau  des 
polygones  dont  a,  et  b^  sont  les  périmètres  sera  6.2"= N , 
formule  qui  fera  connaître  le  nombre  N  des  cMés  dès  dMt 
derniers  polygones  auxqn^  U  fan^  s'arrêter. 

AiDte.  Yoir  pour  le  adcul  de  «  une  note  de  M.  Finck 
(G*)m.,  p.  292,  3«é(fit.). 
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THÉORIE  DU  CALCUL  ELÉVIEMTAIIŒ. 

YAA  M.  AMPimm.  {Œuvf  pMthiima.) 

(Suite,  voir  p.  i09.) 


45.  Lorsque  les  deux  grandeurs  qu'il  s'agit  de  coiD|>arer 
sont  à  portée  de  l'être  immédiatement,  on  obtient  facilement 
le  nonabre  cherché»  par  une  opération  très-simple,  et  qui 
coDsiale  dans  ce  qu^'on  appelle  meturer  ;  nous  en  parlerons 
en  son  lieu  avec  tout  le  détail  nécessaire  : 

17.  Mais  si  cetle  comparaison  ne  peut  s'exécuter  de  cette 
manière,  nous  pouvons  sans  la  faire,  en  obtenir  le  résultai, 
en  partant  des  relations  qui  se  trouvent  entre  les  diverses 
grandeurs  qui  existent  dans  un  même  objet,  ou  dans  des 
objets  diflKrents  mais  liés  entre  eux  d'une  manière  quel- 
conque ;  c'est  alors  que  le  but  qu'on  se  propose  ne  peut  être 
atteint  que  par  des  combinaisons  d'idées  qui  surpasseraient 
le  plus  souvent  toutes  les  forces  de  notre  esprit,  sans  le 
secours  des  signes  dont  nous  avons  déjà  parlé,  et  pour  les- 
quelles on  est  obligé  assez  fréquemment  d'avoir  recours  à 
toutes  les  ressources  du  calcul. 

18.  Ufautéclaircir  ce  que  nous  venons  de  dire  des  relations 
qui  existent  enUre  les  diverses  grandeurs,  d'un  même  ou  de 
différents  objets.  Le  calcul  élémentaire  s'occupe  des  plus 
simples^  le  calcul  mpérxeur  les  combine  d'une  manière  par- 
ticulière qui  comprend  tout  ce  qui  dépend  de  ces  sortes  de 
relations,  et  complète  ainsi  le  calcul  él  mentaire^  enfin  le 
calcul  supérieur  est  enlièrement  fondé  sur  des  considérations 
qui  semblent  au  premier  coup  d'œil  entièrement  différentes , 
mais  qui  ne  le  paraissent  plus  autant  à  mesure  qu'elles  sont 

AMH.  Di  MATniM.  IV.  '    li 
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mieux  oonooes  ;  boas  reoyerrons  encore  ici  à  la  lecture  de 
roQYrage  entier,  pour  éclaircir  ce  qne  ces  notions  penrent 
ayoir  d'obscur ,  et  ponr  développer  convenablement  la  diié- 
rence  qn'on  observe  entre  le  calcul  analytique»  et  le  calcul 
synthétique,  dont  la  distinction  est  facile  à  établir  dans 
chaque  sorte  de  calcul  C). 

SO.  La  plus  simple  des  comparaisons  que  nous  pouvons 
faire  entre  deux  grandeurs ,  nous  donne  l'idée  du  premier 
des  nombres ,  désigné  par  le  mot  tin  x  il  exprime  que  les 
deux  grandeurs  comparées  ont  précisément  la  même  valeur; 
ainsi  après  avoir  comparé  la  longueur  d'un  objet  à  celle 
qu'on  appelle  pied ,  et  son  poids  h  la  livre,  si  on  a  trouvé 
précisément  la  même  valeur  à  ces  deux  longueurs  et  à  ces 
deux  poids,  on  exprimera  ce  résultat  en  disant  que  sa  lon- 
gueur est  d'un  pied ,  et  son  poids  d'une  livre,  où  ces  mots 
un,  tifitf,  marquent  évidemment  le  jugement  que  nous  por- 
tons sur  la  manière  d'être  d'une  des  deux  grandeurs,  relati- 
vement à  l'autre. 

21 .  Il  est  à  propos  d'observer  en  passant  que  deux  gran- 
deurs homogènes  de  même  valeur  portent  le  nom  inégales , 
et  celui  d'inégales  quand  les  valeurs  en  sont  différentes. 

Deux  grandeurs  hétérogènes  ne  sont  évidemment  suscep- 
tibles d'être  inégales,  ni  égales.  Quand  deux  homogènes  sont 
inégales,  on  peut  toujours  les  ramener  à  l'égalité  en  dimi- 
nuant l'une  ou  en  augmentant  l'autre  convenablement, 
celle  qu'il  faut  augmenter  pour  cela  est  celle  qu'on  appelle 
la  plus  petite^  l'autre  est  la  pluê  grande, 

22.  Quand  on  représente  les  grandeurs  par  les  différentes 
sortes  de  signes  dont  on  est  convenu  de  se  servir  pour  cela , 
et  que  nous  ferons  bientôt  connaître,  on  place  entre  elles  ce 
signe  =,  qui  se  prononce  égale  ^  pour  exprimer  qu'elles  sont 
égales  9  et  quand  elles  sont  inégales ,  on  se  sert  d'un  de  ceux- 

•*)  Le  s  I»  «naoque.  *  Tm, 
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«•>  ou  <  dont  le  muiat  sifoMte^^M*  nrml.  fHf ,  p{  k 
teeoadplm  pOU  que,  «o  ajrftqf  «où  ^'ei^  Umnmf  IPPJPHn  I« 
pointe  da  côté  4e  la  plus  petite  des  deax.g|i)^|«a^  (•), 

2S.  L'idée  de  l'égl^'lé  i|ç  p^m  p^^Q^  d(|p«ev  qqe.qf^^ 
seul  iMml>re  «i»,  flpjima'eUp  ne  fput  exister  «Qe,  (|'iww  m^, 
mwiièw,  fuis  rien  ne  peiMmetirn  d»>)me94^qQtoii^ 
<!«  ifombica  qui  réfulti^nt  de  te  offlinpviJ«fm  de  ddw  ^m.: 
dojw  inégales,  per(y>ffie  r^n  «e  peM  «p  BWltre  «a»  divenv 
nr^^driq^gaMtés  ime  y<^  p^^^  flftucevflir.  Qo  a'«  dTahwA 
eo  l'jdée  qnp  d'fUHi  nplç  «ytè«e  d«  9(Wl«t«  i  le»  dittrealetf 
«»mtiqw  q^oft  a  fyitfi  def  pw^dé*4B  «ekml,  k  k  d^v 
mioatioa  dea  grand^mf ,  nq  a  fiiU  d^cORrrir  «nceqniwMtit 
t«M  aqtre^  ("}.  Oa  ne  pep)  aTOir  aacan  doate  sur  l'ordre , 
dam  lequel  l'esprit  hamain  s'est  élevé  soccessiTement  k  cet(e 
ooanaiasaiice.  On  rerra  dans  l'explication  qne  noas  aUons 
«n  donner,  qa'ancone  des  ttoi»  premières  espèces ,  les  seules 
<N  aietti  «16  ediiiktfes  des  ancien,  nfa  pu  être  intentée  que 
<ltBS  l'ordre  ofa  nous  allons  les  présenter,  et  la  ^aalrième 
«Bt  one  dèoouT<;pteliq|Knic«te  pmT.^a»mm  en  ignorions 
l'époque.  •      ■  • 

24.  Il  est  ceruin  qne  la  première  sorte  de  comparaison 
qui  ait  été  dite  entre  deux  graudenrs.  est  celle  d'une  quan- 
tité quelconque,  et  d'une  des  unités  quf  entraient'  dans  sa 
eonposition^  c'est  cette  co^iaraivoQ  qui  nous  a  donné  l'idée 
ta  poiQbfes  ef uriftéf  Pfr  ^  i^ptf  dflM»,#row^f»«^«^;  «u,.^ 
«iwrt  |a  si^Çcftion est  oQnnuje  ^  ^t,  l^moait.-.:.-,..-  .... 

85.  Cette  comparaison  offrant  des  plus  grands  av^tagN 

2Sl^i^»."r.**'rT*  •-:««'"*^.  ^pondâ/t»  JSèrdéW: 

«»»«•«.  bUlli«auttelMit  MAI  a'.«c«rd  p.,ir  ti  néju^  TO-  "TtST 
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âttx  homtiies  Tîtant  en  société,  il  n'est  pas  étonnant  qu'elfe 
leur  soit  bientôt  devenue  familière,  et  que  pour  en  exprimer 
toutes  les  circonstances,  ils  aient  donné  à  ces  sortes  de 
réunion ,  le  nom  de  quantUéê,  et  celui  d*unUé  à  chacun  des 
objets  dMt  elks  étaient  composées.  Ainsi  que  nous  Tayona 
déjîi  expliqué,  en  ramenant  ces  deux  mots  à  leur  significa- 
tien  primilive,  on  en  fait  encore  aujourd'hui  un  grand 
usage  dans  le  calcul,  mais  de  nouTelles  idées  en  ont  irien 
allàré  la  signification,  comtno  on  Ta  le  voir  dans  ce  qui  suit. 
Il  est  probable  qu'il  en  a  été  de  même  du  mot  nombre;  il  ne 
s'appliquait  d'abord  qu'aux  seuls  entiers,  mais  il  a  reçu  en 
même  temps  une  signification  de  plus  en  plus  étendue. 

(  La  suiU  prochainemeni.) 

ESSAI 
Sut  la  déterminaiion  ng^oximaUve  de$  roainas  iniagifiairê^ 
.  ^  . .    d^unê  éçwUion  algélniqaei.  au  irw^icen4aiUe. 


—  p.. _ 

répétiteur  à  l'École  polytechniqM. 


I. 

Soit  une  équation 

dont  le  premier  membre/(z)  représente  une  fonction  réelle 
on  imaginaire,  algébrique  ou  transcendante  de  la  yariable  z. 
Basons: 

la  détermination  des  racines  imaginaires  de  l'équation  (1), 
se  ramènera  à  la  résolution  en  nombres  réels  des  deux  équa- 
tions simultanées: 

P  =  0.      Q  =  0, 
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oa  ce  qui  revient  aa  même  ea  considérant  j:  et  ^  comme 
les  coordonnées  rectangles  d'nn  point  variable  par  rapport 
à  deux  axes  déterminés,  à  la  recherche  des  points  commnns 
au  deox  oonrbes 

(2)  P  =  0,      Q  =  0. 

Pour  rappeler  cette  propriété  et  ain  de  simplifier  le  discours 
nous  conviendrons  d'appeler  potnl^  rac%ne$  de  Téquation  (1), 
les  points  d'intersection  des  deux  courbes  représentées  par 
les  équations  (2). 

Cela  posé ,  supposons  que  par  le  théorème  de  M.  Gattcbj, 
on  par  tout  autre  moyen ,  on  soit  parvenu  à  tracer  un  con- 
tour rectangulaire  ACfiDA  comprenant  un  et  un  seul  point 
racine  M  de  Téqnation  (1)  {fig.  A) ,  tous  les  points  de  ce 
contour  seront  en  quelque  sorte  des  positions  approchées 
du  point-racine  M ,  el  il  ne  restera  plus  qu'à  déduire  des 
premières  positions  approchées  ainsi  obtenues  ,  d'autres 
positions  de  plus  en  plus  approchées,  de  manière  à  avoir  la 
position  exacte  si  cela  est  possible,  ou  du  moins  une  position 
aussi  approchée  qu'on  le  jugera  nécessaire. 

Cest  ce  calcul  d'approximation  que  nous  nous  proposons 
de  développer,  nous  emploierons  la  méthode  de  Newton  qui 
est  la  plus  simple  et  la  plus  expéditive  ;  seulement  eoome 
son  application  indéfiniment  prolongée ,  ne  conduirait  pas 
toujours  dans  le  cas  actuel  à  des  résultats  exacts,  nous  la 
modifierons  un  peu;  il  nous  faudra  en  outre  remplir  plu- 
sieurs conditions  analogues  à  celles  que  Fourier  a  données 
dans  ranaly$e  da  équaiùms  déterminées  pour  le  cas  des  ra- 
cines réelles  C). 

C)  M.  Ciucby  à  11  fin  de  ses  leçons  sur  le  calcol  différentiel  s'est  iossi  occupé 
de  la  ractMeattOB  de  la  inéUiode  de  Newton  appliquée  anx  racines  imeginalres  j 
aiaii  les  réialuis  laxquels  il  est  parvenu  sont  en  toot  différents  des  néires. 
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II. 

Gommençonf  par  éponoer  les  oonditioiis  dont  il  s'agit ,  ao 
prooyant  la  possibilité  de  satisfaire  à  cbacnne  d'elles. 

«  Poar  poavoir  procéder  avec  certitude  à  rapproxima- 
»  tion ,  il  snflSt  que  Tane  des  deux  courbes  représentées  par 
»  les  équations  P  ==  c,  Q  =  c'  où  b  et  ir'  sont  des  constantes 
»  quelconques,  ne  présente  dans  l'intérieur  du  contour 
»  ABCbA  [fig.  A),  ni  points  singuliers,  ni  en  même  temps 
»  une  tangente  parallèle  à  Taxe  des  x  et  une  tangente  pa- 
»  rallèle  à  Taxe  des^.  » 

Il  est  clair  que  ces  deux  conditions  peuvent  toujours  être 
remplies ,  à  moins  que  le  point  racine  M  ne  soit  lui-même 
un  point  singulier  des  deux  courbes  P  =  0 ,  Q  =  0. 

Or  je  dis  d'abord  que  Ton  peut  toujours  supposer  que  le 
point  racine  M  ne  soit  ni  pour  Tune  ni  pour  l'autre  des  Àeux 
courbes  P=0,  Q  =  0,  un  point  isolé,  d'arrêt,  multiple, 
de  rebroussement.  En  effet,  si  le  point  M  était  un  de  ces 
points  singuliers  pour  la  courbe  P=0  par  exemple,  on 
aurait  en  ce  point  : 

dP      ^         dP 

maisdel'égalilé 

.   /(x+^V/^)  =  P  +  QV/^. 

On  tire  aisément  : 

.dP__dQ 

^dy  ""       dx' 
on  aurait  donc  : 

5^  =  ^'       S  =  ^' 
et  alors  le  point  M  serait  non-seulement  point  racine  de  l'é^ 
quation  (1)  mais  encore  de  l'équation  dérivée 
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Ce  qat  Yùù  peat  lOQJoan  De  pas  supposer,  car  dans  ca  caa 

le  poiot  radoe  M  se  délernûiie  en  résolTaiit  une  équation 

jioM  simple  qae  Téqnation  (1),  et  liont  le  premier  membre 

est  le  plos  grand  oommmi  dîTisenr  eDtre/(2)  et/^(s),  qaattd 

àk  moinB/{z)  est  algébrique. 

On  Yoit  en  même  temps  qu'en  resserrant  suffisamment  le 

dp         dP 
cootour  ABGDA ,  Vnne  des  deux  équations  j-  =0,  —  =0, 

finira  par  ne  plus  avoir  de  solutions  dans  ce  contour,  alors 
la  courbe  P  =  c ,  et  par  conséquent  la  courbe  Q  =  c\  ne 
prélèntera  plos  de  tangentes  parallèles  à  l'un  des  axes. 

Je  dis  en  second  lien  que  l'on  peut  supposer  que  le  point 
M  ne  soit  pas  un  point  dinflexion  de  Vnne  des  courbes 
P  sO ,  Q  =  é.  En  effet,  si  ce  point  était  en  même  temps  un 
point  d'inOexion  des  deux  courbes  P  =s  0 ,  Q  =  0  ;  on  aurait 
pour  ce  point  : 

dp  \4rl  dxdjr  dx  dy  "*"  dy^  \dx) 

et 

dx'  \dyj  dxdy  dx  dy  "^  dy*  \dyj 

mais  de  l'égalité 

/U+j^V^-l)=P+QV/^, 


on  déduit  : 


dp 

dx  '' 

d-q  _ 

a  —  —- 

dP dq 

dy  rfj:' 


dx'^'dxdy'^      dy"        dxdy""  dy*''       dx'' 
ks  premières  égalités  reviennent  donc  à  : 

d'P  t  /dPy      /rfPy  j  _g  <fP   dP  dP 
dx'  l  W/        \dx)  ]  ~    dxd^  dx  4r  ' 

dxdy  I  \dy)       \dxj  ]~      ^ dx'  dx  dy' 


—  168  — 
d'où  l'on  tire  : 

si  Von  n'a  pas  : 
(l'où  enfin  : 

ce  qu'on  peut  ne  pas  supposer,  car  alors  le  point  M  est  poÎD(- 
racîne  de  l'équation  ^ 

.et  peut  être  déterminé  en  résolvant  une  équation  plus  sim- 
ple que  l'équation  (1),  et  dont  on  obtient  le  premier  mem- 
bre en  cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur  entre/ (z) 
et/"(z). 

Rapprochant  ce  résultat  de  celui  que  nous  avons  établi 
plus  haut ,  il  est  facile  de  conclure ,  comme  nous  voulions  le 
démontrer,  que  Ton  peut  toujours  supposer  le  contour  assez 
petit  pour  que  Tune  des  deux  courbes  P  =  c ,  Q  =  ff'  n'ait 
dans  l'intérieur  de  ce  contour  ni  points  singuliers,  ni  en 
même  temps  une  tangente  parallèle  à  l'axe  des  x,  et  une  tan- 
gente parallèle  à  Taxe  des  y.  Remarquons  en  outre  que 
celle  des  deux  courbes  qui  remplira  ces  conditions,  et  que 
nous  supposerons  toujours ,  dans  ce  qui  va  suivre ,  éire 
P  ss  ^,  ne  présentera  d'un  certain  côté  de  Q  =  0  ni  tan- 
gente parallèle  à  l'axe  des  Xy  ni  tangente  parallèle  à  Taie 
des^  ;  ce  côté  pouvant  d'ailleurs  être  le  même  pour  toutes 
les  valeurs  de  c ,  si  le  contour  est  suffisamment  petit.  Cette 
dernière  propriété  résulte  de  ce  que  la  courbe  P=c  ne  peut 
avoir  deux  tangentes  parallèles  à  l'un  des  axes,  sans  avoir 
en  même  temps  ou  une  tangente  parallèle  à  Tautrc  axe ,  ou 
un  point  d'inflexion. 
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m. 


Les  coDdiiioBs  précédentes  étant  remplies  ^  on  peut  pio* 
céder  ao  calcal  da  point- racine.  Il  favt  ayoîr  soin  seiriement 
de  partir  d'ane  position  approchée  oonvenaUeœent  pboée. 

«  Il  suffit  que  le  point  m  (fig.  B),  qui  correspond  à  cette 
»  position  approchée .   soit  situé  dans  la  concavité  de.  la 

>  courbe  P=:0  et  du  côté  de  la  courbe  Q^O,  eè  les 
»  courbes  P  =r  n'ont  ni  tangentes  parallèles  à  Taxe  des  x, 
»  ni  tangentes  parallèles  à  Taxe  des^  ;  de  plus ,  que  ce  point 
»  m  soit  tel  que  toutes  les  courbes  représentées  par  l'équa- 
»  tion  Pz=cQ,  c  étant  une  constante,  depuis  EMFqui 
»  ctMTespond  à  c=:0  jusqu'à  mlVlH  qui  passe  par  le  point  m, 
»  n'aient  du  côté  de  la  courbe  Q  =:^  0 ,  où  se  trouve  le  point 
»  m,  ni  tangentes  parallèles  à  Taxe  des x ,  ni  tangentes  pa- 
»  rallèles  à  Taxe  des^,  et  que  toutes  les  tangentes  de  ces 

>  courbes  qui  correspoiMlent  à  des  points  situés  du  même 
»  côté ,  allant  rencontrer  la  courbe  Q  =  0  avant  leur  sortie 
»  du  contour,  fassent  avec  les  courbes  P=s=c ,  comprises  dans 
»  ce  eonlonr,  des  angles  plus  petits  que  la  moitié  du  plus  pe- 
»  tit  de  ceux  que  forment ,  avec  la  courbe  P  a=  0 ,  celles  des 
»  courbes  représentées  par  Féquàtion  lP  =  cQ-\'C^,  qni  ont 
»  des  pointa  d'inflexion  dans  le  contour.  » 

11  est  évident ,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'entrer  dans  au- 
cun détail ,  que  ces  nouvelles  conditions  peuvent  toujours 
être  remplies,  en  prenant  le  contour  suffisamment  petit  et  le 
point  m  ftulBsamment  près  de  P  =  0 ,  cl  d'un  côté  conve* 
nabledeQ=:0. 

IV. 

Les  courbes  comprises  dans  Féquation  P  =  cQ  et  dans 
l'équation  P  »  cQ  4-  c. ,.  dont  il  a  ôlé  foestiOD  datas-  le  para- 
graphe précédent,  devant  jouer»  dans  00  qui  va  suivre,  un 


très-grand  rôle,  je  ferai  remarquer  dès  à  présent  deox  de 
learsproprîétés.  Les  premières  courbes  passent  par  les  pointa 
communs  aux  deux  courbes  P  =  0,  Q^^O;  etles pre- 
mières» comme  les  secondes,  coupent  sous  des  angles  «on* 
stanis  ayant  pour  tangentes  ±  c  toutes  les  couAes  P  s=  c' 

et  sous  des  angles  constants  ayant  pour  tangentes  db  -  toutes 

c 

les  courbas  Q  =  c".  Ces  deux  propriétés  sont  tmp  timplea 

pour  que  nous  nous  arrêtions  à  les  démontrer. 


Revenons  maintenant  au  calcul  du  ]j»6intHÎidne  ik. 

Soient  ay  blés  coordonnées  de  ce  point ,  « ,  p  celles  du 
point  m,  qui  représente  la  première  position  a^todièè ,  et 
pcosO,  p 8in 9  les  différences  a  — a,  b — p^  detéllesorte 
que  p  soit  la  distance  des  deux  points  m  et  M ,  et  6  Vangle 
positif  que  la  droite  mM  fait  avec  la  partie  positive  de  Taxe 
des:r  ; 

Nous  aurons  d*abord  : 

/(a  +  pcosô,(p  +  psiaô)V/^)=Oi 
d'où,  en  posant  : 

/(a  +  pCOSÔ,  (p+p»in«)  |/:ZT)  =*:^  (p)  +^}i  (p)  i/ZIT, 

il  vient  ; 

f(p)==0,      +(p)ti:0, 
UO  : 

9(0)+V{«,p)p=o,   +«>)++'(•.,  p)p«^> 

s  et  s,  étant  deux  nombres  indéterminés  compris  entre  0  et  i  • 
Posons,  conformément  à  la  méthode  de  Newton  .- 

les  deux  deraMm  équaftions  deviendront  : 

?(0)  +  f'(0)  p==:o,   ^(o.)4y(0)p  =  o, 
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d'oà: 

éqoatioiis  qui  font  snooÉMyement  coniMftpe  0  et  jp. 

Examinons  À  ces  yaleurs  conduisent  à  une  pesition  du 
point-ncine  plus  «pprocbée  que  ceUe  d'où  l'on  est  parti. 

vi. 

Mettons  d'abord  les  équations  (3)  sous  une  autre  forme. 
Reprenons  Tégalité  s 

/(jf+;r»/^=/.(^>  J^)+/.(^,  J^)\/=î  =P+Q  \/=ï» 
et  posons  en  outre  : 

nous  aurons  éTidemment  : 

?(p)  =  /.(«  +  P«»9,  P  +  P8ine), 
+(p)=/.(«+P«»«.  P +  ?«•>»), 

*  »^=       ^(,+  pco»6) «**+       ^tf  +  prine—  ""•' 

d'où 

les  équations  (3)  reviennent  donc  à 

...  A  B 

-y-cose-f -jzsine  -r  c9  +  -jinne 
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VII. 
Noos  tirons  maintenant  de  l'égoation  (4)  : 

d'où 


d'où 


-1 

dx 

ooaO-l 

4 

d? 

8ine  = 

4 

0, 

tang» 

=  — 

Telle  est  la  valeur  de  e  ;  on  peut  donner  à  cette  yalear  une 
interprétation  géométrique  assez  remarquable.  «  Elle  est 
»  égale  à  l'un  des  deux  angles  positifs  que  fait  avec  la  partie 
»  positive  de  Taxe  des  x,  la  tangente  menée  par  le  point  (a,^), 
»  à  la  courbe  dont  l'équation  est 

»  ~  =  ^     on      P  =  —  0.  » 

Q      B  B^ 

11  est  dair  d'ailleurs  que  de  ces  deux  angles  positifs,  on 
doit  prendre  celui  que  fait  avec  la  partie  positive  de  l'axe 
des  j:  ,  la  portion  de  la  tangente  dont  il  s'agit,  qui,  parcourue 
en  partant  du  point  m,  tend  à  s'approcher  du  point  M  ;  nous 
avertissons  une  fois  pour  toutes,  que  dans  ce  qui  va  suivre 
nous  représenterons  toujours  ce  dernier  angle  par  0. 

f 
VIII. 

Occupons^nous  eu  second  lieu  de  la  valeur  approchée  de  p 
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Noos  deTTîoiis  d'abord  nras  demander  aï  calie  Yaleor  esl 
posiliTe  comme  la  Taleor  exacte  $  oiaii  pour  ne  paa  entraver 
notre  marche,  mm»  snppoaeroos  qu'il  en  toit  aiosl,  bous 
reTieDdrona  dans  la  suite  sur  ce  point  important. 

Appelons  r,  celai  des  deax  angles  positibqne  fait  avec  la 
partie  positiTC  de  Taxe  des  x,  la  tangenla  an. point  jusa, 
/s:pdelaooarbeP=:A,poarleqael  sin (e  —  fj  est  posi- 
tif ;  la  Yaleor  de  p  écrite  ci-dessos  deviendra 

±A 


P  = 


\/(i7+(*)"-'-'^' 


k  signe  =k  étant  celai  de  A,  afin  que  le  second  membre  soit 
pontif.  Foor  savoir  maintenant  si  le  point  qai  correspond  à 
la  seconde  position  approchée  est,  comme  celui  d'où  Ton  est 
parti ,  sitné  dans  la  concavité  de  la  courbe  P  =  0 ,  voyons  si 
la  vdeor  approdiée  de  p  est  plus  petite  que  la  partie  mm,^ 

ifg.Vj  deÏBL  tangente  à  la  courbe  P  =  ^  Q  f  menée  par  le 

pointx=:a^^=s|3,  et  comprise  entre  ce  point  et  la  courbe 
P  =  0.  {La  suite  prochainemeni.  ) 


SUR  LA  DITISIBIUTE  DES  NOMBRES. 


VA»  X.  AMML  VWLMMËOm, 

répéttlaor  (TanilyM  i  l'École  polyteebniqQe. 


L'ingéniense  méthode  donnée  par  M.O.  R.  (p.  8i,  t.  lY), 

n  Dm  i«  feeond  membre  de  celte  égalité,  0  a  la  ligniScation  qae  nom  lui 
aroBs  dosnée  à  la  Sn  du  S  précédent. 
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pour  Térifier  certains  dîYisenn,  est  susceptible  d'extenskm 
comme  û  suit. 

«  Soit  A  un  nombre  D  composé  4e /i  + 1  tranches  de  a 
a  thifffUf  n  un  facteur  queleon^pie  par  lequel  on  multiplie 
«  lajHnamMv  ttemehe  à  draUe;  si  on  ajoute  à  ce  produit  la 
»  ùmncka  miiomUei  si  on  muitipHe  ce  résultat  par  n,  qu'on 
»  ajoute  à  oe  seoewi  produit  la  irûisiéme  tranche  ;  qu'on 
«  r^iéte  la  m^me  opération  jusqu'd  la  dernière  tranche  à 
»  jfoifcAa;  etqn'ondéiigneparn^  le  dernier  résultat  de  ces 
»  cpiératiQi»,  la  divislMlHé  de  A  par  un  diviseur  quelconque 
»  de  iO'.  n  —  1  dépendra  de  R. 

»  Si ,  au  lieu  de  procéder  uniquement  par  addition,  etc., 
»  la  divisibilité  du  dernier  résultat  (4>tenu  R,  par  un  di- 
»  viseur  de  iO'./t  -{- 1,  s^ra  la  même  que  eelle  de  A.  » 

Au  moyen  de  cette  extension ,  pn  pourra  vérifier  oertMoa 
diviseurs  par  un  calcul  plus  simple  que  si  on  s'en  tepait  à 
la  distinction  du  nombre  en  tranches  d'un  sepjl  chiOre*  Pour 
en  donner  une  idée ,  je  supposerai  seulement  qu'ofi  adq^fe. 
la  division  en  tranches  de  deux  chiffres;  alors  on  pourra 
vérifier  par 

I»  *  1  les  nombres  S  et  ii,  diviseuri  de  loo.»— i  el  lOi,  diviseur  de  too»  + 1, 

*  — 3  IS,2S  T,43 

«  —  *  S.T,I9  401 

*-4  .         *»  S,I6T 

Si  on  se  borpaità  \^  divisiofi  eii  tn|i|c|i^  d'up  wi)  chiAc 
il  faudrait  adopter  le  multiplicateur  7  pour  vérifier  le  di- 
viseur 23  ;  etc. 
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ssaBsaBHaKB^sssssBïs 


NOTÇ 
Air  fei  Palpaneê  réffulien  %n$er%piible$j 


1 


On  sait  dans  les  éléments ,  inscrire  les  polygones  régulier» 
dont  les  nombres  de  côtés  sont  représentés  par  les  trois 
f<M*mules 

2*,    3.2»%    5.2*^ 

Correspondant  k  4m  af«s  mai  soqt  d^  (laetioiis  de  1^  circon^ 
féreoce  représentées  par 

1       -J-  1 

2*'      3.2«'*      5.2*'' 

et  Ton  obtient  «qe  quatrième  çlfuue  d'a^fia  soii%*teA4aot  ka 
côtés  d'une  dw^  çorreapondunte  de  «pljgpQf;»  régoliera, 
repré^enl^  pfur 


3.5.2*' 


en  faisant  nne  soustraction  -  —  tt  ,  ou  r-;:  —  r-rde  deux 

vm  d(oiiiaoqnTaMUeinQntdi«)  toa  to^  i«re»iér9fi  fpraïqlfis* 
Ife  pMrmithao|iaa ,  par  une  opémtim  aoatotw  eVeOiée 
sur  lus  aroa  oofapria  dans  te  <|<Nilrft  formitaB  que  mm 
avons  citées  I  tomber  sur  une  nouyeUe  loriwle,  sur  nue 
nouYélle  série  de  polygones  ne  rentrant  pas  dans  ceux  que 
déjà  Ton  saif  inscrire?  Il  est  évident  d'aTanoe  que  le  résultat 
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ne  donnera  rien  de  nouveau,  car  on  aurait  signalé  cette  re- 
marque si  simple  dans  tous  les  ouvrages  élémentaires ,  en 
raison  de  son  importance .-  mais  deux  mots  suflBsent  pour 
démontrer  l'inutiliié  de  cette  espèce  de  considération ,  dans 
la  recherche  qui  nous  occupe. 

En  généralisant,  il  suffit  d'examiner  si  la  somme  algé- 
brique : 

""2*       3.2»'       5.2»'        3.5.2»'" 

donnera  un  arc ,  qui  soit  ou  une  partie  aliquote  de  la  circon- 
férence encore  inconnue,  ou  un  multiple  d'une. partie  ait- 
quote  inconnue.  Or,  en  réduisant  au  plus  petit  dénominateur 
commun,  et  faisant  la  somme,  on  aura  un  certain  numéra- 
teur et  un  dénominateur  qui  ne  contiendra  pour  facteurs 
premiers  que  3  et  5  à  la  première  puissance ,  et  2  à  une  cer- 
taine puissance  ;  la  firaction  sera  de  la  forme 

N 
3.5.2*' 

et  en  la  réduisant  à  la  plus  simple  expression,  comme  on 
ne^  pourra  que  supprimer  des  fiaicteurs  au  dénominateur, 
sans  en  introduire  de  nouveau ,  on  n'aura  ainsi  qu'un  arc 
multiple  de  l'un  des  arcs  compris  dans  les  quatre  grandes 
chsses  que  nous  avons  citées. 

Cette  opération  n^est  inutile  que  par  la  nature  de  ces 
quatre  classes  d'arcs.  En  effet,  on  sait  que  les  beaux  travaux 
de  M.  Gauss  ont  permis  la  division  de  la  circonférence  en  17 
parties  égales  ^  et  ploa  génératomenlen  un  nombre  de  parties 
égaleB  représeMé  par  2*-+- 1  /si  2*-{- 1  est  un  nombre  pre- 
màÊit,  sans  se  servir  d'âutres^inslnimeBte  que  de  la  règle  et 
du  compas.  Or  prenons  : 

5-T7=85'    »"»'0"«™^»«^^    g5' 


-  i77  — 

et  OD  saura  constroire  Tare  du  polygone  de  85  côtés.  On  en 
tTDUYerait  d'autres  par  le  même  moyen  ;  mais  ce  qu'on  peut 
affirmer,  c'est  que  jamais  on  ne  tombera,  par  unetelleopéra- 

tion,  sur  un  arc  tel  que  -,  —,  7,  li....  étant  des  nombres 

premiers  qui  n'entrent  pas  dans  les  dénominateurs  des  arcs 
que  l'on  a  déjà  trouvés.  La  possibilité  de  tomber  sur  un 
nouvel  arc  tient  à  la  nature  particulière  de  la  grande  classe 
des  arcs  de  M.  Gauss, 

t 

IMe.  Par  la  théorie  des  fwmbrei^  T  immortel  Gauss  nous 

a  appris  à  construire  géométriquement  Tare  -^  .       ,  k 

est  un  nombre  impair  quelconque;  p  un  nombre  entier 
quelconque  ;  et  it  un  nombre  tel  que  â*"-}-  i  soit  un  nombre 
premier.  Or,  de  quelque  manière  qu'on  combine  par  voie 
d'addition  ou  de  soustraction  de  telles  fractions,  on  a  toujours 

pour  résultat  une  fraction  de  la  forme  -^,  où  P  représente 

le  prodoit  de  nombres  preipiers  chacun  de  la  forme  2^-^! 
(t.  III ,  47,  Lenune}  i  ce  sont  donc  les  seuls  arcs  qu'on  puisse 
construire;  ce  qui  exdat  7,11,  13,  etc.,  et  avant  cette  dé- 
couverte, on  ne  savait  construire  que  les  trois  cas  n  =;^  0, 
11  =  1,  n  =  2. 

On  voit  donc  que  la  possibilité  de  diviser  la  circonférence 
en  parties  égales  tient  encore  à  ce  qu'on  peut  toujours  sa- 
tisfaire en  nombres  entiers  à  l'équation  ax  —  by  =  i^ 
lorsque  a  et  ^  sont  premiers  entre  eux  ;  il  existe  une  liaison 
singulière  qu'on  rencontre  partout,  entre  les  propriétés  des 
nombres  premiers  et  celles  de  la  circonférence.         Tm. 


àmn.  DB  M ATBiM.  IV.  1 3 
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DEMONSTRATION 


Du  ihéarême  de  M.  Choiles  sur  ks  (angenteÈ  parallèles  ei  les 
plans  Imymli  paraUèleê;paimls  4e  «oyviifM  diêêamê. 

(Md,  voir  fa««iss.) 


IX.  Soit  une  ligne  plane  du  degré  m  ei  ane  droile  située  . 
danB  son  plan;  d'un  pojot  P  pri»  sur  la  droite»  on  peut 
concevoir  qu'on  ail  mené  m(m^—  f  )  tangentes  à  la  ligne  de 
degré  m  ;  toit  C  le  point  de  moyenne  dislance  des  m  {m —  f  ) 
points  de  eontact;  en  faisaqt  varier  le  polal  P  sur  la  droite, 
le  Keu  géométrique  du  point  G  décrit  une  Kgne  qui  pMepar 
le  point  de  moyenne  distance  des  tangentes  parallèles  ;  ca^*  on 
peut  supposer  le  point  P  transporté  à  Tiafini.  Lorsque  la 
droite  entière  se  transporte  à  l'infini  ^  la  ligne  des  points  C 
se  réduit  à  un  point  unique. 

SimssS,  le  lien  du  point  C  e^t  encore  wie  conique  sem- 
blable à  la  conique  donnée  et  passant  par  sou  centre. 

X.  Lbmmb.  Étant  données  n  cbreonftrences  situées  dans  un 
même  plan  ;  menons  dans  chaque  circonférence ,  un  rayon 
parallèle  à  une  droite  variable  de  direction  ;  le  lieu  géomé^ 
trique  du  point  de  moyenne  distance  des  eitrémités  des  n 
rayons  est  une  civoeafésence ,  ayant  peur  centre  le  peint  de 
moyenne  distance  des  n  centres ,  et  pour  rayon  la  somme 
algébrique  des  rayons  divisée  par  n  ;  donnant  le  même  signe 
aux  rayons  dirigés  dans  le  même  sens  et  le  signe  opposé  aux 
rayons  dirigés  dans  le  sens  opposé. 

Défncnstraiùm.  Si  la  proposition  est  vraie  pour  n  circon- 
férences ,  il  est  facile  de  s'assarer  qu'elle  a  lieu  aussi  pour 
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n^i  drcoofér^nçes ;  or  ^e  eit  érid^nte  poi^r  deax  cir- 

Corollaire.  Si  k  somme  algébrîqae  des  rayons  e^  nulle, 
le  iHMiit  de  mqyeDne  disi^fic^  r^te  fixe,  çt  vice  vçr$^. 

%I.  Tbioréim.  Diin^  mielig^e  plane  de  degré  m^  la  Bç/ffoson 
dgébriqpe  des  m  (m—  1)  rayons  de.  courbure  çorres^pon^nt 
aqi(  m  (m  —  1)  points  de  coi|l)ipt  de  lai|gepte«  par^UMet ,  est 
onlle. 

.pàfKMufra^im.  C'est  une  pon^i)|mc^  dp  tli^Qrâtqi^  fit 
M.  Chasles,  et  do  lemroe  v^^céàwU  Car  ^^  çerde  de  ççmr- 
bnr^  9  d^u  tangentes  înfinjmfQ^rfppfocbée^,  ep  €oqi(qan 
a?fc  lu  ooorbe. 

ÇoroUaire.  R  étant  le  rayon  de  oourbiire,  lf$  axes  étapt  rec- 
tangulaires, on  a  R=  M +^r  (^)    ;  oraux  m(/ii—1) 

points  deconlad  des  tangentesparallèles,  le  facteur  (  t+^.)* 
est  une  quantité  constante ,  la  somme  des  m  {m —  1)  rayons 

àft  eonvbura  est  nulle  ;  doue  aussi  la  sovmede^  (  ^>  j    e«t 

nnlle. 

Xn.  Théorème.  Dans  une  courbe  plane  de  degré  m ,  si  à 
partir  de  chacun  des  m  (m  —  1)  points  de  contact  des  tan- 
gentes paralMes ,  on  porte  sur  la  normale  correspondante  » 
et  dans  le  sens  du  rayon  de  courbure,  /»  fois  le  rayon  de 
courbure  \  p  étant  un  nombre  positif,  on  obtient  m  (m-*-  i) 
points,  extrémités  de  ces  normales  $  leur  point  de  moyenne 
distance  est  le  même  que  celui  des  points  de  contact. 

DémonUratUm,  Soit  âf  Tabscisse  dq  point  de  contact 
(axes  rectangulaires} ,  R  le  rayon  de  courbure  ;  X  l'abscisse 
de  l'extrémité  de  la  longueur  pK  portée  sur  la  normak ,  on 

a  X— jp'=/>  M  +  Tn:î)(  J^)    »*^  somme  des /w{m—i) 

fators  du  ieew4  nienbre  e9t  mile  -,  dpv¥:  la  fonune  <Kl 
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m  (m  —  1)  valeurs  de  X  est  égale  à  la  somme  de  m  {m^X) 
yalears  de  x'\  il  en  est  de  même  poor  les  ordonnées, 
donc,  etc.... 

Corollaire.  Faisant /'=ij  on  voit  que  le  point  de  moyenne 
distance  des  m(m— 1)  centres  de  eomrbnre,  est  le  même  que 
celni  des  points  de  contact;  propriété  signalée  par  M.  Do- 
hamel  et  dont  le  théorème  précédent  n'est  que  la  générali- 
salion. 

ObêervaUan.  Ce  théorème  subsiste  même  pour  des  droites 
menées  par  les  points  de  contact  sous  une  direction  donnée. 
XIII.  Le  lemme  X  est  un  cas  particulier  de  cette  |n*opo- 
sition  de  mécanique.  Soient  un  nombre  quelconque  de  cir- 
conférences situées  dans  le  même  plan;  que  chacune  soit 
parcourue  par  un  point  matériel,  avec  une  vitesse  uniforme 
représentée  respectivement  par  le  rayon  du  cercle,  le  centre 
de  gravité  de  ces  points  décrit  une  circonférence ,  avec  une 
vitesse  unifcnvie  égale  à  la  résultante  de  toutes  les  vitesses 
simultanées,  divisée  par  le  nombre  des  points  matériels;  cette 
résultante  transportée  à  nn  centre  de  gravité  est  une  tan- 
gente à  la  circonférence  décrite  par  ce  point ,  et  le  rayon  est 
égal  à  la  résultante  divisée.  Pour  trouver  la  position  de  la 
droonCàrence  relativement  à  la  tangente,  il  suflBt  de  trans- 
porter au  centre  de  gravité,  les  rayons  timulkmés^  et  les 
considérant  comme  des  forces,  la  résultante  donne  la  direc- 
tion du  rayon  de  la  circonférence  décrite  par  le  centre  de 
gravité. 

Cette  proposition  est  fondée  sur  ce  que  le  centre  de  gra- 
vité se  meut  à  chaque  instant  comme  si  toutes  ces  forces  y 
étaient  appliquées,  etees'forces  sont  représentéea  par  les 
rayons  des  cercles  (II ,  241).  ^ 

M.  Ossian  Bonnet  m*a  fait  remarquer  que  cette  proposi- 
tion  n'est  elle-même  qu'un  cas  partieulier  d'un  théorème 
d^Euler.  On  sait  qu'un  point  matériel ,  soumis  à  une  force 
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attractive  dirigée  vers  un  point  fixe  ea  raison  directe  de  tai 
distance  et  ayant  reçu  une  impulsion  primitife ,  non  dirigée 
▼ers  cette  distance,  un  tel  point  décrit  one  eUipscj  si  plu- 
aieiirs  ellipses  sont  décrites  de  cette  manière ,  le  centre  de 
l^ravité  de  ces  points  décrit  aussi  une  ellipse.  C'est  le  théo- 
rème d'EuIer. 

XIY.  Problème.  Étantdonnée  une  lignede  degré  m,trouver 
l'équation  d*ane  seconde  courbe  telle  que  si  par  un  quel- 
conque de  ses  points,  on  mène  m  {m — 1)  tangentes  à  la 
première  courbe ,  il  y  en  ait  au  moins  deux  qui  fassent  entre 
elles  un  angle  donné. 

SoluHan.  Soit  F{x,y)  =  0^  l'équation  de  la  première 
courbe,  rapportée  à  des  axes  rectangulaires;  x",  y,  a:",  y\ 
étant  les  coordonnées  de  deux  points  de  cette  courbe,  oq  a 
les  équations 

F(j/,/)  =  0,       (t);  F(x".jr'')  =  0,       (2). 

Les  équations  des  tangente^  qui  passent  par  ces  points  sont 

j^-y«^(^-^'),   (3);  û^-:r"=%i{^-^)Wi 

a  étant  la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  formé  par  ces 
deux  tangentes ,  on  a 

éliminant  a^^y^  ^\y\  entre  les  cinq  équations  (1),  (2) , 
<3) ,  (4) ,  <5)  ;  le  résultat  est  Téquation  de  la  seconde  courbe 
cherchée  et  dont  le  degré  ne  s'élèye  pas  au-dessus  de 

XV.  Soit  M  un  point  de  la  seconde  courbe  et  N ,  N',  deux 
points  de  contact  des  deux  tangentes  menées  par  M  à  la 
première,  et  formant  un  angle  dont  la  tangente  ==:a;  soient 
R,  R'  les  deux  rayons  de  courbure  en  N  et  N',  et  I  le  mi- 
lieu de  la  corde  NN',  point  de  moyenne  distance  des  poinls 


—  182  — 

N  ef  N'}  ce  pDint  tarie  avec  le  poi&t  M ,  et  décrit  nue  œr* 
tàine  o6ttrbe  âbnl  il  est  ftitile  4e  tronter  la  taageirte  et  le 
rayon  de  ocMlrbol^e.  Si  M.  4éftigne  tan  autre  ptNnt  de  la  ae- 
Goode  côarbe ,  et  N, ,  N/  les  point»  de  contact  ooirreaiwa- 
dàtttb  sor  la  preoitère  eonrbe,  l'angle  dea  deux  tangentea 
M^,  M.M,  est  égal  à  l'angle  des  deux  tangentet  MN',  M,N'.; 
l'arc  MM.  eift  infiniment  petit ,  les  ares  NN. ,  N'N'^  de- 
viennent aosii  infiniment  petits ,  et  les  angles  de  oontitagmoe 

'.    .  •  A  ^       NN.      N'N'. 

elant  égaux  pour  ces  deux  arcs ,  on  a  donc  -^  =  "STf 

les  points  N  et  N'  se  meuvent  donc  aur  leurs  oerdes  de 
conrbore  proportionnellement  aux  rayonade  courbure;  en 
vertu  de  la  proposition  XIII ,  on  pourra  dont  oooaCruilre  le» 
tangentes  et  les  rayons  de  courbure  de  la  ligne  décrite  par  le 
point  I  milieu  de  la  corde  NN'. 

En  général,  si  n- points  matériels  se  meuvent  sur  la  môme 
courbe  plane ,  ou  sur  des  courbes  différentes  situées  dans  le 
même  plan,  avecdes  vitesses  telles  que,  prises  simultanément, 
elles  soient  respectivement  proportionnelles  aux  rayons  de 
courbure ,  on  pourra  construire  pour  chacune  des  positions 
simultanées  des  points,  la  tangente  et  le  rayon  de  courbure 
de  la  ligne  décrite  par  le  centre  de  gravité  du  système. 

XVI.  Théorèmede  H^aring.  Soit  Pm+P«-,  +  R  =s  0 , 
l'équation  d'une  ligne  de  degré  m.  Pm  renferme  tous  les 
termes  de  degré  m;  P^-i  laa  termes  de  degré  m — 1  eC  R 
les  autres  termes.  Soit  de  méine  Q»  +  Q»-!  -f  S  =s  0,  Té- 
quation  d'une  courbe  plane  de  degré  n;  ces  deux  Ugnea  se 
coupent,  généralement  parlant,  en  mn  points;  le  point  de 
moyenne  distance  de  ces  mn  points  est  le  même ,  queh  que 
A)ient  R  et  S. 

Démmuiraiùm.  Le  résultat  de  l'élimtnation  dey  entre  les 
deux  équations  est  delà  forme  Ax*^+Rr"^'-Hstc.«d.  Or, 
dans  A  et  B  n'entrent  que  les  coefficients  qu'on  rencontrait 
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I  P«  et  P111-.1 ,  Q»  y  Q«-.i  ;  car  ri  Ions  ks  oodBdênta  qui 
«ntreiil  dans  Vm*^^  R,  Qn^i ,  S»  devimiMat  mIi,  les mn 
^riiean  de  <r  defiemenl  nulles;  A  m  pMt  doilc  retoCmiuir 
qae  to  ooeficieats  ^  entraiA  dtas  Pi*  et  Q* ,  et  d'qrtés  le 
priaeipe  de  rhonK%éiiéité,  B  ne  peat  renreiiBer  fM  ots 
mêmes  ooeffidento  combinés  avec  cenx  de  P«i^i ,  Q*^i ,  et 
«insi  de  suite ,  donc,  etc. 

Rêmarfue.  Cette  proposition  d'une  extrême  fécondité  est 
énoncée  (p.  55),  dans  les  Prôprîeloles  algdniearum  eurva- 
rwn ,  édition  de  1773 ,  la  première  édition  est  de  1762;  cet 
oavrage  important,  pen  connu ,  contient  une  foule  de  théo- 
rénMs  géométriipies^  qu'on  a  réinyantés  dans  ces  derniers 
temps.  C'est  ainsi  que  dans  une  courbe  de  degré  m,  Waring 
cherche  (prob.  XY)  l'éqnation  qui  a  pour  radnes/y  rayons 
▼ecteurs ,  partageant  la  circonférence  décrite  de  l'origine 
comme  centre  eup  parties  égales;  il  étaUHdes  théorèmes 
sur  la  somme ,  le  rectangle  de  ces  rayons ,  etc. 

En  général ,  la  Oiéorie  de  Télimination  et  celle  des  fonc- 
tions symélviqnes  fournissent  un  nombre  inépuisable  de  pro- 
priétés géométriques;  Waring  en  énonce  quelques-unes ,  et 
il  ajoute  qu'on  peut  facilement  en  trouyer  une  foule  d'au  • 
très  :  analyiica  enim  probUma  facile  in  geometrica  tranêfar^ 
mari  pomni  et  tnee  versa  geomeêriea  in  algebrmita  (p.  5*^  » 
nous  ne  dterons  de  lui,  qu'une  transformation  de  ce  dernier 
genre. 

Soient  a,,  ^.9  'sv-  ^«  ^  quantités  quelconques,  on  a 
toujours  cette  identité  : 

Waring  déduit  cette  identité  d'une  propriété  de  la  parabole 
(p.  117),  il  serait  intéressant  de  l'établir  analytiquement. 
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Xyir  D*aprèsles  pJrindpesdeMfaring,  il  esl  aisé  de  dé- 
montrer le  théorème  suivant  :  s(^tPiii4'Pfl»-i+Piii.-rfR«0y 
l'équation  d'une  ligne  de  degré  m  ;  si  en  un  point  pris  dans 
le  plan  de  la  courbe,  on  mène  m(m— I)  tangentes;  le 
point  de  moyenne  distance  des  m  (m — i)  points  de  contact 
reste  le  même,  quel  que  soit  R. 

XVIII.  Problème.  Trouver  les  équations  du  mouvement 
d'un  point  matériel  assujetti  à  parcourir  une  conique  donnée 
avec  une  vitesse  proportionnelle  en  chaque  position,  au 
rayon  de  courbure  correspondant  à  cette  position. 

Soil^*=2/»a:-|-«j:*  l'équation  de  la  coniqne  ;  axes  rec- 
tangulaires. On  a  donc,  d'après  la  condition  du  problème, 

ds  kds^ 


dt  dxd^y 

k  est  un  nombre  donné,  on  a 


,,  ,      -  1  dxdy  ' 


•♦'  ^  y*  —    y* 


d'où 


dt——  '^  dr-  -         ^'^ 


*   l/nr*+m'.[(l+n)j''+/»']' 

m    dy  \  Y 

Pour  la  parabole  n=0,  et  A=-r  ,  ,     ,»  fc=7arctang=— , 

ky  -(-wt         k  m 

on  suppose  qu'à  l'origine  r  =  0 ,  ou  bien  y=zm  tang  ht , 

Observation.  En  développant  une  courbe  de  manière  que 
la  vitesse  angulaire  do  fil  reste  constante,  alors  la  vitesse  à 
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rexlrémilé  du  fil  est  proportionnelle  à  la  longucar  do  fil  « 
00  an  rajOQ  de  courbure  de  la  développante. 

XIX.  Noua  devons  ajouter  au  théorème  énoncé  au  para- 
gra|Ae  V ,  qu'une  ligne  du  degré  m  ne  saurait  avoir  plus  de 
m  {m — l)(2/i  —  1),  ou  les  coefficients  des  différentiels  de 
Tordre  n  soient  égaux  à  une  quantité  donnée.  ' 

XX.  Soit  P«+*P«-i  +  5'P«-2;+*«Pti-i...  J«Po  =  0, 
Féquation  d*one  ligne  de  degré  m ,  où  5  est  un  nombre  quel- 
conque, et  soit  de  même  Qii+5'Qi,-i4-é',Qn_2+. . .  5»Q.«=0, 
l'éqnatioD  d'une  ligne  de  degré  n  ;  éliminant  successivement 
X  eij'^im  obtient  d'après  le  théorème  de  Waring,  les  deux 
équations 

Aor*-  +  Bx*"-'  +  etc.  =  0 , 
A>-^  +  By-"-'  4-  etc.  =  0. 

A,  A'  renferment  les  coefficients  de  P..  et  Q»  ;  B  et  B'  les 
coefficients  linéaires  de  #  et  s',  et  à  l'aide  des  fonctions  algé- 
briques, on  dédoit  beaucoup  de  propriétés  géométriques  sur 
les  intersections  d'un  système  de  lignes  semblables  et  sem- 
blablemeot  situées ,  relativement  à  l'origine  avec  un  système 
analogue  d'autres  lignes;  entre  autres  sur  le  lieu  du  point 
de  moyenne  distance ,  qui  décritune  droite,  en  faisant  varier 
s;h  théorie  des  diamètres  de  Newton  est  un  cas  particulier  ^ 
car  on  système  de  lignes  parallèles  est  toujours  un  système 
de  lignes  semblables  et  semblablement  situées  relativement 
à  Torigine,  etc. 

OÔMToaMofi.  M.  Liouville  a  traité  les  mêmes  matières 
dans  un  beau  mémoire  (t.  YI ,  p.  345) ,  où  l'habile  ana- 
lyste généralise  un  théorème  du  célèbre  M.  Jacobi  ;  théo- 
rème qui  est  une  primiière  généralisation  d'un  théorème 
d'Euler.  Nous  reviendrons  Unlessus ,  en  traitant  des  asymp- 
totes et  après  avoir  donné  le  parallélogramme  de  Newton , 
base  explicite  ou  implicite ,  de  toutes  ces  propositions. 

Tm. 
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SOLUTION  DU  PROBLÈME  91  (page  55), 

VAB.  M.  B.  FAUaX. 


Ce  problème  doit  être  rectifié  ainsi  (*)  : 

Fij.  18.  Si  le  côté  ABdU  fviaigle  donné  ÂBG  est  iDserit 
dMn  l'angle  (<rj^)  fixe  MON^  l'iocliiiaisoa  da  plah  dki  triangle 
sur  le  plan  MON  étant  donnée^  le  lien  dû  point  C  dans  l'espace 
est  une  ellipse  dans  laquelle  la  somme  algébrique  des  dMii^ 
axes  est  égale  au  diamètre  du  ce^de  circonscrit  au  triangle 
OAB 

Le  poiiit  C  étant  assujetti  à  se  mouvoir  dtts  tin  plan  paral- 
lèle au  plan  MON ,  la  courbe  décrite  par  ce  point  se  pro- 
jette en  Traie  grandeur  sur  le  plan  donné.  Or,  si  j'abaisse 
CD  perdendlcndaire  sur  le  plan,  il  est  facile  de  ?oir  qaele 
point  D  est  invariablement  lié  à  la  droite  AB  ^  soii  parce 
fne  les  distttioés  BD ,  AD  reaient  constantes  pour  tonteo  les 
positions  du  sommet  ili<Mle,  soit  qne  l'on  regarde  ce  poiÉt 
coàrnse  déterminé  par  la  perpendiculaire  HD,  projection  de 
la  hauteur  du  triangle  ABC.  Ces  deux  définitions  ponrroat 
éfslement  fournir  Téquatiott  de  la  courbe  décrite  par  le  point 
JD.  Employant  la  première ,  le  problème  reviendra  à  eker- 
cher  k  lieu  du  sommet  d*un  triangle  dOnt  les  deux  autres 
reposent  sur  deux  droites  données,  probtèoQte  déjà  traité  pour 
le  cas  particuUèr  où  les  axes  étaient  rectangidaires. 

Prenons  pour  axes  des  coordonnées  les  deux  droites  OM , 
ON ,  dont  je  désigne  Tangle  par  e.  Soient  j?  ,  ^  les  coordon- 
nées do  point  D.  Désignons  par  a,  b  y  des  eMés  respedifs , 
— — '  ■  '        '  ■  ■    ■<  " 

O  Dans  l'éDoncé,  on  a  mis  fautivement  axes  au  Heu  de  dtmi-ûxe*.     Tm. 
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AB,  BD,  AD»  et  par  a,  ^  ks  direetrioes  OA,  OB.  Les  équa- 
tions du  problème  sont  : 

£,'  =  (j.  —  P)'+ or'  +  ar  tr -?)  00805 

EainûDOiia  a  ^  p  entre  oei  trois  équations. 
Les  déox  dernières  donnent  : 

^-p:=  — XCOSe+V^6'-Jj'sin*0=— JTCOSÔ'+i/r, 

en  posant  pour  abréger  : 

6*  — ir*S?0  =  X% 

Je  ne  prends  qne  l^nn  de^  deux  signes  devant  le  radieal  ; 
le  calcul  indiquera  par  la  suite  qu'il  était  en  eflet  inutile  de 
les  ^«ndre  à  la  fois. 

On  a  par  conséquent  : 

a  =  jr  +  ^c689—  V^Y\ 
Pftts^-j-jrcoBô  —  yT\ 

snbstituant  ces  taleurs  dans  la  première  èquatioh  ,  il  Tien 
dra  : 

fl*=  b*+  c'  +  2xrcose8Î?ô  — S^sffe  I^X'  — • 

—  2x  riÂ*  0  kr  —  2C0S  0  |/X-  Y% 
en  effectuant  toutes  les  simplifications. 

Or,  ft'  +  c'— rt»  =  2ftccosD, 

en  désignant  par  D  Tanglé  du  sdmmet ,  donc  r 

fcccosD-f-x^cosOsin  0 — ^sin  Oj/X' — 
—  jTsS'oKr  — coso  Vxn'  =  o. 
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Faisons  disparaître  Tan  des  radicaux,  l^X*"  par  exemple  t 

^ccosD  +  orj^cosOsïn'e— xsïn*  fi  \/ ?"= 
=  l/X-  (cose V/y^+j.  ST  ©), 

et  eo  élevant  aa  carré, 

*'  c'  ces*  D  +  2bexx  cos  D  sio*  0  cos  0+c'  sin^  0  .r'  — 

—  26cj:cosD8in*0  J^=  6y sin*0  +  ft*tf*câ?  0 — 

—  sîn'  e  ^*  ô  {^y  +c'jr')  +  26>  cos eim  e  i/r. 

Réduisant  et  ordonnant  par  rapport  à  j^ ,  on  trouve  Téqua- 
tion  : 


c'sin  0j:'+â6qroosDcosdsin*ô 
—  26cco8D8În*0l/Y" 


j:+ *"c*  (ôw*  D — cô?  «)  =  0 

— frysïn  ^(sjn'o— oôTe) 

—  2fr>8În*ecos©kY% 
d'où  Ton  tire  : 

^^  ^gÇOsDsîn'el/r  ^bcycm  D  cose  sin*0  ±:l/Â 

c"sin  ô. 
En  posant  : 

A  =  6'c4  CM*  D  smO  Y*  4-  ô*c>«  ^  9  oÔs'd  sîn*  e 
—  26V^cô?  D  cos  0  sin*  ô  Kr  —  Z^^c^sîïi'oCcôrD— côs%) 
+  ^vy  sin*  ©  (sîîi'  d  —  côT  o)  +  2fcV>  cos  0  sîn'«l/Y\ 
ou  bien  en  simplifiant  : 

A  =s  AV  sin^Osin  D  (c*  co?0  +y  sïn^O  — ylîn*  ft  cô?0  + 
+  2^gîn*  Ocose  V/r); 


mais 


donc 


c'cos  6  -^y*  sin  6  cos  ^  =  Y'cos  6 ; 


A  ==*V8În*esin  DC^'sm  e  +  cose  |/rh 
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e(  partant, 

_^csmdV^îr(co>D8in6c±3ipDccwe)=&gy8iî^  rin  Dsin  e) 

c*  sIq  <^  I 

_        bcrin^  V^y8iii(Ddbd)--Agyrin*eco6(Dit:e). 

c'sin'o 

11  est  facile  maintenant  de  faire  disparaître  le  radical  V/ Y*. 
L'on  a  : 

Aciinesin  (Ddb  6)  t^r  =  ^c^slâ^e  C08(D  ±6)  +  c'a: sinV 
Elevant  an  carré  et  réduisant^  on  arrive  à  l'éqnation  : 

^mey4^ri?6j:^+26csT?ecos(I)±:e)x^--6VsV(D^ 

Cette  équation  représente  l'assemblage  de  deux  ellipses , 
ce  qui  s'explique  facilement,  vu  la  double  situation  que  peut 
prendre  le  sommet  D  pour  chaque  position  de  la  base.  Ces 
deux  ellipses  ont  pour  centre  Fori^ne  des  coordonnées,  dans 
l'une  entre  l'angle  D  +  0,  dans  l'autre  entre  Fangle  D  —  0  ; 
il  s'agit  de  dbtinguer  quelle  est  celle  qui  donne  le  lieu  du 
sommet  du  triangle ,  lorsque  ce  sommet  se  trouve  à  droite 
de  sa  base ,  quelle  est  celle  qui  donne  le  lieu  du  sommet  dans 
sa  position  inverse. 

Nous  allons  pour  cela  placer  le  triangle  dans  une  position 
particnlière  (fig,  19),  de  tnanière  que  BD  s'appuyant  sur 
Taxe  des  ^ ,  le  sommet  A  reste  toujours  sur  Taxe  des  jc. 
Supposons  D  à  droite  de  AB,  on  aura  dans  le  triangle  OAD  : 

OD:c::sin(D+G):  sin0, 

^^^  csin(D  +  g) 

sinô        '  • 

Or  si ,  dans  l'équation 

^'ûT  V'+^We^+26c  suiVos(D+G)  jrr--6V'8in'(D+e)  =  0, 
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on  fait  x=0 ,  on  a  : 

Slûî 

Donc  œtte  équation  représente  le  lieu  du  sommet  D,  lorsque 
ce  point  çst  situé  à  droite  de  AB;  s'il  est  situé  k  gauche, 
l'équation  est  par  conséquent  (^), 

^  Woj^'+c*^Ôjr>2/;c8În*0ços(D— ôj:r>'— fcV^^         =  0. 

Calculons  actuellement  les  axes  2z ,  2z'  de  chacune  de  ces 
ellipses.  On  arriTara  facilement  à  ces  yaleura  en  considérant 
chaque  demi-axe  comme  représentant  la  plus  grande  el  la 
p^us  petite  distance  du  centre  à  un  point  dç  la  oourbç. 

Leurs  valeurs  déjà  données  {**) ,  pour  une  équation  géné- 
rale du  second  degré  rapportée  à  des  axes  rectangulaires, 
sont: 

Apvés  aTçir  préalaUemeat  rapporté  uoto^  courbe  à  deux 
9iifm  r^tang«lKir«9  dpnt  Yw  suerait  l'axç  d€«  x  inrimitifs  et 
rimtre  une  iiM»rP0q4i«»|l4Îr^  élevée  au  point  Q  A  cet  axa,  la 
nppi^eUe  éqqatiw 

(6*+c*âiS'ô— 2*ccosOcos(D=b  0))  j^' +c' riSW+ 

+a  (6<H»s0cos  (DztO)— c*sio  0  cosg)  -rr— fiV'«S*{H±»)  5=  Q , 
i^9P9  donnera  : 

%>  =  a*Vsiji'(Dzte), 
A+C=;*6î  +  c*— a4ccos^a»(Bdta), 

* =26V  5?(D=he)  l/^(b'i^c^f+  w'cWe  w?(D±o)  - 

— 4(6'+c»)6ccos6cosDifce, 
r  =  4*Vsjn%8in'{D=pe), 


(')  On  ponrrf  il  d'«ill^an  le  Térifler  aussi  comme  précèdemmeiit. 
r)  Voir  le  tem^  U  des  Annales,  page  ist. 
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d*où  Ton  déduit  facileBieiit  : 

a+z'  3=  -i^  V/**+^— 26coos(D=b6+e). 

Qr  wit  R  le  rayop  da  c^rcto  çirooQMvil  W  triwgle  âOB, 
on  a  R  =:  —^  ;  mais  4^  =  2ap  sin6.  Donc 

amO 

Or  si,  dans  Texpreasioa  de  z+.z\  nous  prenons  le  signe  —  de 
tt,  la  iirovoiition  éaoncép  pins  hai|Lt  ^ora  lieu,  c'^tr^-dire 
qoe  le  diamètre  dn  cercle  circQp90|it  i^i|  triangle  AOB  e^t 
égal  a  b  demi-somine  des  axes,  de  l'ellipse  représentée  jp^r 
h  ttoonde  équation. 
Si  Ton  calcule  z— z',  on  trouve 

5—  z'  =  -:^  \/^*  +  c'-r2*e€0*{P±Ci— 0)- 
sm  0 

Donc  la  différence  des  demi-axes  de  la  première  ellipse  est 
égale  a«  diamètre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  AOB. 

N(4ç.  Toici  pqç  autre  solution  d'aprèf  pos  forqiqles. 

I.  Loon.  xeHjr  étant  les  coordonnées  d'un  point,  iy  p,  t\ 
^  des  oonatantes;  ^ ,  un  arc  variable,  si  Ton  a 

X  s=  ^sinr  +  f^cosr ,     j^  si'sinr  +  <^€esf  ; 
le  lieu  dn  point  est  une  ellipse,  ayant  son  centre  à  l'origine  \ 
éliminant  r,  l'équation  de  cette  ellipse  est 

y  (r+i^)  — 2xr  («'+w')  +  x^  (/'•+  9''')  =  {i\f-  vt)\ 
etl'ona  : 

(t.  I,  p.  489)  où  7  est  Tangle  des  axea. 
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L'équatioD  aux  grandeurs  des  demi-axes  principaux,  de- 
vient (t.  I,  495) , 

z'—  [e+i^'+t''+i^''+2  (/£'+w')co»7]8+[/t''-^V]"8in'7  =  0. 
Ainsi  le  produit  des  demi-axes  est  [/</— t^r'Jsiny  ;  et  la  somme 
des  carrés  est  égal  au  coeflBcient  de  z. 

Supposons  7  =  ~  ic ,  a  et  p'  les  demi-axes  principaux ,  oo 

aura: 

dans  la  même  supposition ,  le  système  des  axes  principaux 
est  représenté  par  l'équation 

(tt'+»'t/)r'+[^'4^'--^--<^]^r-"{'^+^^^)j^'===0,  (t.  I,  p.  496), 
«  et  p  étant  les  coordonnées  rectangulaires  des  foyers.  Ton 
obtient  : 

«• = e+ 1^'— 6%  p"  =  r+  !/•—  b\  b  est  le  demi  petit  axe , 
(t.  II,  p.  430). 

CoroUaire.  Si<p'— i^/'^O,  le  jNrodnit  des  demi-«xes  est 
nul  et  la  somme  des  carrés  devient  /'+p^-|-^'^f.t^'*  ^  l'ellipse 
se  réduit  à  une  portion  de  droite ,  d'une  longueur  égale  i  la 
radne  carrée  de  cette  expression ,  et  le  point  décrit  deux 
foiscettedroiteparunmonvementdeTa-et-rient  (t.  I,  p.  492). 

II.  Théorème.  Le  lieu  du  sommet  d'un  triangle  donné 
dont  la  iMise  est  inscrite  dans  un  angle  fixe,  est  une  ellipse 
ayant  son  centre  au  sommet  de  l'angle  fixe;  la  somme  al- 
gébrique des  demi-axes  est  égale  au  diamètre  du  oerde  cir- 
conscrit au  triangle  formé  par  la  base  et  les  deux  côtés  de 
l'angle  fixe. 

DémwMtralim.  SoitC/S^.  18)  BOX,  l'angle  fixe  donné, 
DBA  le  triangle  donné  ;  dont  la  base  AB  est  inscrite  dans 
l'angle  fixe^  il  s'agit  de  trouver  le  lieu  du  point  D.  Prenons 
O  pour  origine  \  OA  pour  axe  des  jl\  et  les  axes  rectangn- 
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laires;  oonserTonsles  mêmes  notations.  D,  A,  B,  O  sont  quatre 
angles  donnés  ;  faisons  O  —  A  =  I ,  a  =  a'sinO,  fi  AO  s=  <f , 
d'après  ces  relations,  on  trouve  : 

x  =  sittf  (a' cosO -f  csin  A) -j- cos?  (^'sinO— coosA), 

^  =  ccos  A  sin  f+csin  Acosf , 
JT  et^  sont  les  coordonnées  du  point  D. 

Ainsi  d'après  le  lemme,  le  lieu  du  point  P  est  une  ellipse  ; 
comparant  ces  expressions  à  celles  du  lemme ,  on  a  : 

r  =  a'cosO-hcsinA,  j'ssa'sinO— <?cosA,  «'  =  ccosA, 

^  =  c8inA,  r'+f'-rTza"— 2ûcsinO+c%  ^+<^'*  =  c\ 
«'-|-f/j/=a'cOsO,  r^'*  — j^/'==  c'  — â'csin(A  — O), 
J  et  Ç>  étant  les  demi-axes  principaux,  on  a  d'après  le 
lemme  {a±:^)*^  a*;  or  a'  est  le  diamètre  du  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  àBO;  donc,  eic. 

Si  <?>  a'sin(A  —  O),  c*esl  a — p'  qui  est  constant;  si 
c<:tf'sin(A  — 0),  c'est  «'-t-P'  V^^  «*1  constant;  et  si 
€  s  a'sin(A — O),  Tellipse  devient  une  portion  de  droite. 

Décrivons  le  cercle  autour  du  triangle  ABO;  qu'il  coupe 
AD  en  M ^  on  aura  angle  MOA^O— A  ,  AM=a'sin(0— Aj, 
MD  =  c  —  a'sin  (0—  A)  ;  ainsi  la  droite  CM  est  fixe ,  et  les 
deux  droites  AM ,  DM  sont  données  de  longueur  ;  on  voit 
donc  que  Tellipse  peut  être  décrite  par  une  droite  DNA 
donnée  de  longueur  et  dont  le  segment  AM  est  inscrit  dans 
l'angle  fixe  XOM ,  et  lorsque  M  se  confond  avec  D ,  rdUpse 
se  réduit  à  la  droite  fixe  OD.  Cette  observation  teiililela 
discussion  :  si  D4-0>  V,  la  différence  des  axes  principaux 
est  constante;  si  D-f-  0>  2*,  c'est  la  sonmie  qui  est  con- 
stante ,  et  si  0-r  D  =  2^,  l'ellipse  se  confond  avec  sua  axe 
principal. 

Élevons  les  perpendiculaires  BI,  AI  aux  droites  OB ,  OA  ; 
le  point  1  de  rencontre  est  sur  le  cercle  circonscrit  à  AOB  ; 
et  01  =  a  ;  DI,  comme  on  sait,  est  normale  à  l'ellipse  Heu 

AMM.  biMath£mat.  IV.  ik 


in  potat  D,  SoU  DI=z ,  0D=/;  7  =  angle  da  diamètre  OD 
avec  son  conjugué  ;  g  =  demi*diamètre  conjugué  à  OD  ;  on  a 
or =«'•=/■+»— â/zsittv  =  («'-PT=  «'*+P' —  2x P^;  or 
a''+p'*=/'+^',  a«p— a/îfsinv;  donc  z'— 2/«în7=^— ^/J^iny, 
d'où  z=g^  z=:^fsiny — g;  la  première  valeur  déoiontre 
k  théorème  de  M.  Abel  Transon,  (t.  III  ,596). 

Le  point  I  décrit  un  cercle  dont  le  centre  est  O  ;  la  nor- 
male en  D  rencontre  ce  cercle  en  deux  pointa  I  et  I'  ;  DP  est 
la  seconde  valeur  de  z. 

Observation.  Ce  mode  de  génération  ne  s'applique  cpi'â 
Fellipse  et  non  aux  coniques  en  général ,  comme  tendrait  à 
le  faire  croire  l'énoncé  d^une  proposition  qu'on  lit  dans  les 
DéveloppemerUs  dé  Géométrie ,  1. 1 ,  p.  31.  Il  existe  une  gé- 
nération analogue  pour  Tellipsoïde  seulement,  et  non  pour 
les  surfaces  du  second  degré  en  général.  Tm. 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  (93,  p.  55). 

9AWk  M.  ^.  BIiASTCHAa»  (*)| 

élève  de  malhématiqttM  éléDeBUivet  a  a  oolléfs  royal  de  Yentillet. 


A  est  Faire  il'un  polygone  régulier  inscrit  dans  une  cir- 
oonlérence»  et  B  Taire  dn  polygone  régulier  circonscrit 
seiBblaUe;  démontrer  que  B— A ,  équivaut  à  l'aire  du  poly- 
gooe  régulier  semblable,  inscrit  dans  la  circonférence  qui  a 
pour  diaofiètre  le  cèté  de  B ,  ou  bien  au  polygone  régulier 
circonscrit  à  la  circonférence ,  qui  a  pour  diamètre  le  côté 
de  A. 

[Fiff.  30).  Soit  EC  le  côté  du  polygone  B,  FD  eelui  de  EC, 

('}  Nous  ne  sommet  pas  sûr  d'avoir  bien  doTiné  la  signature.  Tm. 
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joignons  EFO,  ODG,  menons  ON  perpendiculaire  à  EG,  il 
qui  coupe  FD  en  I. 

!•'  Coi.  D'après  an  théorème  connu  B:  A  xOG'zÔD',  par 

snite  B-  A;A::OS*—  Ô»":ÔÔ". 

Soit  A'  le  polygone  semblable  inscrit  dans  cire.  NC , 

A'iAriNi'.NÔ*. 

Cette  proposition  et  k   précédente  ont  les  conséquents  en 
proportion;  donc 

B  — A:A'::oc*—  o5*:  NC*, 
on  bien 

B— A:A'::OC*— ÔïT.N?; 
mais  O?— œi=Nc\ 

donc  B  —  A  =  A',  C.Q.F.D. 

2*  Ca$.  D'après  an  théœrème  amlogne  aa  tbéoréme  mak'- 
qoé  pins  baut 


B:A::N0*:lO*, 


d'où 


B— A:B::N0  — IO:«U. 
Soit  B'  le  polygone  semblabln  circonscrit  à  cire.  ID.»    . 

B':B::ID":N0'. 
Combinant  cette  proportion  avec  la  précédente , 

B— A:B'::MÔ*— lÔ'rÎD; 
mais  NOx=OD, 

donc        ^*— ÏÔ*=ÔD*-ÎO^,    or    OD*— IÔ"=:îff, 

dans  le  triangle  OID ,  donc  B  —  A  =  B'.  C.Q.F.D. 

Noie.  Ce  théorème  se  trouve  dans  les  mémoires^de  TAca- 
démie  des  sciences ,  dont  Dufaye  était  membre. 

MM.  Cardonnely  élève  en  philosophie  au  collège  royal 
d'Aocb,  et  Clément,  élève  au  collège  royal  de  Bourges,  nous 
ont  aussi  adressé  des  solutions  du  même  problème. 
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SUR  LA.  PILE  HEXAGONALE. 

VAA  M.  BAOH , 

profesâeur  m  ooUége  royal  de  Straâbourg . 


Considérons  la  base  hexagonale  représentée  par  la  {fig.  1]. 

Il  s'agît  de  placer  sur  cette  base  une  couche  de  boulets 
tangents  entre  eux  ;  or  il  est  clair  qu'on  ne  pourra  placer 
des  boulets  dans  deux  întervalles  adjacents  ;  mais  si  on  les 
place  dans  les  intervalles  marqués  par  des  points  dans  la 
(fig,  21),  il  est  aisé  de  reconnaître  que  les  boulets  ainsi  pla- 
cés seront  toils  tangents  entre  eux. 

La  deuxième  tranche  ainsi  obtenue  et  représentée  par  la 
ifig.  2) ,  sera  un  hexagone  irrégulier  dont  trois  c<^tés  non- 
consécutifs  auropt  le  même  nombre  de  boulets  que  Thexa- 
gone  de  base ,  et  les  trois  autres  un  boulet  de  moins. 

Sur  cet  hexagone  irrégulier  (fig.  22),  se  placera  un  hexa- 
gone régulier  ajant  un  o6té  de  moins  qne  celui  qui  sert  de 
base  ;  la  place  des  boulets  qui  le  constituent  est  indiquée 
par  des  points  (;ig.  22). 

En  continuant  de  la  même  manière,  on  arrivera  à  un 
hexagone  régulier  dont  le  c6té  a  2  boulets ,  sur  laquel  se 
placera  un  triangle  équiktéral  composé  de  3  boulets,  e4 
enfin  sur  ce  triangle  équilatéral ,  se  placera  un  dernier  bou- 
let qui  terminera  la  pile. 

Cela  posé ,  résolvons  les  deux  questions  suivantes  : 
1*  Trouver  le  nombre  des  boulets  contenus  dans  un  hexa- 
gone régulier  dont  le  côté  a  n  boulets. 
Ce  nombre  est,  comme  on  le  verra  facilement,  3/i*— 3n+1. 
2*  Trouver  le  nombre  des  boulets  renfermés  dans  Thexa- 


^DC  irréipilier  doikt  le  frius  petit  côté  a  n  boulets,  et  le  plus 
grand  n-f-  1- 

Si  Ton  suppose  prolongés  les  côtés  renfermant  n  -f- 1 
boulets,  on  aura  un  triangle  équilatéral  pour  lequel  le 
nombre  des  boulets  sera  n-(-l-{-2(it — l)  =  3/i  —  1.  Le 
Bombre  des  boulets  contenus  daM  ce  triangle  sera 

3/1(3/1^1)  _  9/i'  —  3/1 
2  "*        2 

Pour  avoir  le  nombre  des  boulets  contenus  dans  TbeiLagone 
irréguUer,  je  retranc|ie  du  nombre  précédemment  obtenu, 
trois  fois  le  nombre  des  boulets  renfermés  dans  le  triangle 

équilatéral,  dont  le  c6té  en  a  /?— 1  ;  ce  nombre  est , 

«1  il  reste  pour  le  nombre  chercbé  3/iV 

D'après  cela,  nous  pourrons  écrire  le  tableau  suivant  : 

Pour  Thex.  rég.  ayant  n  boulets  pour  c6(é  3/t*--3/i  -(- 1 , 
hei.  irrég.  3(/i  — !)•, 

bex.  rég.  de  («—  I)  boulets    3(«—  l)'^3(ii—  1)  +  1 , 
hex.  Irrég.  3  (/i  -  2)', 

hex.  de  (/i  —  2)  3  [n      2r—  S  (/i  —  2)  +  1, 

hex.  irrég.  3(n— 3)% 

bex.  de  2  3x2'— 3x2  +  1, 

tr.  cq.  3  X  1". 

Pour  le  boulet  qui  termine  la  pile      3  X  1  '—  3  x  1  +  1 . 

En  désignant  par  S  la  somme  des  boulets  qui  composent 
la  pile  dont  la  base  est  un  hexagone  régulier,  dont  le  côté 
à  n  boulets,  on  aura 

S  =  3(l^+  2*+3\..+  {«  —  2)'+  («-  ir  +  /1-)  + 
+3(i'+2'+...+;i*^J  r)  -  3  (i  -f  2+3+.. .+(n  — !)+«), 


—  1«8  — 
=  2«»-  3«'+  2n  +3«'  -  ^"'+^"  =  *«^~3n--f»« 

2 

Note.  Cette  piie  rempUl-elle  les  eondUlons  statiques  poor 
se  maintenir?  Tm. 


SUR  JLEUMINATION 
Enlre  deux  équations  algébriques  à  detuc  inconnues. 

Nouveau  théorème  d'algèbre. 

PARB.  FZJVOK, 

^ofeswar    A    StraibMrg. 


Étant  données  deux  équations  à  deux  inconnues  : 

+  (-^.  y)  =  cx''  +  C.X-"  + ...  +  c»  =  0, 

où  A,  ô„...  Am,  c,  r.,...  c»  y  sont  des  fonctions  entières  de^; 
M.  Labatie  a  prouvé ,  dans  sa  brochure  de  1827 ,  que  Téqua- 
lion  qui  donne  tontes  les  bonnes  valeurs  finies  de  x  est 
Pc"'  =  0, 

P  étant  le  produit  des  valeurs  que  prend  7  (^,^} ,  si  Ton  j 
substitue  pour  a:  les  «  racines  de  tKj:,^)  =  0,  supposée 
résolue  par  rapport  à  x;  de  telle  sorte  que  si  7,,  7....  7», 
sont  les  racines ,  on  a 

P  =  f  (%•  r)- f  (7.»  r)...  ?  {7n ,  r)- 
Dans  la  brochure  citée  y  et  mieux  encore  dans  la  seconde 
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édition  (1835) ,  OQ  trouve  ane  mélbode  simiile  pour  former 

Pc*",  au  moyen  du  plus  grand  commua  diviseur.  De  raveu 

de  Tauteur,  je  Tai  rapportée  dans  mou  Algèbre-  J'ajoulerai^ 

qu'à  mon  ayîs,  c'est  la  seule  théorie  complète  de  Télimina- 

tion.  M.  Minding,  partant  de  la  forme  Pc*,  a  donné  le 

moyen  d'^limcr  d'avance  le  degré  de  Téqualion  finale 

(Journal  de  M.  LjouviUe,  YI)  ;  il  s'appuie  à  cet  effet  sur  la 

détermination  du  degré  de  chacune  des  racines  7, ,  7.v  7»  ; 

degré  qu'il  obtient  par  des  réductions  en  séries. 

J'ai  montré  dans  une  note  insérée  dans  le  même  journal, 

que  ces  degrés  peuvent  être  obtenus  par  d'autres  moyens, 

et  en  sui?ant  les  mêmes  idées ,  j'ai  trouvé  pour  eela  ua 

théorème  généra)  que  je  vais  faire  connatire ,  aprée  avoir 

donné  la  définition  du  degré  : 

fy 
Je  dis  qu'une  fonction^  est  du  degré  r,  si  -^^    converge 

vers  une  limite  finie  différente  de  zéro ,  à  mesure  que  y 
tend  vers  « .  Si ^  est  une  fonction  rationnelle,  cette  défi- 
nition est  d'accord  avec  Tévalualion  ordinaire  du  degré; 
sinon  elle  détermine  pour  r  un  nombre  qui  jouit  de  la  même 
propriété,  savoir  que  si  deux  fonctions ^,/;^  sont  des  de* 
grés  r,  r,,  leur  produit^  ,f,y  est  du  degré  r-f- r,. 

Cela  posé  voici  le  théorème  en  question  : 

Soit  une  équation  : 

^%j^+^'^/^.r+...  +  ^"-!/;,r  +  ...+/.^r  =  o.    (1) 

ou  8,9  ûr^,.--  ocMSonr  les  degrés  des  fonctions  entières  qui  servent 
de  coefficients:  prenez  les  nombres.- 


Prnrmi  les  racines  de  (1}  il  y  en  a  dont  le  degré  sera  égal 
li  plus  grand  (algébriquement  parlant)  de  ces  nombres^  sf 
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— : — •  ett  ce  maximum  ^  et  si  de  ptu$  tous  les  termes  de  la 

\ 

série  (3)  qui  suivent  sont  moindres  que  ^  .       ,  t7  y  aura  i 

racines  de  ce  degré  ^  quel  que  soit  le  nombre  des  termes  fia" 
ces  avant  celui-ci ,  qui  lui  soient  égaux. 

Cela  fait  y  calculez  la  série  : 

Si  ^21 en  est  le  plus  grand  terme ,  avec  la  condition 

que  ceux  qui  le  suivent  soient  moindres^  tandis  que  parmi 
ceux  qui  te.préeèdmt  ^  il  peut  s* en  trouver  qui  V égalent  \  il  y 

aurae  racines  du  degré -^ j  etc., 

Pour  le  proaver,  divisons  (1)  par/^^  et  par^*',  r  étant 
une  indéterminée  :  on  poarra  écrire  cette  équation  sons  la 
forme . 

.  ■■■+{7)'"  ■^=^.+ ■■=<'■ 

X 

Les  degrés  des  cœflBcienls  des  puissances  de  -^  ,  sont 


(5) 


Conservant  l'hypothèse  que  dans  (2) ,  le  maximum  est 
'  .  ,  je  fais  r  =  — z —  j  dans  la  série  (5)  quelques  ter- 
mes s'annuleront ,  les  autres  deviendront  <C  Ô ,  après  quoi 
si  dans  (4)  on  suppose  quejr  marche  vers  00 ,  tous  les  coef- 
tkients  dont  les  degrés  sont  <C0,  tendront  vers  zéro,  de 


--  Ml  — 
sorte  que  cette  équalioD  perdra  tous  leè  termes  qui  soiveDl 
(  -7  1     ,  et  réquatioD  prend  la  forme  : 

(7)"+"-(r'=«- 

X 

Il  7  a  donc  /i  —  1  ?aleurs  de  -7,  qni  deviennent  nulles,  «t 

y 

%  valeurs  restent  finies,  diBérentes  de  léro.  Donc  (i)  a  t 

racines  du  degré  r  =  -^ —  ,  et  n  —  i  racines  de  degrés 

moindres. 

Dans  (â)  donnons  maintenant  à  r  une  valeur  <C  — r-,  les 

i  racines  qu'on  vient  de  signaler ,  deviendront  infinies  avec 
^,  et  (2)  perdra  ses  i  premiers  termes ,  et  pourra  se  ré- 
duire à 

et  on  reconnaîtra  qu  il  y  a  e  racines  du  degré  --^ ,  etc. 

Exemple.  Soit  Téquation  : 

Les  quotients  à  calculer  ici  sont  : 

2—6      7—6      1—6      2-6 
1      '        2     '        3     '       4     ' 
ou 

-4       *       -^      -1. 

*'     2'  3' 

Il  7  a  donc  deux  raciDes  du  degré  -. 
Prenant  ensuite  : 

■r'  [y  +...)+ ■ï-(r  +•••) +y + -  =  0, 
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on  calcule  : 

t-7      2—7 

2     '        2     ' 

5 
ou  -3.     --, 

il  y  a  dose  deux  radnes  do  degré  —  -. 

On  CODÇ0U  qu'avec  cela  ^  on  peut  d'après  M.  Mindtng , 
évaluer  le  degré  de  P,  et  par  suite  celui  de  Pc*.  Si  dans 
^1^  (j:,^)  =0,  tous  les  coeflBcients  sont  du  même  degré  n, 
toutes  les  valeurs  de  x  sont  du  degré  zéro ,  si  de  plus  tous 
les  coeflBicients  de  (x,  y)  sont  de  degré  w!^  il  s'ensuit  que 
les  fonctions  yCy.ij^),  ?(7.»^)7  ••  ?(7»,^)ï  «ont  de  ce 
même  degré  m',  et  leur  produit  est  du  degré  mn*\  d'ailleurs 
c  étant  du  degré  n',  c*  est  du  degré  m'n  et  c**Pf  du  degré 
mn'  -(-  m'/t  ;  théorème  dont  l'énoncé  est  dû  à  M.  LatMitic. 
{rayez  mon  Algèbre.) 

Si  les  équations  proposées  sont  ce  qu'on  appelle  les  plus 
générales  de  leurs  degrés,  on  trouve  que  7,,  7....  7»,  sont 
du  premier  degré ,  <p  (7,,  ^),  ?(7„^)>--  sont  tous  du  degré  m 
et  c*P  du  degré  mn. 

Ce  théorème  est  ancien  (Bezout)  j  mais  on  néglige,  si  je  ne 
me  trompe ,  de  démontrer  qu'à  chacune  des  mn  valeurs  de 
y  y  il  ne  répond  pas  plus  d'une  valeur  de  x.  Je  le  prouve 
ainsi  qu'il  suit  : 

D'abord  en  général  les  mn  valeurs  de  y  sont  diflérentes  : 
car  même  dans  un  cas  particulier  elles  le  sont.  En  eiTet  si 

<p(x,  jr)  =  {x+k,y+Q  lx+  k^y+  0 {X  +  *mr+  Im)  , 

il  est  évident  que  les  mn  valeurs  de  y  sont ,  généraleoient 
différentes ,  et  qu'à  chaque  valeur  de  j^,  il  ne  répond  qu'une 
valeur  de  x.  Car,  pour  en  finir  le  plus  promptement,  les 
droites  représentées  par  ^  (.r ,  y)^  0 ,  sont,  en  général,  cou- 
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pées  en  mn  poînls  ilialiDCts  «  répoadnt  à  mn  ordonaée» 
dVerentes,  |Mir  les  droites  ^  (x,  y)  =  0. 

A  proyqa  ë'^mination ,  le  programme  d'adamkm  à 
r^École  poljrteohniqoe  vient  de  faire  on  pas  en  arrière  ;  il 
di^pçnae  les  candidats  de  savoir  distinguer  les  bonnes  solu- 
tions des  mauvaises.  Qn'esl^e  done  «laintenant  que  l'élimi- 
nation ,  et  quel  parti  en  tirera-t-on  ? 

Messieurs  les  examinateurs  se  trouvent  par  conséquent  dis- 
pensés de  faire  des  questions  qui  s'y  rapportent.  Monsieur  le 
rédacteur  des  nouvelles  Annales  a  répété  que  le  calcul  diffé- 
rentiel devrait  faire  partie  du  programme.  J'avais  dans  le 
temps  proposé  à  feu  Goriolis  mes  vues  à  ce  sujet  :  que  l'on 
commence ,  disais-je ,  par  tolérer  ce  calcul ,  et  au  bout  de 
deux  ou  trois  ans ,  tous  les  candidats  seront  en  mesure. 
On  pourra  l'exiger.  Le  savant  que  je  viens  de  citer,  avait  à 
ce  sujet  les  idées  suivantes  :  certains  cours  se  font  dans  toutes 
les  écoles  d'applications ,  notamment  un  cours  de  machi- 
nes, etc.  De  pareils  cours  devraient  rentrer  à  l'École  poly- 
technique; ainsi  le  cours  de  machines  qui  s'y  fait  recevrait 
plus  de  développements ,  serait  conBé  à  un  homme  spécial  ^ 
le  cours  d'astronomie  à  un  autre.  Tout  le  cours  d'analyse  et 
de  mécanique  à  la  première  année,  serait  exigé  des  candi- 
dats :  la  possibilité  et  la  haute  utilité  de  ces  mesures  étaient 
clairement  prouvées.  Mais  M.  Goriolis  est  mort! 

Note.  L'idée  d'introduire  le  calcul  différentiel  dans  les 
éléments,  comme  je  l'ai  dit  ailleurs  (t.  III,  p.  581) ,  appar- 
tient à  D'Akmbert.  Il  l'a  exprimée  en  maint  article  de  l'En- 
cyclopédie.  Je  n'ai  pas  cet  ouvrage  sous  la  main ,  et  à  la 
première  occasion  j'en  transcrirai  un  passage  relatif  à  cet 
objet  ;  il  ne  s'agit  pas,  bien  entendu ,  de  faire  un  cours 
spécial  de  calcul  infinitésimal  ainsi  qu'il  cxisteà  l'Ecole  poly- 
technique; mais  il  s'agit  d'entremêler  l'enseignement  de  la 
géométrie  et  de  l'algèbre,  avec  les  principes  de  ce  calcul  et 
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avec  les  algorilhmes  qai  représentent  ces  principes  ;  c^esl 
ainsi  qu'il  faut  faire  remarquer  aux  élèves,  que  le  carré  du 
sinus  divisé  par  le  sinns-verse  d'un  arc  est  uneqnantité  finie, 
quelle  que  soit  la  petitesse  de  Tare ,  propriété  qui  appartient 
à  toutes  les  coniques;  c'est  ainsi  qn'il  faut  de  suite  fkire 
écrire  le  binôme  sous  la  forme  taylorienne  : 

où  a:*"  est  remplacé  pary*(j:)  ;  et  donner  la  théorie  complète 
si  facile  des  dérivées  algébriques ,  et  baser  sur  ces  théories, 
la  méthode  des  racines  égales ,  des  fonctioos  symétriques , 
des  tangentes,  contacts  des  divers  ordres,  des  polaires  «  etc. 
On  peut  môme  aborder  les  fonctions  fractionnaires  et  les 
transcendantes  circulaires  et  logarithmiques.  En  élargissant 
les  idées  des  disciples,  renseignement  devient  plus  aisé,  plus 
clair,  plus  riche  et  moins  long.  Quant  aux  théorèmes  de 
MM.  Mindingct  Finck,  ils  sont  implicitement  basés  sur 
le  parallélogramme  de  JNewton,  tel  qu'il  a  été  analytique- 
ment  établi  par  Lagrange;  il  y  a  similitude  de  raisonnements 
et  de  procédés.  (Lacroix ,  G.  D. ,  introd.,  $  61 ,  2«  édition. } 
La  convergence  des  séries ,  les  asymptotes ,  deux  théories 
identiques,  sont  aussi  fondées  sur  ce  même  parallélogramme. 
La  méthode  d'élimination  imaginée  par  Bezout ,  me  parait 
la  plus  naturelle ,  la  plus  conforma  à  son  objet.  Elle  fournit 
même  pour  certain  cas  particulier,  une  solution  que  les 
autres  méthodes  ne  peuvent  donner  ;  Bezout  en  fait  avec 
raisou  Tobservation.  £t  par  cetle  méthode,  on  obtient  Té- 
quation  Onale  tout  ordonnée,  avantage  considérable  dont 
les  autres  méthodes  sont  privées.  £lle  est  applicable  à  un 
nombre  quelconque  d'équations,  tandis  que  les  autres  se 
bornent  à  deux  équations  seulement  et  ne  peuvent  aller  au 
delà ,  si  oc  n'est  pour  les  fonctions  symétriques  ;  mais  ce 
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pirocédé  présente  le  grave  inooDrénieiit  d'astreindre  le  cal- 
culateur à  recommencer  ropèration  poor  chaque  înoomioe, 
et  noua  laisse  dans  nne  ignorance  complète  sur  la  liaison 
entre  les  valenTS  des  inconnaes.  Tm. 


LEITRE 

Sur  Us  approximations  et  sur  les  fractions  continues. 

Monsieur  le  Rédacteur, 
La  question  d'approximation  traitée  par  M.  Daterme, 
dans  votre  dernier  numéro  (p.  12^) ,  se  résout  immédiate- 
ment par  remploi  de  la  formule  (a)  indiquée  (t.  I ,  p.  257 , 
de  TÔa  Annales) ,  et  relative  au  calcul  par  approximation  de 
l'incommensurable  A*^  cette  formule  donne  pour  limite  de 
l'erreur  qui  peut  être  commise  sur  A  quand  on  veut  avoir 

A-àlprès,   e=-^^. 

Considérons  l'un  quiconque  a{q-^%f  des  moyensgéomé- 

triques  de  la  question  proposée;  on  aura  ici  e=  — -;^; 

on  aura  une  limite  à  fortiori  en  prenant  e=:  — — — ; — ^s+r»? 

b 
poiaqoe  n  n'est  pas  moindre  que  m.  Mais  (q  -f«)      =  -  ; 

CL 

donc  e=— r-  est  une  limite.  C'est  la  même  que  celle  de 
M.  Ihiterme ,  car  j'ai  appelé  -  ce  qu'il  appelle  ^. 

0 

Dans  la  note  suivante  (p.  126),  M.  Catalan  démontre  une 
proposition  dont  voici  l'énoncé  :  dans  une  fraction  continue 
périodique,  le  nombre  des  périodes  étant  illimité,  il  est 
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indifférent  d'en  prendre  une  de  plu  on  une  de  moins.  Ce 
théorème  n'est  qn'nne  coméqnence  immédiate  de  la  formuie 
d'approximation  relative  aux  réduites  en  général.  £n  effet, 
soient 

a  +  etc. 
Si  on  forme  successivement  les  réduites  de  x  et  de  y,  en 
prenant  dans  chacune  le  même  nombre  de  quotients  in- 
complets y  on  aura  chaque  fois  le  même  résultat  pour  les 

deux;  or  une  réduite  commune  ^  obtenue  à  cette  condi- 
tion, diffère  de  a:  et  de  j^ ,  dans  le  même  sens  d'une  quantité 
moindre  que  ^ût  *  <ion<^  ^  différence  entre  x  et^  est  moin- 
dre à  fortiori  que  !rr,  ;  or  cette  limite  peut  descendre  au- 
dessous  de  tout  nombre  assignable  -.  donc  a:  et  ^  doivent  être 
considérés  comme  égaux  . 

M.  Catalan  a  moins  eu  peut-être  pour  objet  de  démon- 
trer celte  proposition  que  d'établir  les  thorèmes  qu'il  indique 
et  démontre  chemin  faisant.  Ces  théorèmes  peuvent  être 
démontrés  plus  simplement  en  même  temps  que  la  propo- 
sition elle-même. 

Reprenons  la  fraction  continue  périodique  : 


^=''+l-+i 


^+1 

a-f  etc.... 
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Nommons  y,  la  rédaite  -r-,  que  Ton  obtient  en  s'arrétant 
A 

À  la  première  période;  soient  ^n,  jii+i  »  deux  réduites 

P     Q 
quelconques  ^  9  ^  »  s'arrétant  chacane  à  la  fin  d*ane  pé- 
riode ,  et  dont  la  deaxième  en  comprend  une  de  plus  que 
la  première. 

Soient  encore  :rr7 ,  xr-,,  les  deux  réduites  qui  précédent 

M     ri 

p 
immédiatement  yn  ou  r^,.  Nous  avons  les  égalités  : 


P  _Nrf+M 


r«    ou   sr  =1^1^  .   Ti/ir» 


N'(.+l)+M' 


^'•+'--7 Tx =  Fy'+N-'  ^'^ 


d'où 

j-n+i    ^•— piy.,.j,.    P'"~  (F^.+N')F      (Fy.4-JV')P'    ^^ 
L'égalité  (S)  prouve  la  proposition  principale,  celle  qoe 

j'ai  déjà  démontrée;  car  en  remplaçant  y,  par  —  ,  on  peat 

EL 

écrire  : 

^•+1  -y^  -  ,p^  _^  jj,^,j  p,.  (3) 

Or  A'  esl  un  nombre  con^ton/  indépendatU  de  n ,  tandis  que 
P'  et  N'  peuvent  dépasser  tontes  limites. 

Elle  prouve  aussi  l'un  des  théorèmes  énonoés  (p.  1d9,  3). 
Remplaçons  de  méme^,  dans^irfi ,  nous  aurons  : 

_PA  +  NA^ 
"^•^'""P'A+N'A'* 
Appelons  Q  ot  Q'  ces  deux  termes  ;  il  est  facile  de  prouver 
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qu'Us  sont  premiers  entre  eax ,  et  forment  sans  rédaction  la 

rédaite  ^n+i  ;  en  effet 

_  Q        PPQ  — PQ\ 

y%^\     y%  "^  o'      P'  """     O'P*      ' 

en  ayant  égard  à  l'égalité  (3)  et  à  la  valeur  de  Q',  on  Yoit  qne 

QP  — PQ'=:±:A'.  (4) 

Par  suite  si  Q  et  Q'  admettaient  un  commun  diviseur  d^ 
ce  nombre  diviserait  A',  et  par  suite  PA  et  P'A ,  d'après  les 

valeurs  de  1^  et  Q'  ;  or  £<  serait  premier  avec  A  puifflqae  --7 

est  une  réduite;  donc  il  diviserait  P  et  F,  ce  qui  est  impos- 

p 
sible,  car  ^  est  aussi  une  réduite.  Donc  la  formule  (1) 

fournit  immédiatement  la  rédaite  ^«+1 ,  et  indique  uœ  loi 
pour  former  les  réduites  de  période  en  période  (p.  129,  2). 
De  plus  l'égalité  (4)  prouve  que  si  A'  divise  P',  il  divisera 
Ç[  \  or  pour  n  =  1 ,  F=  A';  donc  les  dénominateurs  des  ré- 
duites ^m  ,  ^n+i ,  etc. ,  sont  toos  divisibles  par  A',  et  on  peut 

écrire  : 

_      _±\ 
yw^x     y%  — -  p'r|'o 

0' 
en  posant  -—  =  Q"  (nombre  entier). 

Agréez,  Monsieur,  Texpression  de  mes  sentiments  les  plus 
distingués.  A.  Guilmin. 

ANNONCE. 

La  ZMtHMon  abrégée ,  ou  Méthode  rigoareose  et  facile  pour 
simplifier  cette  opération  de  l'arithmétique ,  approuvée 
par  l'Académie  des  sciences;  par  M.  P.  Guy ,  capitaine 
d'artillerie,  in-8  de  72  pag.  Mathias,  15,  quai  Malaquais. 
On  rendra  compte  de  cette  remarquable  production. 
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THÉORIE  DU  CALCUL  ÉLÉMENTAIRE. 


PAB  K.  AMFi&S.  (Oovre  potlbome.) 

(Suite,  Toir  p.  109  et  I6i.) 


L'atilité  qa'on  ayait  retirée  de  la  consîdéraUoa  des  nom- 
bres, tt  l'embarras  que  causaient  ceux  qui  passaient  de 
certaines  limites ,  et  dont  on  était  obligé  de  se  servir  sans 
pouvoir  s'en  faire  ane  idée  bien  précise  ^  inspira  une  non- 
Telle  sorte  de  comparaison  qui  produisit  bientôt  une  nou- 
velle espèce  de  nombres.  Elle  résulta  de  la  manière  qu'on 
adopta  de  considérer  Tassemblage  de  plusieurs  unités  comme 
une  seule ,  de  compter  par  exemple  par  douzaines ,  par  cen- 
taines, etc. ,  conmie  cela  est  encore  en  usage  dans  quelques 
circonstances  de  la  vie  civile  ;  on  retrouva  alors  tous  les 
nombres  dont  la  première  comparaison  avait  fait  naître 
ridée,  car  une  quantité  pouvait  être  composée  de  une,  deux, 
trois  ou  quatre  douzaines  on  centaines;  mais  la  plupart  des 
quantités  ne  pouvaient  plus  s'exprimer  de  cette  sorte;  on 
fut  d'abord  embarrassé  pour  exprimer  les  quantités  qui,  étant 
pins  petites  que  la  douzaine  (en  supposant  que  ce  fût  elle 
qui  eût  été  choisie  pour  unité),  ne  pouvaient  être  considé- 
rées comme  formées  de  la  répétition  de  cette  douzaine  :  on 
chercha  alors  à  les  exprimer  en  imaginant  qu'elle  fût  divisée 
en  an  nombre  convenable  de  parties  égales  ;  ce  qui  donna 
l'idée  d'indiquer  les  différents  résultats  de  ces  divisions  par 
les  mots,  demij  tiers ^  quarts  cinquième^  etc.  Les  nouveaux 
nomtees  qui  étaient  exprimée  par  ces  mots  faisaient,  comme 
les  nombres  entiers,  connaître  la  manière  dont  la  quantité 

Ami.  M  MATBtV.  IV.  15 
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dont  on  Toolait  parler  é(ait  formée  de  celle  que  Ton  consi- 
dérait comme  nnité,  et  en  disant,  par  exemfde,  qae  deu 
pommes  étaient  le  sixième  d'une  douzaine  de  pommes,  on 
concevait  la  douzaine  comme  l'unité,  dont  la  quantité  de 
ilenx  pommes  était  formée  en  divisant  cette  unité  en  six 
parties  égales  ;  on  donna  à  ces  parties  de  l'unité  choisie  le 
nom  d'aliquotes.  Quant  aux  quantités  plus  grandes  que  cette 
unité,  et  qui  ne  pouvaient  pas  cependant  être  considérées 
comme  formées  de  la  répétition  de  cette  unité,  on  les  con- 
sidéra comme  formées  de  celle  d'une  de  seff  aliqnotes ,  et 
pour  exprimer,  par  exemple,  la  manière  dont  une  troupe  de 
quarante  hommes  pouvait  être  considérée,  comme  formée 
d'une  douzaine  d'hommes  en  divisant  celle-ci  en  trois  parties 
chacune  de  quatre  hommes,  et  en  répétant  dix  fois  une  de 
ces  parties,  on  disait  que  cette  quantité  de  quarante  hommes 
était  les  dix  tiers  de  celle  qui  avait  été  choisie  pour  unité. 
Les  nouveaux  nombres  dont  ces  considérations  noua  ont 
donné  l'idée  s'appellent  nombres  fractionnaires  ou  firaeHom^ 
suivant  que  la  quantité  est  plus  grande  ou  plus  petite  que 
l'unité  à  laquelle  on  la  compare ,  et  ils  portent  en  oommnn 
le  nom  de  nombres  rompus. 

27. 11  est  aisé  de  s'apercevoir  ici  que  la  signification  des 
mots  unité  et  quantité  a  déjà  reçu  une  altération  sensible 
en  acquérant  pins  d'extension  ;  elle  en  a  souffert  une  plus 
considérable  quand  une  troisième  sorte  de  comparaison  a 
produit  une  nouvelle  espèce  de  nombres. 

28.  On  la  découvrit  en  comparant  des  grandeurs  conti- 
naes,  c'est-à-dire,  entre  les  parties  desqueUes  il  n'y  avait 
point  de  séparation  naturelle»  comme  deux  distances,  par 
exemple,  ou  deux  poids;  il  snflfisait  que  nous  sentissions  la 
possibilité  de  cette  séparation  pour  concevoir  une  longueur 
formée  de  la  réunion  de  cin^  pieds,  ou  un  poids  résultant  de 
celle  de  trois  dixièmes  de  livre. 
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n  noat  fat  dès  lors  aisé  de  retrouver  entre  des  graodeurs 
oontiniieB  ch(^ies  convenablement  tons  les  nombres  entiers 
et  rompus  dont  les  comparaisons  dont  je  viens  de  parler 
DOQS  avaient  donné  ridée*)  mais  nons  épronvftmes  plus  de 
dffllcnltésà  déterminer  avec  précision  le  nombre  qui  résul- 
tait de  la  comparaison  de  deux  grandeurs  données.  On  dut 
d'abord  s'apercevoir  que ,  lorsque  la  plus  petite  des  deux 
grandeurs  n'était  pas  contenue  exactement  dans  la  plus 
grande ,  et  que  h  manière  dont  celle-ci  était  formée  de  la 
première  ne  pouvait  par  conséquent  pas  être  exprimée  par 
un  nombre  entier,  il  fallait  trouver  une  grandeur  homogène 
iduspelile,  qui,  étant  contenue  exactement  dans  chacune  des 
deux  antres ,  pût  servir  à  trouver  le  nombre  rompu  de- 
laandé;  en  faisant  voir,  dans  le  cas,  par  exemple,  où  cette 
grandeur  plus  petite,  à  laquelle  on  a  donné  le  nom  de  cùm 
mtme  mè^re  des  deux  proposées ,  était  contenue  cinq  fois 
dans  Tune  et  doute  fob  dans  l'antre ,  que  la  plus  petite  était 
\f»€inq  âouMiêmes  de  la  plus  grande,  et  celle-ci  les  douze 
cmfiÊiémeê  de  la  première. 

S9.  En  exprimant  ainsi  par  un  nombre  la  manière  dont 
une  grandeur  continue  est  formée  d'une  autre ,  on  continue 
à  donner  le  nom  de  quantité  à  celle  que  Ton  considère  comme 
formée  de  l'autre,  et  celai  d'unité  à  celle-ci,  quelque  éloignée 
qne  eette  signiâcatioa  soit  de  celle  qu'araient  d'abord  ces 
deux  mots  ;  nous  nous  conformerons  i  cet  égard  à  l'usage 
nniverseHement  adopté. 

On  voit  d'après  cela  comment  il  est  arrivé  que  l'on  a  Qni 
par  bire  du  mot  quaniUé  un  synonyme  de  grandeur.  On 
n'admet  en  général  dans  un  même  calcul  qu'une  seule  unité 
poor  toutes  les  grandeurs  d'une  même  espèce ,  et  cette  unité 
est  ordinairement  sous-entendue,  en  sorte  que,  s'il  est  ques- 
tion, par  exemple,  de  plusieurs  longueurs  rapportées  à  l'anité 
appelée  pied ,  on  représente  chacune  dans  le  cours  du  calcul 
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par  le  nombre  qui  exprime  la  manière  dont  elle  est  formée 
de  cette  anité,  sans  qa'on  se  mette  en  peine  de  la  Talenr 
particulière  de  celle-ci ,  dont  il  snflSt  de  se  souvenir  à  lu  fin 
du  calcul  pour  en  interpréter  le  résultat.  11  est  évident  qu'a- 
lors toutes  ces  grandeurs  sont  considérées  comme  des  quan- 
tités ,  ce  qui  porte  à  regarder  ces  deux  mots  comme  syno- 
nymes ;  mais  on  aurait  autant  de  raison  de  faire  la  même 
chose  à  regard  des  mots  grandeur  et  unité  i  car  s'il  y  a  plus 
de  grandeurs  dans  un  même  calcul  considérées  comme  des 
quantités ,  quMl  n'y  en  a  de  prises  pour  unités,  il  n'en  est 
pas  moins  vrai  que  toute  grandeur  peut  être  considérée  iii>- 
différeminent  sous  l'un  ou  l'autre  point  de  vue,  et  que»  comme 
nous  l'avons  déjà  dit ,  on  peut,  dans  la  comparaison  de  deux 
grandeurs  quelconques ,  prendre  à  volonté  la  plus  petite  ou 
la  plus  grande  pomr  unité ,  et  considérer  Tautre  comme  une 
quantité  formée  de  cette  unité  de  la  manière  indiquée  par  le 
nombre  qui  résulte  de  cette  comparaison,  et  qni  est  toujours 
entier  ou  fractionnaire  quand  la  plus  petite  des  deux  gran- 
deurs est  prise  pour  unité,  et  toujours  fraction  dans  le  cas 
contraire. 

30.  On  peut  remarquer  en  passant  que  la  eompaniaon  de 
deux  grandeurs  pouvant  ainsi  être  faite  sous  un  double  point 
de  vue,  il  en  résulte  toujours  deux  nombres,  qui  ont  entre 
eux  une  analogie  réciproqne  bien  remarquable;,  en  sorte  que, 
si  Tun  est,  par  exemple,  six  treizièmes,  l'antre  ne  pourra 
être  que  treize  sixièmes  :  c*est  ce  que  nous  appetterons  du* 
rénavant  namhreB  rèdprùques  y  et  Ton  voit  par  cette  défini- 
tion que  les  fractions  un  demi ,  un  tiers ,  un  quart ,  etc. , 
sont  les  nombres  réciproques  des  entiers,  deux,  trois, 
quatre,  etc.  De  même  que  la  fraction  sept  huitièmes  est  réci- 
proque du  nombre  fractionnaire  huit  septièmes. 

31 .  C'est  la  nécessité  de  trouver  une  commune  mesure  à 
deux  grandeurs  cour  exprimer  exactement  à  l'aide  d*Qn 
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nombre  la  manière  dont  Tune  d'elles  est  formée  de  l'autre, 
qui  a  fait  découvrir  la  troisième  espèce  de  nombre  dont  nous 
traitons  actuellement.  En  effet ,  après  avoir  imaginé  le  pro- 
cédé pour  trouver  cette  commune  mesure,  que  nous  ferons 
bientôt  connaître,  et  dont  l'invention  remonte  probablement 
à  la  plus  haute  antiquité ,  il  dut  arriver  souvent  qu'on  n'en 
trouva  point ,  et  l'on  dut  croire  longtemps  que  cela  ne  Tenait 
que  de  sa  petitesse,  qui  la  faisait  échapper  aux  meilleurs 
instruments  dont  on  pût  se  servir  pour  donner  plus  de 
précision  à  cette  opération.  Mais  descalculateurs  plus  habiles, 
ayant  cherché  la  manière  dont  une  grandeur  était  formée 
d'une  autre  dans  le  cas  où  le  nombre  qui  l'expriroait  pouvait 
être  déterminé  par  la  seule  considération  des  relations  exis- 
tantes entre  elles ,  démontrèrent  rigoureusement  que  deux 
grandeurs  pouvaient  être  telles ,  qu'aucune  grandeur  plus 
petite  ne  pût  leur  servir  de  commune  mesure  ;  comme  on 
prouve,  par  exemple,  en  géométrie ,  que  cela  arrive  quand 
on  compare  la  ligne  droite  qui  sert  de  côté  à  un  carré  et 
celle  qui  en  joiut  deux  angles  opposés. 

32.  Les  grandeurs  qni  se  trouvaient  dans  ce  cas  furent 
appelées  incommensurables^  et  de  même  que,  lorsqu'on  n*a- 
Tait  pas  pu  exprimer  par  aucun  des  nombres  entiers,  les 
seuls  conuQi  jusqu'alors ,  la  manière  dont  une  quarantaine 
était  formée  d'une  douzaine,  on  avait  imaginé  pour  cela  une 
noQTelle  espèce  de  nombres ,  on  en  établit  ici  encore  une 
nouTelle,  à  laquelle  on  donna  le  nom  de  nombres  irration- 
nels ;  eu  sorte  que  les  nombres  exprimant  en  général  la 
manière  dont  une  grandeur  est  formée  d*une  autre  étaient 
rationnels  ou  irrationnels ,  suivant  que  ces  deux  grandeurs 
avaient  on  n'avaient  pas  de  commune  mesure. 

{La  suite  prochainement) 
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Problême. 

Couper  un  triangle  par  une  droite,  de  manière  que  les  deux 
parties  de  ce  triangle  soient  entre  elles  dans  un  rapport  donné 
6/  qu'elles  ment  leurs  centres  de  granité  sur  une  mime  perpen- 
diculaire à  la  sécante.  On  résoudra  ce  problème:  V  lorsque  les 
deux  côtés  coupés  du  triangle  sont  égaux ,  et  en  parOcMier 
quand  le  triangle  est  équilatéral  ;  3®  lorsque  les  trois  côtés  du 
triangle  sont  inégaux* 

Solution» 

{Fig.  14.)  Soient  OABle  triangle  proposé,  EO  (*)  1«  sécante 
cherchée,  6'  et  6"  les  centres  de  gravité  de  EOD  et  AEDB, 
et  G  le  centre  de  gravité  de  AOB.  Je  prends  ponr  axes  les  co- 
tes OÂ,  OB  i  ponr  origine ,  le  sommet  0,  et  je  désigne  enfin 
par^i,  fr,  lcscôtésOB,ÔÂ,  et  par  a,  p,  les  c6tés  oorrespon* 

dantsOD,0£. 

Cela  posé,  les  denx  triangles  AOB,  EOD,  qni  ont  nn  angle 
égal  O,  sont  entre  eux  comme  les  rectangles  des  oAtés  qni 
comprennent  cet  angle  ;  ce  qui  donne,  à  cause  de  la  première 

condition  : 

ab       m  **  .1 

—5=—;  OU  niaP  =  ndb  (1) 

ap       n 

—  étant  le  rapport  connu  de  AOB  à  EOD. 

n  LesfigQres  centien  tient  plusieurs  faules,  que  le  lecteur  est  prié  de  corriger. 
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La  équations  des  droites ÂB,ÊP,  sont  respectivement  : 

aay  =  -tx+b  (2),  j'^-^x  +  p  (3). 

** .  a 

L'éqoâtioD  de  &G^.  qoi  passe  en  G'  (x',  y)  et  G"  (^',  y'), 
esl 

Celle  droite  devant  être  perpepdicolaire  à  W}y  on  doit  avoir, 
entre  les  coefficients  de  X,  la  relation 

1  +  aa!  +  (û+  a')  cos  ô  =  0, 
en  faisant  : 

.  =  _?,   «'=^,   ^B=e. 

Ontiredelà, 

a 

^1  A  /  /i  i  —  -  COfl  0 

fl  — cosO  a/— x""*  p  .  ' 

— -  +  C0S« 
a 

savoir: 

X— x"""p— ^cose'  ^  ^ 

Je  n'ai  pdnt  encore  exprimé  que  les  points  G',  G''  sont  les 

centrés  de  gravité  deOEli  e'tlSESb;  il  faut,  pour  qae  cela 
ait  lien,  qf^  la  somme  ,dea  moments  dp  triangle  EOD  et  du 
quadrilatère  AEDB ,  soit  égale  au  moment  da  triangle  AOB. 
Prenant  donc  Ox  potir  axes  des  moments ,  j'ai 

PT+P'T'  =  PT,  (6) 

P',  F',  P,  désignant  respectivement  les  perpendiculaires 
GW,  G^ËF,  GÏTi  T',  T",  T  sont  les  aires  correspondantes. 
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Or  P  =yslne=îpsine,  F'=y'8iiiO,  P=  ^ésin»; 


r=  — T,     T  = ^ — T; 

m  m 


ces  valeurs  se  déduisent  des  centres  de  gravité  des  triangles, 
et  aussi  de  (1).  Par  suite ,  Féqualion  (6)  devient  : 

;psinô.-T+y'sinô.îîîCl?T=:lftsine.T; 

ou  bien  :  _, 

'  •'•  "  '  *np-f  3(m— n)y  =  mi"      '   "  (7) 

En  prenant  les  moments  par  rapport  à  Ôy^  on  obtient  de 
même: 

/la  -j-  3  (m  —  n)  x"  ==  ma  ,•  (8) 

»  . . 

équation  qui  peut  se  déduire  de  la  précédente. 
Ces  deux  équations  donnent 

S(wi— n)'      -^  3(m--n)'  ^^^ 

D*ailleurs,  Téqualion  (4)  doit  être  vériflée  par  x s x\ 
j^=y  ;  par  conséquent  : 

mb  —  «p        p  __  a — pcose   /ma  —  «a       a\ 
3(m  — tT)  "*"  3  ""  p  — «cosO  \3  (m  -  n)  ""  3/  ' 
d'où 

(a  -h  fr  COS  e)  a.—  (6  +  a  COS  Ô)  f  ~  «•  +  f;*  =  O.      .  (  A) 
et  «p  =5  -aérss:^.  (B) 

Les  deux  équations  (A)  et  (B)  détenidneront:a  et  p,  oa  la 
position  de  la  sécante. 
!«  Le  triangle  étant  isoscèle  (yfg^.  15),  par  rapport  aux  côtés 

ÔA,  OB,  Ton  a  â=ft,  et  Féquation  (A)  devient 

a  (1 +COS  0)  (a  -p)  -  («•  ^p-)  =  0, 


—  iiï  — 

ou 

(«-P)  la  (H  «M»)  -  («+  Wl  =  0  (A')  «P  =  5  a'  (B-). 
L'équation  (A')  se  décompose  donc  en  ces  deux  antres  : 

a  =  p,  flt-f  P  =  «(^  +CÛSe). 

La  première  donne,  à  cause  de  (F)  : 

La  sécante  est  donc  parallèle  à  labasedans.le<»Oiilto 
triangle  proposé  est  isoscèlei  et  Ton  a 

y  m 

Yaleur  très-facile  à  construire.  11  est  d'ailleurs  évident  que 
féales  les  conditions  du  problème  sont  satisraiCea. 
Si  l'on  prend 

«i  +  p  =  a(i-f-cos^)==2acos"^6^    avec    «p  =  ^a% 

fl  en  résulte  .      .     '        ; 

ôt'-2acos*i6a4--a-  =  6.  "(A''')    ' 

Pour  que  les  racines  de  celte  équation  soient  réeUes,  on 
doit  avoir 

a'co^UZ-a\    OB     0(«4e=^. 

On  voit  donc  que  la  condition  absolument  nécessaire  est 
m>n.  Si  Fou  avait  in=/i,  6  serait  nul,  et  il  n'y  aurait  plusde 

triangle.  Si  cos^^o  =  — ,  alors  le  premiermembre de  A'"  est 

un  carré  y  et  le  triangle  formé  par  la  sécante  est  isoscèle;  et 
les  o6lé8  adjacents  à  l'angle  O  sont 

a  =  p  =  rtcos'-ô  =  - a(i4-cose). 


-  ai8  - 

Pour  constrairelcs  radnes  de  l'équation  (A"*),  je  pose 

la  question  est  donc  ramenée  i  tirouTer  les  deux  oôtés  d'nn 
rectangle  équivalent  à  un  carré  donné  ;\  et  dont  la  somme 
de  la  base  et  de  la  hauteur  est  3/»  ;  problème  très^sclle. 

2*  Si  le  triangle  isosoèle  est  eu  même  temps  éqnilatéral, 
toutes  les  remarques  précédentes  sont  encore  apidicabks  ;  il 
suSt  de  poser  cesses  eosiita=i^\/r 

Le  triangle  étant  à  la  fois  rectangle  et  isoscëiè;  on  a  tou- 
jours 

a=p  =  a*/",     et    a*— ««  +  — a'ssO. 

Dans  ce  cas,  pour  que  k second  paterne  soit  pofsibtoi:  il  tmA 
que  Ton  ait 

On  ne  peut  donc  supposer  le  triangle  cherché  plut  gitnd 
que  le  qqârt  du  triangle  dopné  :  si  mf=i%n^  «= p  et  la  se- 
conde solution  se  confond  avec  la  première. 

S'^Dans  le  cas  général  noce  aurons  à  retondre  les  deux 
équations 

p«— ««—MpH-KaraO,      (C)        otP=ay,       (D) 
en  posant  VL^ib+acois^^,  N  =  a4-  6cos0,  q  =  etc.  La 
seoopde  donne  P  :=?  -  ;  4'<m 

Pour  résoudre  cette  équation,  il  faudrait  commencer  par 
hi  ramener  à  la  formea4+/^'+9«+^^^9  P>^  diercher 
la  réduite ,  trouver  l'une  des  radnes  de  cette  réduite ,  etc. , 
ce  qui  donnerait  lieu  à  des  calculs  très-longs  et  ne  pourrait 
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nollemcnt  wtnir  à  oonatroire  les  valeors  de  a  el  p.  Je  re- 
marqaerai  seulement  : 

r  Qae,  le  dernier  terme  de  l'équatten  (G')  étant  essentièl- 
ment  négatif,  la  racine  a  a  an  moins  ane  yaleor  réelle,  oo , 
ce  qni  est  équivalent ,  que  le  problème  a  toujours  au  moins 
ane  solution. 

2"*  Que,  si  l'on  a  M =— N,  le  premier  membre  est  dirisi- 
ble  par  a*--^,  et  donne  pour  quotient  a'«^Ma-ff  ;  fl  y  aurait 
donc  alors  deuxsolntions.  Maiscommecettehypothèse  revient 
à  supposer  fts  «,  ees  deux  solutions  ne  sont  quMllusoires. 

RaveiMNis  am  deux  équations 
p>  — «»_MH-N«=0,      (C)        «P  =  î.      (D) 

Pour  construire  les  racinesde  ces  deux  équations  J'observe 
qu'en  regardant  a  et  p  comme  des  variables,  la  première  re- 
présente une  hyperbole  rapportée  à  des  coordonnées  parallèles 
à  ses  axes  (les  coordonnées  étant  supposées  rectangulaires),  et 
la  seconde  une  hyperbole  rapportée  à  ses  asymptotes.  Il  suit 
de  U  que  ^  si  sur  deux  droites  perpendiculaires  prises  pour 

aies,  cQ,oe  qui  est  préHraÙe,  si  surles  oMésQl9ÔB'do 
triangle  proposé,  Ton  construit  oes  deux  coorbey,  les  coor- 
données d^  lenn  poiiitl  de  rencontre  seront  les  vripursde-a 
et  6,  en  sorte  que  la  droite  sécsnte  sera'déterminée. 

Pour  la  première  hyperbole,  changeons  a  en  «+â~)  P 
-en  p  4-  "T  •  son  équation  devient 

p-_a'=-.  ~^'  =«  -  1  (a*-.6-)sin-e.      (E) 

On  voit  que  Taxe  des^^  ou  des  p  sera  le  second  axe  de  l'hy- 
perbole si  l'on  a  a>  6,  et  réciproquement.  Les  longueurs  des 
demi-axes  rendus  réels  sont  d'aOleurs  : 

l/  =  a'=i  sin0»/8(a*-.6').  (E') 
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Si  l'angle  S  est  droit,  l'hyperbole  est  équilalère,  et 

6'  =  a'  =  l\/2(a*-6*). 
z 

Il  est  bien  entendu  que  l'équation  (E)  est  celle  de  l'hyper- 
bole après  que  l'on  a  fait  passer  les  axes  par  son  centre  déter- 
miné parles  coordonnées, 

x=^:=^i(a  +  ^cose),    r  =  ^=5(*  +  acos«).  (E") 

Gomme  on  peut  toujours  supposer  que  ^i,  6  et  cos  0  sont 
des  quantités  positives ,  il  s'ensuit  que  les  deux  courbes  oOri- 
ront  à  peu  près  la  disposition  indiquée  sur  la  figure  17. 

Dans  les  cas  particuliers  examinés  d'abord,  il  est  clair  que 
les  lieux  géométriques  s'appliquent  également;  si  par  exem- 
ple a=:b,  les  équations  (C)et  (D)  deviennent 

P  =  «i  «P=f,        (F) 

p  =  _a  +  a(l  +  cosô).    «p^^.        (F') 

Alors  le  premier  système  de  valeurs  est  déterminé  par 
la  rencontre  d'une  droite  passant  à  l'origine  et  de  l'hyper- 
bolft  ap=9;  le  seeond  système,  par  l'iotertectioii  de  la 
même  hyperbole  av^  la  droite  dont  Téquatten  est 

P=  -~a-hû(i  +  C0S&). 

On  peut  se  proposer  de  chercher  quelle  est  la  courbe  que 
décrit  le  point  I ,  intersection  de  la  sécante  et  de  la  droite 
qui  passe  par  les  centres  de  gravité  G',  G'',  lorsque,  les  c6tés 
ay  b  étant  constants,  l'angle  0  varie.  Pour  cela ,  je  prends  les 
équations  de  ces  deux  droites  ;  savoir  : 


(G) 


P_,->PCOS0    /  gfX  P^, 

et  les  équations 

(a-}-6cos«)a— (^-f-acosôjp— a'-|-p'=0,    ap  =  y.  (B) 


-  Mi  - 

Il  est  érident  que»  pour  avoir  la  f(da4ion  cherchée,  il  but 

éliminer  lea  quantités  qai  déterminent  le  triangle  MOD , 

c'est-à-dire  a,  p  et  oos  0. 

6 
Or  (G)  donne  -  x  s=  p  — ^  ;  multipliant  par  «P  =  ^  ,  il 

vient  p'jc  =  pç  —  ^j^ }  d'où 
pnis 


«=f  =  - ^^—^ .       (H') 


Et  comme  la  première  équation  donne 


^j  ^ " r   3/   ^v^sy  _  8a*-^«-jpr+  p- 


3our—«'— spr+p* 

la  troisième  devient 

3(a«  -  6p)  (Px—cjr)  +(fr«— «P)  (3ax— apr  +p*— «') 
-aca'-p-jcpx— 05r)=o. 


je, 


Il  resterait  à  introduire  pour  «  et  p  leurs  valeurs  (H')  et  (H) . 
Si  Ton  voulait  faire  des  applications  numériques,  il  fau- 
drait rendre  calculables  par  logarithmes  les  formules  qui  ne 
ne  le  sont  pas  immédiatement.  Pour  oela^  soit  d'abord  les 
racines  de  Téquation  (/II'")  , 


4  n. 

'2a  COS*-0.a+  — a'  =  0; 

a         m 


doù 

assiZCOS' 


U±a\/cos^U-^. 
2  Y  2        m 


Cette  quantité  «  devient  d'abord  : 

«=aco9*ie(i±\/  1 — -A— V 
2    V         V  mcos^fô/' 


Pour  que  a  soit  réelle ,  il  faut  que — - ,  soit  plus  petite 


que  1  ;  on  peut  donc  poser 

S\ïiff  =  \/ — ^TT-» 

V  wcos^^e' 


(K) 


alors  a  devient 

«  =  acos*.e(l±cost), 
on 

P«2aooB*lesui-îy, 


(L) 


Pour  les  valeurs  (E)  et  (F) ,  0  n'y  a  d'autre  transforma- 
tion à  effidctner  que  a*^  6*  =s  (a  -f-à)  (iz  —  fr). 

Soit  encore  à  rendre  calculable  la  valeur  k  =  fll£5^, 
trouvée  plus  haut,  et  soit  p>  «. 

î"- cose 
On  a  i  = ,  Gomme  ilyades  tangenteade toutes 

1  — -COSO 

p 
lesgrandenrs»  jepose  tang*r  =  g,  taog*7'=:cos0;  d'où 

^^  lang»,-ta«g-f     ^r  taDg(,+,')  =  -îîîiî±*ÎH5îl 
1  — lang'ftangTt'  bvtttv      i  _tong^,j,„j,.. 

^^'      ''      l  +  UngTtangT" 
donc 

A  =  tang(?  +  ?')tang(T— f). 


11  n'est  pM  à  craindre  que  Tare  f  soit  imaginaire  :  car 
l'angle  o  est  toojoars  supposé  aigu. 

Snr  la  figure  tS»  onar=r==— ,  d'oùOB'.'ÔS'::!!»:», 
ON      '» 

donc  Ô£  =  OD ,  est  la  première  solution. 

On  prend ensniie (/l||f.  16),  GH^Ola^^oos»,  GM^a- 
Décrivant  ESH.\  on  mène  la  parallèle  l^E'  à  une  distance 
teale  à  ÔD  =  a  |/-.  Par  suite  HL+Hlis:  a(l  +  cos9), 

KL=  5l  •  ÎTl  =  -  ^1*;  donc  HL  et  RX  sont  les  Ion* 
m 

gueurs  a  et  p. 
La  seconde  figure  [fig.  17)  est  le  cas  général.  Après  avoir 

prolongé  les  côtés  ÔÂ,  ÔB  du  triangle  donné ,  on  décrit  la 
circonférence  OFB;  par  le  point  0,  Ton  décrit  ÂF.  On 
porte  BF  en  G  et  en  H ,  sur  les  perpendiculaires  BG^  BH  ; 
joignant  HG ,  cette  droite  est  déjà  V/2(a*— 6*)  ;  menant  GÎ 
parallèle  à  ÔA,  et  faisant  Gi  »  g5»  il  rient 

ÏK  =  sine  V/2(fl'— 6')  =  2fl'  ==  2b\ 
Menant  les  perpendiculaires  BL,  AM  sur  les  c6tés^,  ÔB, 
et  faisant  ÂN=sÔL,  BN'=ÔM,  il  s'ensuit  que  ÔN=fr+acosO, 
Qïr=sa+ôcose.  Si  donc  on  prend  OP»  \  ON,  QF^lffiF, 

O  sera  le  centre  de  la  première  b7perl)ole,  dont  les  axes 
sont  connus. 
Pour  la  seconde ,  on  fait 

ÔR=r-a,    d'où    OT  =  OS=:a./-  =  OS': 
w  \  m 

décrivant  STJA,  il  vient  OU  =  %/-  ab  =  a.  £nfin  ,  VX 


et  y 'X  donnent  le  point  X  de  la  «econde  hyperbole ,  ^ui 
rencontre  la  première  en  deux  pointa;  le  premier  en  Z, 
l'autre  dans  le  sens  opposé ,  vers  les  coordonnées  négatives-, 
d'où  Ton  achève  le  triangle  EOD ,  qni  est  celui  demandé. 
Cette  figure  montre  qu'il  y  aura  en  général  deux  solutions 
imaginaires ,  et  une  autre  qui  ne  satisfait  pas  tout  à  fait  à 
renoncé.  Quant  au  triangle  OED,  bien  qu'il  ne  soit  pas 
r^ermé  dans  le  premier  triangle ,  il  satisfait  puisque  Toq 
peut  prendre  le  centre  de  gravité  du  quadrilatère  AE  BD, 
et  le  joindre  au  centre  de  OED,  par  une  droite  qui  sera 

perpendiculaire  à  £D. 

NOTE 

Sur  la  limite  des  racines  (*). 

PAR  M.  TZ&ZiOT, 

professeur  à  Castres. 


Lorsque,  pour  déterminer  la  limite  supérieure  des  racines 
positives  d'une  équation ,  on  part  de  l'une  des  formules 

jr=l+N,  a  =  t-|-  |/N,  on  sait  que  généralement  le 
nombre  obtenu  est  trop  fort;  il  me  semble  que  l'erreur  vient 
le  plus  souvent  de  ce  que  la  méthode  suivie  dans  la  déter- 
mination des  formules  n'est  pas  assez  générale. 
Soit 

—  Aai^nX  ...  —  Am—r^  ...  =  0 , 

une  équation  dans  laquelle  Am^n  est  le  premier  coetBcîent 
négatif,  et  Am^r  le  plus  grand.  11  vient  en  divisant  toate 


(•) 


Voir  tome  I ,  p.  24$  el  tome  II ,  p.  5i7. 
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réqaatkm  par  uo  coefficient  qodconqoe  positif  précédant  le 
fmmer  terme  négatif ,  et  que  je  supposerai  Am-h  * 


*  j:"^'.,.  X  ...  — or  •.. — x...=s:0; 


A.,-.*     Am^h  A.m^h  Am— * 

pour  avov  nae  lioute  sopérieore ,  il  suffit  de  satisfaire  à 
rinégalité 

on  aax  sniTantcs  : 

x*>^(x''  +  x--+...+  1), 

Celle  dernière  devient 


or,  comme  l'on  a  toujours  ^'Zi^'^^^  P^°^  satisfaire  à  Ti- 
Dégalité  (1) ,  il  suffit  de  poser 

^^i^^îLir     d'où    xt=  1+^=11. 

A«i-A  Am—  4 

On  aura  donc  nne  limite  supérieure ,  en  ajoutant  Tunité 
aa  quotient  du  plus  grand  coefficient  négatif,  par  un  coef- 
fident  quelconque  positif  précédant  le  premier  terme  néga- 
tif. Celte  limite  sera  d'autant  plus  exacte ,  que  le  diviseur 
sera  |Aus  grand  :  il  convient  donc  de  diviser  toujours  par  le 
pins  grand  coefficient  positif  précédant  le  premier  terme  né- 
gatif n«  Si  le  deuxième  terme  de  Féquation  était  négatif, 
|Q  retomberait  sur  la  formule  ar  =  1  +  N.  Cette  méthode 
appliquée  à  l'équation 
x*4-2x'+80j:fi— 40j:*— 80j:*— 60x3— 30^'— 20a:— 30  _  q  ^ 

80 
«kmne  pour  limite  x  =  1  +  —-  =  2. 

oO 
')  CoDSéqoence  immédiate  de  la  méthode  ordinaire.  fm. 

AlH.  »l  MaTHÉV.  IV.  16 


Les  méthode»  ordinalrei  dooiierAièDt  jr  =  81  ou 

On  peat  encore  déduire  de  (1)  une  limite  plus  approchée 
que  x^  =  1  -f-  ■^!^.  En  eOéieû  diyiéafM  ptt*  x*^' fl  vient: 


{X'-i)x' 


,h-  W— 1 


d'où 


=  Agi-A* 


*-• 


Pour  afoir  une  limite  tupérieure,  il  faudra  donc  difiser 
le  plus  grand  coefficient  négatif  par  un  coefficient  qnd- 
conque  positif  précédant  le  premier  terme  négatif  »  extraire 
du  quotient  une  racine  d'Un  indice  égal  à  la  difiérence  en 
exposants  du  terme  positif  qui  a  servi  de  diviseur ,  et  du 
premier  terme  négatif,  et  ajouter  au  résultat  Tunite. 

On  trouve  ainsi  pour  l'équation 

x«+29a:5  +  3iBJ:*—  iJt»—  50x*—  80x+  64  =  0, 


='+V^ 


56 
29' 


1+  l/i  =  3; 


les  méthodes  ordinaires  donneraient  N  +  1  =57, 

Il  est  k  remarquer  que  la  |Hr^Biére  méthode  eût  donné  U 
même  limite  3. 
11  reste  à  se  demander  si  Ton  obtiendra  toujours  ainsi  um 

« 
limite  plus  exacte  qu'en  partant  de  la  formule  a:  =14-  V^N 
pour  que  cela  soit,  il  faut  évidemment  avoir  la  relation 
*-* 


V 


Am-A 
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Il  conviendra  donc  d'examiner  dans  chaque  cas  quel  est 
oelnî  des  coefficients  pos  itifs  qa'il  faudra  employer  comme 
diviseur. 

Si  on  prend  le  premier,  on  retombe  sur  les  fortonles 


NOTE 

Sur  quelques  questions  d'arithmétique  ^élémentaire. 


répéliloer  d*an«lyM  à   l'École  polytechnique. 


DivitibUiié  par  11.  Le  procédé  snivant,  pour  trouver  le 
reste  de  la  division  d*un  nombre  par  11,  me  parait  d'une  ap* 
pliealion  plus  facile  que  celui  qu'on  emploie  ordinairement. 
— «  Pitftaget  le  nombre  proposé  en  tranches  de  deux  cbiffires 
en  commençant  par  la  droite.  Au-dessous  de  chaque  tranche 
écrivez  son  excès  sur  le  plus  grand  multiple  de  11  qui  s'y 
trouve  contenu.  Faites  la  somme  de  cet  excès  en  supprimant 
le  nombre  1 1  à  mesure  qu'il  se  forme.  La  somme  finale  est  le 
reste  demandé.  »  -^  Voici  un  exemple  du  calcul. 

3,  78,  96,  54,  39. 
3,     1,    8,  10,     6. 

On  volt  que  la  somme  des  restes  divisée  par  11  donnera  6 
pour  reste;  et  6  est  aussi  le  reste  de  la  division  du  nombre 
proposé  {v.  p.  73). 

(*)  La  limite  de  M.  TiUot  eii  on  cas  particalier  de  la  limite  de  Bret,  qai  eit 
ploi  «ppiockée  (v.  t.  U ,  p.  »M).  Tm. 
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II. 

Fractions  décimales  périodiques  ;  retour  d  leurs  fraeHoM 
génératrices^  on  bien,  détermination  de  leurs  limites. 

Poar  le  cas  d'une  période  simple,  M.  Catalan  a  leyé  {Nwh 
velles  j^nnalesy  t.  I,  p.  465)  la  difficulté  qu'on  peut  très-rai- 
sonnablement opposer  à  la  méthode  donnée  dans  la  plupart 
des  traités  d'arithmétique.  Il  a  fait  voir  que  la  fraction  (ordi- 
naire donnée  par  la  règle  reproduirait  par  son  développement 
la  fraction  périodique.— On  peut  étendre  le  même  raisonne- 
ment à  une  fraction  périodique  mixte. 

Pour  prouver,  par  exemple  que 

0,38457457 

a  pour  génératrice  la  fraction  ordinaire 
38457—38 


99900 

J'observe  que  cette  dernière  donnera  lieu  par  son  dévdop- 
pement  à  la  répétition  de  38457  fois,  mpios  38  fois  la  période 
mixte 

I  0,00001001001.... 

Preribns  d'abord  38457  fois  chacune  des  unités  décimales 
de  ce  développement  ;  il  en  résultera  les  nombres  décimaux 

suivants 

0,38457 

0,00038457 

0,00000038457 


dont  la  suite  est  indéfinie.  11  faudrait  les  ajouter  et  ensuite 
retrancher  delà  somme  38  fois  chacune  de  ces  mêmes  unités  r 
c'est  ce  qu'on  peut  opérer  avant  l'addilion,  en  supprimant 
dans  le  tableau  précédent  les  deux  premiers  chiffres  signifia 
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catifs  de  chaque  nombre  si  ce  n'est  dans  le  premier  où  on  dott 

les  laisser  subsister.  Dès  lors  il  est  manifeste  qu'on  trouvera 

pour  somme  la  fraction  périodique  mixte  proposée. 

Après  avoir  prouvé  que  la  fraction  ordinaire  donnée  par 

la  règle  est  la  fraction  génératrice  de  la  fraction  périodique 

correspondante,  on  peut  prouver  aussi  qu'elle  en  est  la  limite  ; 

et  c'est  uniquement  sous  ce  double  point  de  vue  de  fraction 

génératrice  et  de  limite  qu'il  semble  qu'on  devrait  considérer 

l'expression  dont  il  s'agit. 

27 
Pour  prouver  par  exemple  que  —  est  bien  la  limite  de  la 

fraction  périodique 

0,272727 

j'observe  premièrement  que  les  expressions 

27      2727      272727     , 
99'     9999'     999999'        ' 

27 
sont  équivalentes.  D'après  cela  l'excès  de  —  sur  les  valeurs 

qu'on  obtient  en  prenant  successivement  une,  deux,  trois... 
périodes  reçoit  les  détermiuations  suivantes  : 

27         27    _27    I 
99      994-1  ""99  100 
2727  2727  27       1 


9999       9999+1       99   10000 
272727  272727  27        1 


999999        .  99999+1        99  1000000 

C'est  comme  on  voit  Tex tension  du  procédé  qu'on  emploie 
ordinairement  pour  prouver  que  1  est  la  limite  de  la  fraction, 

0,9999... 

et  ce  même  moyen  s'applique  identiquement  aux  périodes 
mixtes. 
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III. 

Extraction  de  la  racine  carrée  par  appraximaiicn.  Si  on 
compare lecalcQl  par  Tapproximation  en  déçimalesayeccelaî 
qu'on  doil  faire  pour  calculer  rapproiimalion  k  moins  d'une 

fraction  quelconque  -  ;  on  Terra  qae  celui-là  a  sur  l'autre  un 

grand  avantage,  quoique  d'ailleurs  la  règle  soit  la  même. 
Il  faut  multiplier  le  nombre  proposé  par  le  carré  de  a,  ce 
qui  peat  rendre  fort  laborieuse  l'extraction  de  la  racine  carrée 
qu'on  devra  faire  ensuite.  Cependant  le  résultat  de  Tapproxi- 
malion  sera  peut-être  d'ajouter  à  la  partie  entière  de  la  ra- 
cine une  fraction  doot  le  numérateur  sera  très-petit.  Bien  plus! 
comme  on  ne  sait  pas  d'ayancesile  nombre  proposéest  ou  n'est 
pas  un  carré  parfait,  de  deux  choses  l'uoe  :  ou  bien  on  ne  ter^ 
l'extraction  qu'après  avoir  multiplié  le  nombre  proposé  par 
le  carré  de  a  ;  et  alors,  si  ce  nombre  est  un  carré  parfait,  on 
se  sera  imposé  bien  gratuitement  un  surcroît  de  peines  ou 
bien  on  essayera  d'abord  l'extraction  ;  mais  si  elle  ne  se  fait 
pas  exactement  il  faudra  donc  tenir  le  calcul  déjà  fait  pour 
non  avenu,  et  recommencer  tout. 

La  règle  suivante  a  pour  objet  de  parer  autant  que  possi- 
ble à  cet  inconvénient. 

«  Pour  extraire  la  iracinc  carrée  du  nombre  N  à  moins 
d'une  fraction  d'approximation  marquée  par  - ,  tirez    d'à- 

bord  la  racine  à  moins  d'une  unilé  ;  soit  a  le  résultat.  Mul- 
tipliez le  reste  de  l'opération  par  a  ;  divisez  le  produit  ainsi 
obtenu  par  le  double  de  la  partie  déjà  déterminée  ;  la  partie 

entière  du  quotient,  c'est-à-dire  la  partie  entière  de  —  - — — , 

étant  multipliée  par  la  fraction  d'approximation,  sera  ce 
qu'il  faut  ajouter  au  nombre  entier  a  pour  avoir  la  racine 


-ast- 

chercbée  arec  le  degré  d'aRproximiUon  yoida  (en  plus  ou 
en  moins) > 

Cette  règle  suppose  qu'on  ait  —  <  1  ;    condition  qu'on 

pourra  presque  tonjonn  «zamina*  arant  tout  calcul,  d*après 
le  nombre  des  chiffres  de  a  et  au  besoin  aussi  d'après  le  pre- 
mier de  ces  chiffres  qui  se  détermine  à  simple  vacetsans 
tàlonnement. 

Eu  un  mot,  si  a-l —  est  la  racine  demandée  avec  le  degré 
d'appvoxÎBMitîOB  voulue,  et  si  0  est  la  partie  entière  de 
— ■         ;  alors  a  A —  seraTun  des  deux  nombres  : 

a  oc 

Mais    si   on  avait— >1  ,     par    exemple    suppo^ns 

— ssn'  +  Y)  '^'  ^l&iKt  la  partie  entière;  alors  le  nombre e 

peut  encore  être  utile  à  connaître,  parce  qu'il  est  toujours  au 
moins  égal  è  n,  et  tout  au  plus  égal  à  n-f-  n'-^  1. 

Dans  ce  cas  donc,  la  diyision  recommandée  par  la  règle  ci- 
dessus  donnera  an  quotient  un  chiffre  douteux  et  qu'il  faudra 
confirmer  par  plusieurs  essais.  Mab  le  nombre  de  ces  essais 
devant  être  tout  au  plus  égal  à  it'+l,  ce  sera  au  cakulateur 
à  prévoir  si  ce  tfttonnement  ne  sera  pas  encore  plus  avanta- 
geux que  la  nécessité  de  remplacer  l'exlracUon  v/Mi  par 

ccUe  de  V^\ 

D'ailleurs  pour  déterminer  lequel  des  nombres  rétrosuc- 
cessifse,  e — 1,  e  -  2,  etc.,  est  précîsémeut  égal  au  nombre 
n,  voici  le  calcol  très-sinyde  qu'on  devra  Caire. 

Soit  r  ie  reflète  de  la  divi$iO(a  de  N  —a',  formes  le  tableau 
snivunt  k  deux  culopmes  : 
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r* 

4^  +  r 


(e-e'r 


2c'a  +  r. 


£d  vous  arrélani  anssilôt  que  le  nombre  de  la  première  eo- 

(c— eV 
lonne, ,  sera  inférienr  au  nombre  2e'a+ ^  de  la  sc- 
ie 

condc.  Alors  e — e'  sera  précisément  le  nombre  n;  c'est-à- 
dire    que   la    racine    approchée    qu'on     demande    sera 

e-e' 
a 


En  efiet  de  l'inégalité 


<2e'a+r, 


on  tire  la  suivante 


2a  (c-.e')  +  i L  <;  2ae  +  r 

a 

OU  bien  encore  à  cause  de 

(N— û•)a  =  2^2e+^ 
e — c'      (e — cV 


c'est-à-dire 


a 


Je  termine  sur  ce  point  en  observant  que  si  a  est  un  nombre 
décoroposable  en  facteurs,  cette  circonstance  favorisera  Tap- 
plication  de  la  règle  ci-dessas ,  parce  qu'au  lieu  de  conatmire 
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immédiatemenl  la  fraction  cotbplémeDlaire  - ,  on  pourra  cal^ 

a 

colcr  successivement  plusieurs  fractions  dont  les  premières 
auront  par  dénominateurs  les  facteurs  de  a  et  dont  la  somme 

devra  être  finalement-.  C'est  ainsi  que  l'approximation  en 

décimales  revieqt  en  effet  à  calculer  successivement  les  numé- 
rateurs de  plusieurs  fractions  dont  la  somme  forme  une  frac- 
tion totale  du  dénominateur  voulu. 

IV. 

Extraction  de  la  racine  cuhiq%ie,  —  A  :  à  moins  d^une 
unité.  —  Bià rnoim d'une  fraction  d'approximation  donnée. 

A.  Chacun  des  chiffres  de  la  racine  étant  déterminé  par  un 
quotient  qui  peut  être  trop  fort  donne  lieu  à  un  essai  qui 
semble  de  nature  à  rendre  l'opération  très-laborieuse. 

Mais  d'abord ,  en  ayant  égard  à  ce  qu'il  n'y  a  pas  lieu  d'es- 
sayer un  chiffre  plus  grand  que  9,  on  reconnaît  que  le  nombre 
des  essais  inutiles  que  peut  occasionner  la  détermination  du 
second  chiffre  ne  saurait  dépasser  quatre,,  et  que  sur  chacun 
des  autres  chiffres  à  partir  du  troisième  il  ne  saurait  y  avoir 
qu'un  seul  essai  infructueux  ;  ce  qui  élève  à  n-{-2  le  maxi- 
mum des  essais  de  ce  genre  dans  la  détermination  d'une  ra- 
cine de  n  chiffires.  —  Gela  résulte  d'un  théorème  donné  par 
M.  Finck  dansson  arithmétique  (Hv.  III,  prop.  xxiii)  (1).  Mais 

O  On  peut  démontrer  cela  comme  il  suit  :  soit  a  le  nombre  des  ditaines  de 
la  racine  (a.iO  +  6)  du  nombre  N.  Si  on  fait  6— c+y;  e  étant  la  partie  entière 
de  è ,  le  noaabre  €  sera  le  chiffre  mémo  des  unités  de  la  racine.  On  a  d'ailleors 
N  — a8. 1000  6«         *8 


3aS.ioo  a.  10    so^.ioo 

N— «8.1000 

Et  si  «  est  la  partie  entière  du  quotient  — — ;  ce  nombre  a  dépassera  e 

da  nombre  total  des  unités  qui  sont  contenues  dans 

v+  — +  -- 

a.io    3aS.  100 

Or  ce  nombre  sera  d'abord  le  plus  grand  possible,  si  a  est  lui-même  le  plas 


bieii  plfu,  à  pprtir  du  quatrième  cbiffre  do  la  racine,  toute» 
les  fois  qu'an  chiffre  déterminé  se  trouvera  trop  fort,  loin 
qu'on  doive  considérer  cette  circonstance  comme  donnant 
lieu  à  des  essais  infructueux,  on  pourra  au  contraire  en  tirer 
parti  pour  abréger  notablement  le  calcul  en  se  fondant  sur  les 
principes  suivants,  dont  le  lecteur  trouvera  facilement  la  dé- 
monstration. 

VSi  en  déterminant  le  chiffre  du  remg  k.+^»  ^^  Étouioe  un 
quotient  égal  d  10,  non-^^eulement  le  chiffre  qu'on  cherche  est 
égal  à  9 ,  mais  tous  les  chiffres  consécutifs  à  celui-là  en  nombre 
|JL  le  sont  également, 

IP  Sien  déterminant  le  chiffre  du  rang  ^-{-3ontrouve  un 
quotient  inférieur  d  1 0,  mais  trop  fort^  les  chiffres  consécutifs  à 
eelui-tà  ennombre  \k  seront  tous  des  9. 

Pour  avoir  les  régies  qui  correspondent  aux  précédentes 
dans  Textraction  de  la  racine  carrée ,  il  faudrait ,  dans  les 
énoncés  précédents ,  diminuer  d'une  unité  les  nombres  qui 
marquent  le  rang  du  chiffre  qu'on  détermine  actuellen^ent» 

Au  reite,  piptôl  que  d'attendre  de  ces  drconslapces  acd- 
dentelles  l'abréviation  des  procédés  d'extraction ,  il  faut ,  ce 
semble,  appliquer  la  vraie  méthode  qui  ne  consiste  p^s  à  dé- 
terminer les  chiffres  undun-j  mais  à  en  d^erminer  un  npiii* 


ptUl  poMible;  c'est-i-dire  ég«l  à  t  .  Apris  cela  si  on  suppoM  b  «atre  ft  et  s  » 
c'est-4i-dire  plus  petit  que  «,  on  trouve 

ht      »  ^ 
-  +  ■ — >*. 

JO      MQ-^ 

D'où  on  eonclm  que  dam  ec  cas  l'exeès  de  «  sur  e  ne  |Mui  pat  aMeindro  «; 
e'esuà-dire  que  «  ne  peut  pas  atteindre  ii.  Ëq  excluant doncl'essai  de e— lo, 
on  ne  peut  avoir  à  faire  au  plus  que  qmalrê  essais  infructueux.  Pour  b  entre 
4  et  5  ,  on  trouverait  le  même  résullat;  mais  pour  loule  autre  valeur  de  b,  le 
nombre  d'essais  serait  moindre. 

D'autre  part  dés  qu'on  a  dépassé  le  second  chilh«  de  la  racine,  •  est  au  moins 

égal  à  iO,  alors  la  quantité  y  f  —  ^  -— —  >  ^^  saurait  aiteiodre  s  dans  le 
^  *  ^  '  ^  a.io     3««.ioo 

cas  de  6  >  9,  qui  d'ailleurs  ne  donne  lieu  A  aocon  tâtonnement;  eC  eelte 

mémo  quantité  est  toujours  inférieure  à  s  dans  toute  autre  supposition;  d'où 

il  résulte  que  le  nombre  e  est  tout  au  plus  éfial  ke  ^u 
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bre  loajours  croissantpar  chacaoe  d«8  divinoMsaoceMîves  ; 
se  fondant,  ponr  le  calcul  de  la  racine  carrée,  sur  le  principe 
d'abréfiation  déjà  connu ,  et  ensuite  sur  le  principe  un  peu 
diff&rent ,  mais  tout  k  fait  analogue,  qui  se  rapporte  aux  ra- 
does  cubiques  ;  principe  qu'il  faut»  i  ce  que  je  crois,  énoncer 
commeQ  suit  :  {orig«'on  a  déterminé n-^-^  chiffresàla  raieme 
cubiqiêe  anpeui  iékrmner  U$  n  chiffres  $uitani$par  unettuU 
divinon,  , 

Si  on  ne  déterminait  d'abord  que  it-f  t  chiffres  pour  cal- 
culer les  n  suivants  par  une  seule  division,  conune  on  Ta  pro- 
posé naguère ,  on  risquerait  de  se  tromper  de  deux  unités  en 
plus  sur  le  dernier  chiffre  ;  au  lieu  qu'en  suivant  la  règle  de 
n  -|-  2  chiffres,  on  ne  pourra  se  tromper  que  d'une  seule  unité 
en  plus  sur  le  dernier  chiffre  ;  ce  qui  ifst  la  même  limite 
d'erreur  que  quand  on  détermine  les  chiffres  un  à  un. 

B  Pour  calculer  une  racine  cubique  à  moins  d'une  fraction 
d'approximation  donnée,  on  pourra  le  plus  souvent  éviter  les 
longueurs  oùentntnerait  l'application  de  In  régte  générale. 
—  Il  faudra  extraire  dabord  la  racine  à  moins  d'une  unité  ; 
multiplier  le  reste  de  l'opération  par  la  fraction  d'approxima- 
tion renversée  ;  et  diviser  ce  produit  par  le  triple  carré  de  la 
partie  entière  de  la  racine. 

En  appelant  a  cette  partie  entière  et -la  fraction  d'ap- 

Oc, 

proximatîon,  il  faudra,  dis-je»  diviser  le  produit (N—a^)(x 
par  Sa.  Soit  e  la  partie  entière  du  quotient,  alors  la  racine  du 

nombre  proposé  sera  a  H —  à  moins  d'une  erreur  -  en  plus 

a  OL 

OU  en  HMHns ,  si  toutefois  on  a 
condition  qui  sera  satisfaite  si  on  a  a  <  a. 


Généralement  si  on  suppose 

et  si  en  même  temps  n  est  le  numérateur  de  la  fraction  qu'on 
doit  ajouter  à  a  pour  avoir  la  racine  avec  rapproximalioD 
▼oulue  (en  moins)  ;  alors  le  nombre  e  sera  au  moins  égal  à 
n!  et  pourra  d'ailleurs  être  un  quelconque  des  nombres  con- 
séculifsà  celui-là  jusqu'à  w  +  /i'-f  ^  (*)• 


NOTE 

Sur  les  racines  imaginaires  des  éqtuUions  algébriques. 

PAR  M.  OBSXAir  BoirmBT, 

répétiteur  à  TÉcola  polytechnique. 

On  sait  depuis  longtemps  que  lorsque  les  coefficients  A 
B ,  G  de  trois  termes  consécutifs 

(t)  Ax*,  Bx— ,  Cx"-, 

d'une  équation  (a)  vériGcnt  la  condition 

AC  ^  B% 

réqualion  a  au  moins  deux  racines  imaginaires;  mais  on  n 
pas  remarqué,  je  crois,  qu'il  suffisait  que  l'on  eût  : 

Voici  comment  cette  dernière  proposition  peut  être  éta 
blie  :  supposons  qu'en  général  la  condition 

(2)  AC^/iB-, 

où  n  est  un  nombre  quelconque ,  entraîne  rexistence  i 

n  (F.  t.  in,  p.  234;.  Tm. 


—  237  — 

deux  racines  imaginaires  dans  réqnation  (a),  Malliplions  le 
premier  membre  de  cette  équation  par  x^q  ;  les  termes  (I) 
donneront  lieu  aux  termes 

+  Aq  H-B^l 

et  pour  que  l'équation  {a)  ait  deux  racines  imaginaires,  il 
suffira^  d'après  la  condition  (2) ,  que  pour  une  valenr  réelle 
de  ^ ,  on  ait 

A{C  +  Bq)^n(B+Aq)\ 

Ce  qui  donne  tout  calcul  fait  : 

d'où  l'on  peut  conclure  en  général  que  si  la  condition  (2) 
indique  la  présence  de  deux  racines  imaginaires  dans  l'é- 
quation (a) ,  pour  /i  =  a ,  la  même  propriété  subsiste  pour 

/i  =  1  — — .  Or  quand  /t  =  i ,  la  condition  (2)  devient 

dont  l'existence  entraîne  toujours    celle  de  deux  racines 
imaginaires  dans  l'équation  (a) ,  on  peut  donc  prendre 
3     4     5      6. 
'^^i'    6'    8'    îô'^^"- 

La  loi  de  ces  râleurs  est  Tacile  à  saisir  ;  on  peut  les  repré- 

senter  par  la  fraction  — r — rr ,  d'où  l'on  conclut  que  leur 

2  (a        1) 

limite  est  -.  De  là  résulte  la  proposition  énoncée. 

Ji 

Noie.  Le  théorème  d'£uler  donne  AC  < B',  pour 

caractère  de  l'existence  d'imaginaires  (v.  t.  II,  p.  257);  or 
n  est  au  moins  égal  à  2 ,  donc,  elc  Tm. 
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CONCOURS  D'AGREGATION. 
Composition  d'analyse  proposée  en  1844. 


»A&  M.  AVOVSTB  »l 

profesteur,  licencié  es  sciences  physiques  el  mathématiques. 


Intégrer  les  deax  équations 

,^,      dy      d'x  ,   ^djc      ^     ,  f        dt 


Si  je  pose  pour  simplifier 


i: 


=  T. 


Les  équations  proposées  prendront  la  forme 

djc  dy  , 

Ce  sonldenx  équations  simultanées  linéaires,  la  deuxième 
avec  un  second  membre  et  du  deuxième  ordre  ;  pour  les 
intégrer,  je  vais  les  ramener  à  un  sysléikie  d*éc(dalk>ns  si- 
multanées du  premier  ordre,  et  pour  y  parvenir  je  n'aurai 

dx  d^x      dz 

qu'à  poser  ;j-  =  2,  d'où   ;î;r=  j:»  ^^  j'aurai  ainsi  en 


substituant  ces  valeurs  dans  les  deux  équations  précédentes, 
dx 
dt 


et  y  joignant  -—  —  z  =  0, 


•  dx  dy 

di         dt   ^      de 
Qui  YepréseBtent  le  lysfèmc  de  trois  éqsaiions  skiialu*- 
nées  linéaires  et  da  premier  ordre ,  à  coeflBcient  constant 
entre  quatre  variables.  Afin  de  n'avoir  qa*an  seul  coeflBcient 

djc 
diflërentiel  dans  chaque  équation,  j'éiimioe  ^  catre  la 

dx  /xy 

|ireniièreetla*deaxiôme,et  ^  ^y^-^  »  ^ntre   les  troia 

éqaationi;  IkiTlltipliant  ensuite  par  di,  j'obtiens  les  éqnaliotts 
soivatites  : 

(3)         iix— xrff  =  0, 

(♦)  djr+(x~jr^^^^dt=0, 

(5)  dz+(7a:-^^^y-'^z)dt=-Tdi. 

Ce  wnl  trois  éqoatione  simnltaiiéca  linéaires  et  da  premier 
ordre  à  coeflBcientsconstanU,  la  dernière  avecon  deuxième 
uMHubre. 

Afin  de  les  intégrer  je  mnltiplie  (4)  et  (5)  respectivemeut 
par  deux  facteurs  indéterminés  6. ,  0. ,  et  j'ajoute  (3)  avec 
les  produits,  ce  qui  me  donne 

^-H  ^4f^,dz+  j    (6.  H-  79.)  X  -"  -  (9e,+lie.)jr_ 

Or  je  vois  actueUement  que  œHe  équatioB  deviendra  une 
équation  linéaire  à  deiix  varisbles  : 

(7)  rftt+«M*«— e.Trf/, 


(6) 


-  ttO  — 
qui  aura  pour  intégrale 

(8)    M=x-|-e,^+e.z=e      f 


;  «-••!>'>!• 


Si  je  choisis  0.  et  6,  de  manière  à  satisfaire  aux  équations 

6,+  76.  =  9.  ^  I     (9)  o.+7e.  =  o, 

96,+iie,  =— 26,e   (  ou  bien  !    (10)  (9+2e)0.+He.=— 0» 
2+e,+ lie.  =—26.8    \  (   (11)  9.+(ll+26)e,;s-2. 

Car  alors  l'équation  (6)  deviendra 

(12)  Ar+e.dr^  +  6.&+  |j:  +  ejr+e.2|  eA=— O.TA; 

et  en  posant  dans  celle-ci  : 

•^+«.J^  +  M  =  u, 
et  différentiant  cette  dernière  équation  en  ^,  considérant  6. 
et  6.  comme  constants  (ce  qui  est  permis  d'après  le  système 
des  équations  (9),  (10)  et  (11),  qui  sont  au  nombre  de  trois 
à  trois  inconnues) ,  il  viendra 

et  en  substituant  ces  valeurs  de  x+ô  j^+6,z  et  ^x+ô,4r+^.^f 

dans  (12)  on  obtient  Téquation  (7) ,  dans  laquelle  0  est  aussi 

constant.  Ce  qui  fait  que  son  intégrale  est  (8J ,  d'après  ce 

tpi'on  sait  sur  l'inflation  de  Téqualion  linéaire  du  deuxième 

ordre  avec  un  second  membre. 

Des  équations  (10)  et  (1 1) ,  on  tire  pour  0.  et  6.  les  valeurs 

avivantes  : 

11 


0.= 
0,= 


44+206  +  26'* 
9  +  26 


44+2oe+2e'' 

substituant  dans  Téquation  (9) ,  on  trouve  en  réduisant  : 

(13)  63  +  106^+296  +  26  =  0. 

Équation  du  troisième  degiéqui  résolue  par  rapporta  6  donne 
les  trois  racines  6=— 2,  6"=— 4+|/3,  e"=--4— \/3, 
qui  sont  réelles  et  inégales,  si  on  substitue  successivement 


1"  système 

—  2, 

U      f' 
8* 

5 

a*  système 

V/3-4, 

^-|; 

1 
2' 

3*  •yèléoiv 

-V/3-4. 

-^,-1. 

1 

2" 
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CCS  trois  valeurs  dé  ft  dans  les  valeurs  de  0,  el  8.,  00  en  dé- 
duira pour  chacune  trots  valeurs  odrrcspondanles  ^  el  Toa 
aura  aiosi  les  trois  systèmes  reiirerinés  dans  le  tabieau 
suivant  : 

valeurs  de  6,  0.,  8., 


(H) 


En  sobsUtuant  successiveoieot  chacon  de  ces  ^  sjslèteés 
dans  (8) ,  on  aura  trois  intégrales  renfermant  cRëciine  une 
constante  arbitraire  différente  ,  de  façon  que  leur  ensemble 
formera  le  système  des  intégrales  générales  du  système  des 
équations  simultanées  (3),  (4)  et  (5). 

Mais  avant  de  faire  cette  substitution  cherchons  à  rame- 
ner I  e^di  ^  qui  représente  une>  intégrale  double^d'aprcs 
Jo      ,       ...j  .,       ,, 

la  forme  dfiT^T  ^}Wm  intégrale  simple,  et  pour  celainlégrons 
par  parties  -.  il  viendra ,   ^ 

remplaçant  T  par  sa  valeur  l'équalion  précédente  deviendra 

et  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (8) ,  on  trouve 

Si  actuellement  on  substitue  successivepient  dans  cette 
équation  pour  8,8.,8,  leurs  systèmes  de  valeurs  indiquées  (14), 
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el  qu'oo  représente  par  G. ,  Q,  et  Q,  les  troi»  omtUntet 
arbitraires ,  on  aura  tontes  rédnctioas  faites  : 

^       26    \  JoVTh^    Jo   V/Ï+î*    -')' 

et  ces  éqoatioiis  seront  les  intégrales  générales  des  éipu- 
tions  (3),  (4),  (5);  car  dles  renferment  trois  coostantM 
distinctes,  ainsi  que  l'exige  le  système  en  question. 

Maintenant  pour  obtenir  les  intégrales  générales  da  sjs- 
lème  proposé  (1)  et  (-2) ,  il  est  éridsot  ifa'fl  suffit  d'éUminer 
z  entre  les  équations  intégrales  précédentes  (t<),  (17)  et 
(18)  prises  deux  à  deux  ;  par  conséquent  en  éHttliMnl  centre 
(16)  et  (17) .  (17)  et  (18) ,  et  faisant  les  rédactions,  on  aura 
pour  les  intégrales  en  question  : 


(ta) 


(19) 


Jol/H^    ♦     |Jo|/i+«  Jo     \/l  +  <«     ) 

(4-i/i)<L^  .k-iiLV^f'   A     ♦+Ï/5 
|Jo   |/ï:ï:7ï        13  Jo  |/rf?  j" 
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Il  est  d'ailleurs  facile  de  yoir  que  ces  deux  intégrales  (19) 
el  (20)  du  système  (1)  et  (2)  renferment  bien  le  nombre  de 
constoBtes  arbitraires  que  doîTent  renfermer  les  intégrales 
générales  ;  car  ce  nombre  doit  être  (2-|- 1)  =3. 

On  poarrail«  si  Ton  Toulait ,  déduire  des  intégrales  précé- 
dentes, les  Taleors  de  x  et  j^  en  fonction  de  /. 

La  question  proposées  été  ainsi  ramenée  aox  quadratures, 
et  l'on  Toil  que  ces  quadratures  se  trouvent  ramenées  à 
l'intégration  de  deux  intégrales ,  ajani  les  formes  suivantes. 

f-^      dx 
La  première  I  ^  que  l'on  intégrera  par  les 

fonctions  elliptiques. 

La  deuxième  I      _,  ,  qui  constitue  une  nouTelle 

JoV^i+x* 

transcendante  irréductible. 

AemarfMe  mur  la  iohuhn  préddmie.  L'intégration  des 

équations  (1)  et  (2)  peut  être  effectuée  plus  rapidement,  à 

l'aide  do  procédé  suivant,  qui  est  applicable  à  beaucoup  de 

Mettons  l'équation  (1)  sous  la  forme 

di  dt      ^ 

Noos  POUVOIR  rfsajrder  le  second  mei^br^  comme  une 
li9Qçtipi^  inooiia^e  de  r;  et  ifoua  aurpns,  par  If^n^étbodedela 
▼arialiOD  des  constantes  : 


Li  valeur  de  *  donne 
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Substitoant  dans  réqaatk»  (2) ,  on  la  (raiurorme  d'abord  n 


Mais 


4'mi 


L'éqaalioo  d-dessus  détient  iaoc 

-et  le  cakal  n'ofre  plus  de  diffiadé.  £.  C. 


THEOREMES 
9wr  les  tangenUt  aux  caniqueê. 


E.  A.  'WOl 

4Aéfe  de  M.  AMIOT  (peniioD  BARBET). 


AT  et  AS  80Dt  deux  droites  qui  toachent  nue  lection  oo- 
niqae  qnelcooqae  aux  points  B  et  G  ;  on  mène  une  traWème 
tangente  quelconque  DE,  et  par  les  points  D  et  E,  oùeDereih 
oontrc  les  deax  premières,  on  trace  des  parallèles  à  ces  tan- 
gentes {fig.  35). 

On  propose  : 

V  De  déterminer  le  lieu  des  points  d'intersection  M  de  ces 
parallèles; 

ii^  De  reconnaître  que  Tangle  EFD,  sous  lequel  on  toit, 
de  l'on  dès  foyers  de  la  section  conique  F,  la  tangente  mobile 
ED,  conserve  une  valeur  constante  dans  toutes  les  positions 
de  cette  tangente. 
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3*  On  eiamiima  le  cas  parlicolier  eà  la  seclkm  cooique 
eit  HM  parabole ,  el  l'on  fera  voir  qoe  dans  ce  cas  les  seg- 
menls  interceptés  sur  les  portions  AB,  AG  des  tangentes  fixes 
par  la  tangente  mobUe  sont  réciproquement  proportionnels. 

I.  Je  prends  pour  axes  des  coordonnées,  les  dens  tangentes 
fiies;  j'appeUe  a  et  ^  les  distances  de  l'origine  aux  points  de 
tangenoe  G  et  fi. 

La  section  conique  donnée  a  pour  équation  une  expressioa 
de  la  forme 

y  +  2Bx^  +  Gx*  +  2D^+2Kx  +  F=0. 
Il  faut  exprimer  que  cette  courbé  est  tangente  aux  deux 
axes  des  coordonnées  aux  points  G  et  B.  Il  est  nécessaire  pour 
cela  que  les  équations  que  Ton  obtient  en  faisant  altemative- 
iDeDt^=  0  et  X  ssO  dans  Téquation  de  la  courbe  aient  deux 
racines  égales,  la  première  à  a,  la  seconde  à  b  ;  pour  que  cela 
ait  lieu,  il  faut  et  il  suffit  que  les  coefficients  de  l'équation  èl* 
les  quantités  aei  b  satisfassent  aux  relations  suivantes  : 

F=GF  D*=F 

E 


^=-c 


b  =  —  D 


Od  pent  remplacer  ces  quatre  relations  par  celles-<ii  : 


•==7- 

D=— 6 


a 
F  =  6\ 


Je  substitue  dans  l'équation  delà  courbe,  aux  coefficients- 
C,  D,  E,  F  leurs  vaîenrs  ;  cette  équation  devient  : 

y-l-aBjrr-f-.x'  — 2*r  — 2- x+  ^'=0 

Je  pose  pour  simplifier  -i=  K 

/+2Rrr+Kr'  — 26r— 2Kiïjr  +  6'  =  a 
Mt  maintenant  jrsr/itjr  4- '^  Téquation  dé  la  droite  EDk. 
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pour  exprimer  qoe  cette  droite  est  tani^te  à  la  eouffee,  je 
Tais  remplacer  iians  l'è^ualkm  delà  Cctairbe^  par  sa  talenr 
tirée  de  l'éqtiation  de  la  droite,  et  poser  411e  réqnatMoréM- 
Unte  eo  JT  a  deùt  radnes  ^ks.  Cette  eonditionse  tradait  psr 
(mil— ftm— ûK +Bii)'=  (ht*  +2B11I+  K)(ii*  — J*ii  +V) 
Si  je  développe,  j'obtiendrai,  lodtés  simplifications  biles,  en 

observant  que  K= — . , 

b 
Je  supprime  le  facteur  B  — 

n*  ^  B -1--^+ 2m/i6— S^sKn— â&*m>£  0 

En  appdant  X  et  j^,  les  coordonnées  à  l'origine  de  la  droite 
ED,  coordonnées  qui  sont  en  aaéme  temps  les  coordouées 

conrantes  daliencberehé,  j'àiit==r  et  m=.— -  ;  tabstitoant  à 

se 

m  et  à  n  leurs  valeurs  dans  l'équation  précédente,  je  trouve 
pour  ceUe  du  lieu,  après  la  suppression  du  facteur  x  qui 
donne  l'axe  des  x,  solution  qui  ne  saurait  convenir  : 

^B+-)xjr— 2^  — 2aKx+2**=0 

C'est  l'équation  d'une  hyperbole  dont  les  asymptotes 
sont  parallèles  aux  axes  de  coordonnées ,  et  qui  passe  par 
les  deux  points  B  et  C. 

Si  je  suppose  que  la  courbe  donnée  soit  une  parabole,  j'ai 

B*=K,  d'où  B  s  db -.En  prenant  le  signe  +  Je  trouve  que 

l'équation  de  la  courbe  donnée  e8^x+''  ^^  &y=0, celle 

équation  représente  alors  la  droite  des  contacts  B,  G.  Je  rejette 
cette  hypothèse  :  en  prenant  le  signe  *-  au  contrafre,  la  courbe 


dcmiée  est  une  Traie  paniiole  et  j'oblieiis  pour  l'équitioa 
«ilieii 

•^  *  a 
c'est  prédiémeot  l'évntioo  de  b  droile  qiri  oirit  les  i^ 
contact. 

II.  n  est  aisé  de  rcir  que  la  tan^te  mobile  ooope  les  deux 
tangentes  fixes  en  des  segments  qui  sont  réciproquement  pro» 
porlJkMUiels.  Car  DM  étant  parallèle  à  AG,  j'ai 

BD:AD=BM:MG, 
j'ai  pareniement 

AE:EC=BM:MG 
et  à  cause  da  rapport  commun 

BO:AD=AE:EC. 

m.  Je  irais  démontrer  que  rangée  formé  par  la  réunion  du 
foyer  aux  pointii  d'intersection  des  tangentes  fixée  par  là  tan- 
gente mobile  est  constant. 

Je  rappellerai  ce  théorème.  Dans  toute  section  conique,  la 
ligne  qui  Joint  le  point  de  rencôdtre  d'une  Sécante  et  de  la 
Aiectrice  an  fojer  correspondant  est  bissectricie  dé  l'aùglè 
mpplémentaire  de  l'angle  formé  par  les  rayons  vëctëun  qui 
▼ont  du  foyer  aux  points  d'intersection  de  la  sécante  et  de  h 
courbe. 

Je  fais  faire  voir  maintenant  que  la  ligne  qui  unit  le  point, 
d'où  Ton  a  mené  les  deux  tangentes  fixes  à  la  section  conique, 
et  le  foyer,  est  bissectrice  de  l'angle  formé  par  les  deux  rayons 
yecteurs  partant  da  foyer  pour  aller  aux  points  de  codtact. 

Je  supposerai  qu'il  s'agisse  par  exemple  d'une  ellipse  :  il 
BesufBtdedémontrerqttebIigneRF(6g.26)  est  perpendicu- 
laire sur  celle  qui  unit  le  foyer  au  point  où  la  corde  des  con- 
tacts rencontre  la  directrice  correspondante  au  foyer  que  je 
considère. 

Je  prends  l'ellipse  rapportée  à  son  centre  et  i  ses  axes  pour 
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axi^  des  coordonnées i  j'appelle  ûd\  y"  les  coordonnées  da 

y 
point  K  :  le  coeflBcient  aognlaire  de  la  droite  KF  sera  -j;    '  ; 

celui  de   la  droite  IF,  les   coordonnées  du  point  I  étant 

—,  -^ — .sera  — :r-  ;  le  prodmt  de  ces  deux  ooeflS- 

c        y  y' 

çients  angnlaires  étant  égal  à  —  1 ,  les  deux  droites  sont  rec- 
tangulaires, et  la  ligne  KFesl  bissectrice  de  Tangle  des  rayons 
\ccteurs. 

Il  est  facile  maintenant  de  résoudre  la  question  proposée. 
Soit  une  tangente  HH',  j'unis  les  points  H,  R,  H'  au  foyer  ; 
j'ai,  en  vertu  du  théorèroe  précédent ,  RFH' =  HTM' , 
RFH  =  HFM  ;  je  conclus  de  là  que  Tangle  HFH'  est  conslant 
et  égal  à  la  moitié  de  Tan^le  MFM'. 

Il  est  aisé  de  voir  de  plus  que,  dans  le  cas  de  la  parabole, 
cet  angle  est  supplémentaire  de  l'angle  des  tangentes  fixes, 
car  cet  angle  étant  le  même,  quelle  que  soit  la  position  de  la 
tangente  mobile,  il  aura  cette  valeur  constante  quand  la  tan- 
gente sera  perpendiculaire  à  Taxe  de  la  parabole,  mais  alors 
les  lignes  FU  et  FH'  sont  perpendiculaires  sur  les  tangentes 
fixes,  puisque  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées 
du  foyer  sur  les  tangentes  est  la  tangente  au  sommet,  les  deux 
angles  en  H  et  H'  étant  droits  dans  le  quadrilatère  KHFH',  il 
suit  bien  gue  Tangle  en  F  est  supplémentaire  de  l'angle  en  K. 

Ce  quadrilatère  étapt  inscriptiblé,  on  voit  que  le  lien  des 
foyers  des  paraboles  tangentes  à  trois  droites  données  est 
la  circonférence  circonscrite  au  triangle  formé  par  la  ren- 
contre de  ces  droites. 

Noie.  Le  théorème  1  est  une  conséquence  immédiate  de 
réqustion  donnée  (t.  III,  p.  188)  ;  savoir 

^kab"  +  ^k!ba^  —  Ib"  +  ^nab  —  /  û'—  ma'b'  =  0  ; 
les  axes  touchant  la  courbe ,  on  a  /  =:  /'  =  0  ;  Téquatiou 
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devittit  divisible  par  ab ,  et  Ton  a  SAfr-|-2A'â-|-3ii— ma6=0, 
bjpeitole  doot  a  et  b  sont  les  oûordoimées  oouraDtes  j  les 
eoordoDoées  du  centre  de  Thyperbole  sont  doaUes  des  co- 
ordonnées dn  centre  de  la  conique  donnée. 

Le  théorème  2  a  déjà  été  démontré  (t.  II,  p.  535,  el  t.  III, 
p.  439). 

Le  théorème  3  a  déjà  été  démontré  (t.  I ,  p.  449  et  t.  III, 
p.  184).  Tm. 


NOTE 

9ur  la  solution  atialytique  des  problèmes  et  -sur  un  problême 
d'arithmétique  sociale. 


«Dcieo  élère  de  l'Ecole  nonnele. 


I.  Lorsque  la  solution  analytique  d'un  problème  particulier 
dépend  de  l'emploi  des  modes  les  plus  généraux  de  repré- 
senter et  de  combiner  les  quantités ,  il  n'est  pas  indiffirent 
de  résoudre  l'équation  finale,  à  laquelle  il  conduit,  par  telle 
ou  telle  méthode  de  calcul.  Il  faut  surtout  se  guider  sur  la 
nature  de  celui  •  d,  dans  le  choix  de  la  méthode  è  suivre  pour 
arrivera  sa  véritable  solution.  Il  est  encore  plus  nécessaire 
de  ne  pas  perdre  de  vue  son  énoncé  particulier ,  lorsqu'une 
restriction  de  cet  énoncé ,  originairement  exprimée  dans  le 
calcul,  à  l'aide  de  signes  algébriques,  peut  disparaître  dans 
son  développement  suivant  la  manière  dont  ce  calcul  est 
dirigé;  pour  trouver  des  exemples  de  ces  deux  circonstances, 


—  âîJO  - 

il  suffit  d'atoir  recoars  à  latbëorfe  de»  fotictiolissyfliétrkpies 
«t  à  cette  des  oombiiieifloiis. 
1*  Quand  on  yent  exprimer  rationnellement,  an  moyen  des 

coefficients  a,  a.,  a^ Om  d'one  équation  donnée  da  degré 

<m),  ta  somme  desimissances  entiéres^mblable»  et  poeltites, 
de  degré  m  —  /i  des  racines  de  cette  équation,  on  parrient  à 
l'une  ou  à  l'autre  des  deux  relations  générales  suivantes 

^  Lorsqu'on  veut  déterminer,  sans  employer  le  raisonne- 
ment par  induction,  les  formules  qui  donnent  par  des  pro- 
duits de  facteurs  le  nombre  de  combinaisons  simples  d'espèce 
donnée,  que  l'on  peut  faire  avec  m  lettres  différentes,  on  ar- 
rive de  diverses  manières  aux  équations  suivantes  : 


A« 

m 


a«=(«_„+i)A;^..   0;;,=  ^, 


.1  "*       m  —  n    "*— * 

Ces  formules,  ainsi  que  les  préoédentes,  ne  sont,  au  fond,  que 
des  équations  aux  différences  finies,  à  une  ouà  deux  variables 
indépendantes  ;  et  pour  en  déduire  les  fonctions  discontinues 
des  nombres  entiers  /n,  /i,/i,  qui  ccMrrespondeot  aux  solutions 
des  problèmes ci-dessQS  énoncés,  on  emploie  ordinairement 
la  méthode  des  multiplications  ou  des  substitutions  successi- 
ves; or,  il  y  a  une  observation  à  faire  sur  cette  méthode  de 
calcul.  Il  est  indispensable  de  l'emidoyer  dans  la  solution  du 
premier  problème  qui  répond  à  l'équation 
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Eb  efliBl,  llntégrale  eomplèle  de  cette  éqQatioa  linéaire  aux 
dBâreitoeB  flfdei k eoeHlcieiiti  cooalanto,  aana  seeoiid  bmb* 
bfe,  6it 

d'oà 

G,,C. ,CL»dèrigiianlmooD8taiitea  arbitraires  etx,YX,....xm 

prédiéiiient  les  m  racinea  de  Téquatloo  donnée;  en  lorte 

qa'en  fidsant  Q=CL G«<s  i  dans  la  yaleor  de  Sw^.|i,  on 

serait  ramené  an  |X)int  de  départ  du  calcdl  ;  |Hii8qa*il  s'agit  de 
cnlcoler  S^^-p  en  fonction  des  coefflcients  de  réqaation  pro- 
posée et  sans  la  résoudre. 
Le  problème  qui  dépend  de  l'équation 

donne  lieu  à  la  même  remarque.  Son  intégrale  générale  n'est 
pas  connue,  que  je  sache;  d'ailleurs,  pour  le  résoudre,  il  fau- 
drait, non  recourir  àcette  intégrale,  mais  opérer  par  la  mé- 
thode des  substitutions  sucoessi?es,  ce  qui  ferait  connaître 
l'expression  de  Sm-^.  On  peut  encore  calculer  les  sommes 
Sm-f Y  Sm-^-i....  en  prenant  les  coefflcients  des  termes  du 

quotient  —^y  <^  coefficients  sont  respecti?ement,  dans  leur 

ordre,  les  sommes  S.,  Si ,  ainsi  que  M.Desmaret  FalSiit 

▼oir(p.  f69duI*'yoi.). 

II.  Considérons  maintenant  k  la  fois  dans  la  théorie  des 
combinaisons  les  deux  équations 

A»  =  -^i-  A»     ,     C»  =  -^î^  O 

qui  tmniÉ^t  le  tableau  préoédent,  eteiamlnons  la  méthode 
de  calcul  qu'A  convient  d'employer  pour  leur  dévelqipement. 
La  seconde  se  déduit  de  la  première  en  dîTisant  par  P»  cba- 


Gon  des  termes  de  son  premier  membre  ;  mais  cette  restrietioii 
s'efface  d'elle-même,  et  De  sobsiste  pas  dans  le  résultat  da  cal- 
cul des  substitations  saccessÎTes;  en  sorte  que  cette  méthode 
ne  fait  connaître  qae  la  yalenr  de  AV»  et  ne  peut  être  em- 
ployée qne  pour  le  développement  de  la  première  éqnatioo. 
11  faut  donc,  pour  déterminer  la  valeur  ordinaire  deC  V  au- 
trement que  par  la  relation  connue 

m  p^ 

avoir  recours  k  l'intégrale  générale  de  l'équation  aux  diOë- 
renées  finies  partielles 

m 
m  —Il 

pour  la  trouver,  faisons  /n=  /-}- 1,  observons  que  l'on  a  par 
définition 

et  supprimons  pour  abréger  les  indices  :  l'équation  précédente 
pourra  être  mise  sous  la  forme 


^^-y{rfh^)  =  ^- 


On  peut  alors  la  considérer  comme  une  équation  ordinaire 
aux  diflërences  finies  du  premier  degré  et  du  premier  ordre, 
entre  deux  variables  discontinues  j-  et  /,  n  étant  regardé 
comme  constant.  Son  intégrale  générale  en  termes  finis ,  sera 
donc  0 

^f j  désignant  le  produit  de  toutes  les  valeurs  de  la 

fraction entre  les  limites  de  l'intégrale  2,  etC  la  con- 

m — n 

(*)Ucroix,C.J>.,  t.  m. 
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tiaiite  arMIraire,  q«e  nous  regarderoM  oonme  une  fcnelkHi 
arMlrain  et  diBOontiftiie  do  nombre  n. 

Cela  posé,  on  peut  doniMr  à  m  les  iraleor»  sacceniTes  en- 
tières et  poeitiTes  qui  s'éteodeni  depfuis  le  nombre  «i  jMqn'aa 
nombre  2n-|- 1  y  eompris  ces  deu:  nombres,  alors 

ffl(;n-1)..,(n+2)(/i+l) 
(m— ii)(/?i— n  — l)...8.2.l' 

et  eo  réduisant 


Vm  —  «7 


Ainsi,;  dans  cette  hypothèse,  la  Tslear  générale  de  ^m,  «  sera 

J^m,»=  [m(m— 1)...  (m— n-f  l)]Cj 

et  poor  retroQTer  les  yalenrs  ordinaires  de  A*m  et  (Tm,  it  suf- 
fira d'attribuer  sucoeesivement  à  G^  dans  cette  dernière  for- 
mille,  les  deux  valeurs 

C=i,      C=— 4 

1.2.3...  n 

lILOnme  pardonnera  peut-être  i.celâe  occasion  de  repro- 
duire ici  ,  comme  susceptible  d'int^-esser  quelques  lecteurs , 
b  solution  donnée  anciennement  par  M.  Gournot  dans  le 
MkUn  de  Férussac  (1830-31),  d'un  problème  d*algèbre  lé- 
gale sur  les  successions  irrégulîères;  je  regrette  de  ne  pouvoir 
insérer  la  spirituelle  rédaction. — La  solution  de  ce  problème, 
kNTsqn'on  tient  à  s'assujettir  à  la  lettre  de  la  loi,  dépend  delà 
résolution ,  par  la  méthode  des  substitutions,  de  deux  équa- 
tions, dont  Tune  est  du  premier  degré  et  l'autre  aux  diflë- 
rences  finies  à- deux  variables.  En  voici  l'énoncé  et  l'analyse 
sommaire. 

Le  droit  d'un  enfiiot  natorel ,  venant  en  concurrence  avec 
un  au  moins  on  plusieurs  enfants  légitimes,  est,  d'après  le 
code  civil  français ,  Je  tiers  de  la  portion  héréditaire  qu'il 
aurait  eue  s'il  eût  été  légitime.  Il  s'agit  de  déduire  de  cette 


oooditioo  la  pari  de  chaque  enfant  nalprel  on  légilkM, 
lorsqu'on  oonnatt  le  nomlNPedea  enfants  éacbaqnecaléserie , 
ainsi  qna  le  montant  de  la  snecession  qni  doit  4tre  répartie 
entra  enz. 

n  étant  le  nombre  des  enBuits  naturels,  /  eelni  des  enfanti 
lé^times,  et  la  somme  à  partager  entre  eux  étant,  pour  fixer 
les  idéei ,  représentée  par  l'unité;  soient  yn^iei  xu,i.  les 
parts  respectires  de  chaque  enfant  naturel  et  légitime ,  on 
aura  pour  première  équation  du  problème 

nrn,i+lJPn,i=^i'  (1) 

$appoimi9  pnaintenanti  pour  un  moment  »  que  Vnn  des  en- 
fants naturels  soit  considéré  comme  légitime ,  la  part  de 
chacun  des  autres  enfants  naturels  sera  ,*  dans  cette  hypo- 
thèse, exprimée  par  la  notation  ^«^i,i+t  «  et  leur  part 
collective  par  (/t—  l)^'»-!,  i^i  ;  il  restera  donc  k  partager 
entre  les  (^|-1}  enfants  supposés  tous  légitimes ,  la  somme 

et  le  tiers  de  la  part  de  chacun  d'eux  étant  égalé  kyn,ij 
fera  connaître  b  seconde  équation  du  problème,  sayoir  : 


•^•^''^slï+î)'^*""^"""*^'^*"*''^'^' 


(« 


en  faisant  n  =  1  dans  cette  équation ,  le  second  membre  se 

réduit  à  une  quantité  conniie  ^  ^        ;  ainsi  gnpeut,  par  des 

substitutions  successives,  calculer  en  fonction  des  nombres 
n,  /,  la  valeur  générale  de^»,  i.  En  ayant  égard  aussi  à 
réquation  (I),  on  trouve  pour^»,i  et  Xfl^ i les  valeurs  sui- 
vantes: 

i »— t  (n—l)(n-fa)... 3.8.1 

»(«—l)...  3.2.1 


JTJI.  l=j 


3i(/+l)-'^3"/(/+l)...  (/+»)» 


le  tigm  ^iMiift  4'm  teme  m  ani.van^^  dans  les  deox  for* 
ividtti,  k  partir  ifigjptwùen  (emm»  qai  109!  imUifo;  «liiai 
il  fftjBdra  prandre  les  mgnm  Mipteieipr»  00  ioférieurs^  seloa 
ipie  n  ier«  pair  oa  ioipaîr.  Il  eat  donc  facOe,  d'âpre  cm  for* 
ipalaa  »  d^  coBstnUre,  par  a  vanç^  oae  Ial4e  à  doubla  eoMrte, 
éMt  les  Uanitea  eomfnmimi  ntve  eUea  toale  l'élendua 
des  lalwra  év^otiiellei,  ^«a  pmvent  pvaaidra  aioNdtanë- 
neoi  A  «I  /* 

iVbfe.  L'article  757  du  code  d?il  est  ainsi  rédigé.  Le  droit 
de  l'enfanl  naliirel  sur  les  bieos  de  s^  père  ou-iHjère  d^oédés 
est  réglé  aiosi  qu'il  suit  :  «  Si  le  père  on  la  mère  a  laissé  des 
desoendauts  légitimes ,  ce  droit  est  d'un  tiers  de  la  portion 
Mréditaire  que  l'enfant  naturel  aurait  eue  s'il  eût  été  légi- 
tiase:  il  est  de  la  moitié  lorsque  les  père  00  mère  ne  laissent 
pas  de  descendants,  mais  Men  des  ascendants  on  des  frères 
ou  sœurs;  il  est  des  trois  quarts  lorsque  les  père  ou  mère  ne 
laisi^  j4deapeq4<ual«)  oi  afceodanis,  m  frères  ni  aœv^rs.  » 
Cçtte  rédaction  présente  quelque  obscurité;  que  faut-if  en^ 
Unit^  par  ces  mots:  «  ^  portipq  héréditaire  qu'il  aurait  eue 
s'il  eût  été  légitime?  »  à  première  Yue,  on  croit  qu'il  s'i^gît 
de  supposer  que  tous  les  enfants  sont  légitimes,  alors  chacun 

aundt  -  ,  et  par  conséqaent  la  part  de  chaque  enfant 
naturel  sera  ryn — r»  >iMts  ^^  solution,  est  évidemment 

hattre  Ci  -  A  s'ensuivrait  que  la  part  de  l'enbut  naturel  serait 
toujours  la  même  pourra  que  l+n  tùi  constante;  ainsi  quil 
y  ait  un  enfant  naturel  et  /  enfants  légitimes ,  ou  bien  /  en- 
fuits naturels,  et  un  enfant  légitime,  la  part  de  TenlSuit 

naturel  serait  tonjonra  -^;  telle  ne  pouvait  être  la 

(*)  CtH  p«vlml  c«lle  q«'Mi  Hl  êvn  PeiMllml  cMiniMlitira  de  M.  Regnik 
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pemèù  da  législateur  ;  mai»  Il  faut ,  connue  on  faîl  daM  la 
solotioD  précédente,  calculer  quelle  serait  la  part  de  U 
succession  pour  chacun  des  enfants  naturels  pris  IsiMiMnI. 
s'il  devenait  légitime ,  et  prendre  ensuite  le  tiers  de  cette 
part  ;  ce  qui  fournit  Téquation  (2).  Il  y  a  deux  cas  qui 
échappent  à  cette  aulutioa  :  sa?oir  pour  n  3=0  la  Yaknr  de 
ro,i  6it  éridemment  nulle;  posons  /«o,  réqoaliOQ  (1) 


donne  j^».  o  =  -  ;  mais  d'après  les  dispositions  de  Tart.  757, 
n 

ouaura^,.o=^oubienr..a  =  /^.  ^^ 


NOUVELLE   DETERMINATION 

du  rayon  d^  courbure  de  VeUip$e,  . 

(ParuQAUnaé.). 

Voici  encore  une  détermination  du  rayon  de  oonrhure  de 
l'ellipse  (voy.  t.  III,  p.  596).  Celle-ci  est  appropriée  au  cas 
où  on  construit  Telllpse  en  augmentant  ou  diminuant  dans 
un  même  rapport  toutes  les  ordonnées  d*un  cercle. 

Soient  ^  le  point  de  l'ellipse ,  et  M  le  point  correspondant 
do  cercle  :  ces  deux  points  looi  sur  une  même  ordonnée. 

Soit  p  le  rayon  de  courbure  de  Tellipse  en  (a  ^  a  Fangle  que 
fait  la  normale  arec  l'ordonnée. 

ScÂi  aussi  a'  l'angle  que  fait ,  avec  la  même  ordonnée ,  la 
normale  au  cercle  en  M  ^  et  soit  de  plus  /^  le  rayon  de  cour- 
bure de  l'ellipse  au  sommet  de  Taxe  qui  est  parallèle  k  l'or- 
donnée passant  par  m  et  M  ;  de  sorte  que  si  a  et  6  sont  les 
demi -axes  de  l'ellipse^  le  rayou  de  courbure  /^  est  égui  à 

a*  U" 

-r,  ou  à      .  On  a  la  détermination  : 

0  a 

r.COSVsp.COi^a, 

qui  se  prête  à  une  construction  très-simple  et  très-facile. 
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LETTRE 

Sur  les  fractions  continues. 


Mon  cher  monsîear  Terqnem, 

r 

L^  dernier  numéro  des  Nouvelles  Annales  contient  une 
lettre  de  M.  Guilmin ,  relative  à  ma  note  sar  les  fraclîons 
continues  périodiqaes.  Celte  lettre  demande  une  réponse  : 
soyez  assez  bon  pour  accueillir  celle-ci. 

M.  Gnilmin  dit  d'abord  :  «  M.  Catalan  démontre  une  pro- 
position dont  voici  l'énoncé  :  Dans  une  fraction  continue 
périodique ,  le  nombre  des  périodes  étant  illimité ,  il  est  indif- 
férmU  d^enprendre  une  déplus ouunede  moins.  » 

Cet  énoncé  n'est  pas  de  moi,  et  je  serais  fâché  qu'il  en  fût. 

M.  Gaiimiti  dit  ensuite  : 

«  Soient 

c+—  c+J 

y  .1 


'    ^+etc. 
»  Si  on  forme  successivement  les  réduites  de  jc  eVàe^  en 
prenant  dans  chacune  le  même  nombre  de  quotients  incom 
plets ,  on  aura  chaque  fds  le  même  résultat  pour  les  deux; 

or  une  réduite  ^  obtenue  à  cette  condition ,  diffère  de  jt  et 

de  y ,  dans  lemêmesens  d'une  quantité  moindre  que...  »  etc. 
J'aTOue  qu'il  m'est  absolument  impossible  de  suivre  le 

Ami.Bill«TvSH.  IV.  1S 
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raboDnemenl  de  M.  GuilmiQ ,  et  d'attacher  an  sens  clair  k 
des  phrases  telles  que  celles^i  : 

«  Si  on  forme  saecessi veinent  les  réduites  de  x  et  de^- , 
»  en  prenant  dans  chacune  le  même  nombre  de  quoiie$U$  m- 
»  cofnpMs»; 

»  On  aura  chaque  fois  le  même  résultat  pour  les  deux  »  ; 

»  Une  réduite  commune  obtenue  à  cette  condition  »  ; 

»  Diffère  dam  le  $nêmeêensd^unequaniiié...  \  • 
etc. 

Je  voudrais ,  encore  un  coup ,  débrouiller  cet  écheveau , 
mais  je  ne  puis. 

M.  Guilmin  dit  plus  loin  :  ••  M.  Catalan  a  moins  eu  peui-- 
»  Ure  pour  objet  de  démontrer  cette  proposition  que  d'établir 
»  les  théorèmes,  »  etc. 

La  supposition  de  M.  Guilmin  est  très-fondée.  Si  j'avaia 

Toulu  seulement  démontrer  la  proposition  dcmt  il  s'agit  ^ 

j'aurais  dit  : 

p    0 
«  La  différence  entre  deux  réduites  consécutives  s;,  ^„ 

p 
peut  devenir  aussi  petite  que  l'on  i/ondra ,  si  ^  occupe  un 

rang  assez  éloigné;  donc  la  diflérence  entre  deux  réduites 

P     U 

^  ^^  ^  distantes  l'une  de  l'autre  d'un  nombre  déterminé 

de  rangs,  peut  également  devenir  moindre  qu'une  quantité 

donnée;  donc  on  pourra  satisfaire  à  l'inégalité  ^•-:riHi<^  * 
Je  sais  content  d'avoir  laissé  à  M.  Guilmin  l'occasion  de 

chercher  une  démonstration. 
1a  note  tneriminée  contient  la  formule  : 

_  Pjr^^^i  +  N 

^•~p:r*^.+  N'' 

dans  laquelle  P,  F,  N ,  N'  sont  des  constanies.  M.  Guilmin 
tiouve  plus  commode  d'employer  cette  autre  formule  : 

.Pr.  +  N 


XiH*  — 


Fr.+N 


7> 
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dans  laquelle  P,  F,  N ,  K  saot  de$  var%able$  :  permis  à  loi. 

Eofin ,  M.  Gailmin  eulève  quelques  mots  et  quelques 
virgules  k  celte  malencontreuse  note  ;  il  supprime  quelques 
calculs;  il  appelle  A  ce  que  j'avais  appelé  Q  >  etc.  Ces  per- 
feeUonnemmtB  lui  permettent  de  démontrer  en  deux  pages 
une  partie  de  ce  que  j'avais  démontré  en  Urois  pages  et  demie. 
Ici,  je  n'ai  rien  à  dire  :  car  l'économie  est  une  belle  chose! 

Agréez,  mon  cher  M.  Terquem ,  l'assurance  de  mes  sen- 

Ciments  affectueux  et  dévoués. 

£.  Catalan. 
21  avril  1S46. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


93.  Soient  À  »  B ,  ti ,  les  longueurs  de  trois  cordes  issues 
d'un  même  point  d'une  circonférence  de  cerde^  B  étant  la 
«orde«intermédiaire. 

Conformément  à  la  notation  trés-expressire  recommandée 

par  Garnot,  représentons  par  AB  l'angle  des  droites  A  et  B; 
«t  ainsi  des  autres. 

On  a,  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer,  la  relation 

(a)  A.sinBC  +  Csin  AB  =  B.sinAC. 

A  la  surface  de  k  sphère ,  A ,  B  et  C  représentant  trois 
arcs  de  grand  cercle  issus  du  même  point  d'un  petit  cercle, 
«t  terminés  à  leur  seconde  rencontre  avec  ce  même  petit 
cercle,  on  a  une  relation  qui  ne  diffère  de  la  précédente 
qu'eu  ce  que  les  longueurs  A,  B  et  C ,  sont  remplacées  par 

tang- A,  tang-B,  tang-C. 

On  propose  de  rechercher  s'il  y  a  un  théorème  analogue  i 
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la  relalîoD  (a) ,  poar  quatre  cordes  de  la  sphère  qai  seraient 
iasuesd'uD  même  point  de  la  surface.  . 

Par  un  abonné. 

94.  Discuter  complètement  la  surface  du  troisième  degré 

zy+hj^  +  Cx'+Bjr  +  Ex  +  T^  0. 

Tm. 

95.  Étant  donnés  n  points  situés  d'une  manière  quelconque 
dans  un  plan,  construire  le  plus  petit  cercle  qui  les  enre- 
lq>petous.  Tm. 

96.  Si,  dans  Tangle  de  deux  droites  prises  pour  axes  de 
coordonnées,  on  inscrit  une  ligne  polygonale  régulière, 
ayant  l'origine  pour  centre,  on  aura  entre  les  abscisses  k 
l'origine  afj  jcf',  je/'*...  x*) ,  des  côtés  du  polygone ,  et  Tor- 
dom^  Y  du  premier  sommet  à  partir  de  Taxe  des  x ,  la 

relauon       -  c=  ^ +  _  +  _+...+  _. 

Prouhkt. 

97.  Couper  un  triangle  par  une  transversale,  de  manière 
que  trois  segments  lion  consécutifs  soient  égaux. 

Prouhrt. 


THÉORÈMES  ET  PROBLÈMES 
Sur  les  centres  des  coniques. 


I.  Problème.  Etant  donnés  trois  points  et  le  centre  d'une 
conique ,  trouver  une  équation  de  celte  conique. 

Solution.  Soient  A ,  B ,  C  les  trois  points ,  et  O  le  centre 
donnés;  faisons  AB=pj  AG=  q ,  et  prenons  AB  pour  axe 
des  a:  et  AG  pour  axe  des  y  ;  l'équation  de  la  conique  sera 
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iêtàtmM y  +  Btcjr+Cx*—çx  —  Cpx=ùi  soit  t  r«^ 
idtte  et  u  l'ordonnée  du  centre.  On  a 

%--2Çp     _  BCp^2Cq    t_Bq—  ^ 

.  hqu 

^="S — 7^ "x  >  meltaot  cette  Taleur  de  C  dans  celle 

de  t  et  diTÎsant  par  Bi ,  on  obtient  Vpt+B  [2pu--'2qt—pg} 

^2q(2u—q)',  d'où  B  =  -^ ,  B  =  ? ;  les Yaleorscor- 

P  ' 

respondantes  de  C  sont  G  s^,  G=  "  t^^\ 

f'Gas.  B=  -^ ,  G  =  ^.  ;  l'équation  de  la  courbe  devient 
P  P 

(  r  +  -  -^  \y  +  -  Jc  —  y  )=0;  c'est  le  système  de  la  droite 

BC  et  d'une  droite  parallèle  passant  par  l'origine ,  et  on  sait 

qu'il  7  a  alors  une  infinité  de  centres ,  sitnés  sur  la  droite 

2py  +  2^"^  ^pq  =  0. 

2*  Cas.  B  =  i^=^ ,  C  =  y  i^^zr)  î  l'^««"on  de  la 

courbe  derient  : 

t{2t--p)y—{2u—q){2t^p)xy  +  u[2U'-q)x'^  \ 

^qi{2t-^p)y^pu{2U'-q)x  =  0.  ]     ^ 

La  nature  de  la  courbe  est  déterminée  par  l'expression  : 
(2«  —  q)  {2t^p)  {2pu  +  2qt  —pq)  ;  C'est  le  produit  des  trois 
équations  des  côtés  du  triangle,  ayant  pour  sommets  les 
milieux  des  côtés  du  triangle  ABC;  la  position  du  centre^ 
donne  le  signe  de  chaque  facteur. 

II.  Théorème  Le  lieu  du  centre  d'une  conique  passant  par 
trois  sommets  d'un  triangle ,  et  semblable  à  une  conique 
donnée,  est  une  ligne  du  quatrième  ordre,  touchant  les  troi» 
côtés  du  triangle  aux  milieux  de  ces  côtés. 

Démomiraihm.  La  condition  de  similitude  est  exprimée 


par  la  rektiop  (1+C— B€O07)  =::  a  (B'-4C)  (t.  I ,  p.  495)  ; 
a  est  une  constante  donnée  positive  si  la  conique  donnée 
est  une  hyperbole ,  et  négative  si  cette  conique  est  une  el- 
lipse. Substituant  pour  B  èl~G  leurs  valeurs  en  t  et  u,  on  aura 

=  —  a(2a  — ^)  {2t—p)  (^pu-^^t—pq), 

ligne  du  quatrième  degré,  sans  asymptotes  ;  ce  qui  est  évi- 
dent il  priori  5  puisque  le  centre  ne  saurait  être  l'infirii ,  sans 
que  la  conique  devienne  une  parabole.  Si  Ton  fait  f  =  0, 

un  a  pour  u  quatre  valeurs  ;  deux  égales  à  ^  ,  et  les  deux 

autres  sont  p  (co97zhV/^);  ainsi  ces  deux  dernières  va- 
leurs ne  sont  réelles  que  pour  Thyperbole;  on  parvient  à 
des  résultats  analogues  en  faisant  u  =  0 ,  le  second  membre 
doit  être  essentiellemeot  positif^  ce  qui  fadUte  la  discussion 
de  la  courbe  qui  est  du  premier  genre  (Euler,  Int.  in  ona^ 
m/.,  t.  II,  p.  140). 

Jjorsque  la  conique  donnée  est  un  cercle,  alors  a= — sin  7» 
la  courbe  doit  se  réduire  à  un  point;  je  n'ai  pu  parvenir  à 
mettre  cette  rédaction  en  évidence. 

III.  Problème,  Étant  donnés  deux  points  d'une  conique  , 
une  droile]tangeote  et  le  centre ,  trouver  une  équation  de 
cette  conique. 

Solutim.  Prenons  la  tangente  pour  axe  des^ ,  et  la  droile 
qui  passe  par  les  deux  points  fixes  pour  axe  des  x  \  soieni 
toujours  /  et  tt  les  coordonnées  du  centre,  quantités  con- 
nues ;  remplaçant,  dans  l'équation  générale  de  la  conique , 
les  six  coefficients  par  leurs  valeurs  en  A,  k\  l,  l\  n,  elle^ 
prend  cette  forme  (1?.  t.  I ,  p.  490) 

(if  —  m/)^— 2  (W+mn)xr  +  (A:^—  ml)  x'  + 
-J.2(i7+*ii)^+2(X:r-|-il'n)x-f.n*— i^  =  0. 
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Taxe  des^  étant  une  tangente ,  on  a  /  =  0  ^  ditisant  toulc 

k  Â!  t 

Véqnation  par  m\  et  faisant  —  =  r ,  ~  =  u,  et  désignant  — 

//i  //t  I7f 

par  ;  et  —  par  n\  l'éqoation  générale  prend  cette  forme  : 

Posant^  =  0 ,  on  a  les  deox  équations  ùr\-wi  =  a  (u*— >]  \ 

n"  =  6  (u*  —  >} ,  où  a  et  ^  sont  des  cpiantités  connnes  par 
les  données  de  la  question  ;  d'où 

uiau — «')      ,     ^     u(icf4-'t')      «,    .   »     ,    .     .1. 


?rt}« 


«  l^+0+6tt«'  =  6ttV,  ii'  = il^^jTlj • 

remplaçant  dans  l'équation  générale  X  par  sa  valeur,  il  vient 

(a+ /)/>'- 2  (a+O  (ar+nO  xr  +  tt(uf+ii')ar*+ 

équation  dont  tous  les  coeflBcients  sont  connus  \  la  discussion 
des  deux  valeurs  de  n  ne  présente  aucune  difficulté. 

IT.  Problème.  Étant  donnés  deux  points  d'une  conique,  une 
droite  tangente,  et  le  rapport  des  axes  principaux,  trou- 
ver le  lieu  du  centre. 

SohUian,  Conservons  la  môme  notation  ;  le  rapport  des 
axes  étant  connu ,  on  a  l'équation  (t.  I,  p.  495) 

[(a+0^'  +  «("^  +  «')+2(«  +  0  («'  +  «')  C08v7  = 

=  4c  (a  +/)  (ut+n)  [aut  +  n'  (^  +  z)  ] , 

cest  donnée;  en  mettant  au  lieu  de  n!  sa  valeur  et  faisant 
disparaître  ensuite  le  radical,  on  parvient  à  une  équation  dU' 
douzième  degré ,  qui  est  le  lieu  du  centre. 

y.  Problème,  Étant  donnés,  un  point  d'une  conique,. 
deux  tangentes  et  le.  centre ,  trouver  une  équation  de  cette* 
conique. 
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SoluHùn.  Prenons  les  deux  tangentes  pour  axes  coor^ 
donnés,  et  soient  jc^'^y  les  coordonnées  du  point  donné ,  t 
et  u  celles  du  centre,  on  a  ici  /=  f =0  ;  et  l'équation  géné- 
rale devient  (III) 

/y  —  2(a/+nVr +«*'•»' +2/n>+2un'j:+«'*  =50,  ou  «'=— , 

le  point  (jt/,  y)  étant  sur  la  conique ,  on  a  donc»  pour  déter- 
miner n\  l'équation 

«'• +2/i'[<r'  -  j:y  +  !«/]  =  —  {ty—uxy, 

et 

n'^x'y  —  ty—ua/dz  \/xy{xy—  ^yt  —  2uaf  +  4aO- 

Observatùm.  Si  Tun  des  trois  facteurs  qui  sont  sons  le 
radical  deyient  nul ,  alors  n*  est  rationnel,  et  il  n'y  a  qu'une 
seule  solution. 

TI.  Théorème.  Le  lieu  géométrique  du  centre  d'une  co- 
nique touchant  deux  droites  fixes,  passant  par  on  point 
donné  f  et  semblable  à  une  conique  donnée,  est  du  huitième 
degré. 

Dénumstration.  La  condition  de  similitude  donne 

[/+u'-|-2(«/+ii')C0S7]*  =  4c«'(2ur+n')  (t.  I,  p.  495}, 

mettant  à  la  place  de  ri  sa  valeur  et  faisant  disparaître  le 
radical ,  on  obtient  une  ligne  du  hnitième  degré,  qui  se  ré- 
duit au  quatrième  degré  lorsque  ri  est  rationnel. 

VIL  Problème,  Étant  donnés  le  centre  d'une  conique  ^  cl 
trois  tangentes,  trouver  une  équation  de  cette  conique. 

SoluHùn,  Prenons,  deux  de  ces  tangent^  pour  axea  coor- 
donnés ,  et  soit  â^K-j-ejc  +/"=  0,  l'équation  de  la  troisième 
tangente ,  on  a  donc  /  =  Z"  =  0  ;  la  condition  de  tangence 
de  la  troisième  droite  est 

—  2rfc«-hm/"H-2/i^A'  +  2/cÀ  =  0  (t.  H,  p,  108)^ 


et  dirlsaiit  par  m , 

-2A«'+/»+^rfu'+2/e/=0,  d'où  «' ==-^ltB^^±?^^ 

réqoatioo  générale  de  la  conique  est  dooc  (voir  ci-dessus  III}, 
/>•—  2  {ut+n!)  xy  +  uV  +2/iiy  +  2««'j:  +  n'*  =  0, 

remplaçant  n'  par  sa  valeur,  on  obtient  Téquation  cherchée, 

l'espèce  de  la  conique  dépend  de  l'expression  vl  (Sur-f  »')• 
yni.  ThéùTème.  Le  lien  dn  centre  d'une  conique  toodhanl 

trois  droites  données  et  semblable  à  une  conique  donnée,  est 

do  quatrième  degré. 
DémonstraHon.  La  condition  de  similitude  donne 

[r*  4- u"-f  2  (i*/+n')  C0S7]' =  4cn' (2iU +n')î 

remplaçant/!' par  sa  yalear(VII),  on  trouve  une  équation  du 
quatrième  degré  sans  asymptotes. 

IX.  Théorème.  Le  lieu  dn  centre  d'une  conique  passant 
par  trois  points  donnés ,  et  dont  le  rectangle  des  axes  est 
donné ,  est  une  ligne  du  huitième  degré. 

Démonitraiion.  Conservons  la  notation  du  problème  I ,  la 
constance  dn  rectangle  des  axes  est  exprimée  par  la  relation 
L'  =  cm^;  c  est  une  constante  (t.  1 ,  p.  493};  rapportant  L 
et  ut  à  l'équation  (1) ,  problème  I ,  on  a 

L  =  AE*  —  BDE  +  CD'=  tt/(2/— />)  (2«  — y) 

l{2pu+2qt—pq)  {pu'\rq^— pq)  -  /»VT  » 

m  =  (2u— ^)  (2/—;^)  (2/?u+  ^t^pq). 

Ainsi  l'équation  du  lieu  cherché  est 

a'/'  [  {2pu  4- ^qt  —pq)  {pu  +  qt  -^pq)  —p'q^Y  = 
=  C(2u—q)  (^t—p)  {2pu  +  2qt-pq)\ 

li^ne  du  huitième  degré  qui  touche,  aux  points  milieux ,  les 
cétés  dn  triangle  ABC.  ^' 

X.  Théorème.  Le  lien  du  centre  d'une  conique  qui  passe 
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par  deux  points  fixes,  et  touche  une  droite,  et  doi^t  le  rec* 
tangle  des  axes  est  constant,  peut  atteindre  le  trentième 
degré. 

VémonstraUon.  Adoptons  la  même  notation  que  pour  le 
problème  III  -,  rapportant  Leimk  Téquation  (2) ,  il  vient 

/»  =  4  {a+t)  {ut+n)  [aut+n'  (u+  f)] , 
et  faisant  disparaître  les  n"  à  l'aide  de  la  relation 

n"  (a+6)  =  bu{ui  +  n!), 

—  bu+K 
faisant   n'  s=  -j~ — ,  où  R  représente  le  radical  qui 

entre  dans  la  valeur  den',  on  verra  qu'en  faisant  disparaître 
le  radical ,  Téquation  peut  s'élever  au  trentième  degré. 

(  La  suite  prochainemeni.  ) 


NOTE 

Sur  l'angle  de  contingence  et  sur  V angle  de  torsion. 


I.  Deux  tang<>ntes  à  Une  courbe  plane  ou  à  double  cour- 
bure infiniment  rapprochées  forment  quatre  angles ,  dont 
deux  sont  aigus  et  infiniment  petits,  et  deux  autres  obtus, 
diOéraut  infiniment  peu  de  deux  angles  droits  ;  on  nomme 
ordinairement  angle  de  contingence  celui  de  ces  quatre  an- 
gles qui  ne  renferme  pas  le  petit  arc  de  courbe.  Le  sinus  de  cet 
angle  est  évidemment  égal  au  sinus  de  Fangle  formé  par  les 
deux  normales  principales  qui  passent  parles  extrénutés  du 
petit  arc.  Si  du  sommet  de  cet  angle  comme  centre  on  décrit 
une  circonférence  dans  le  plan  de  Fangle  (plan  osculateor), 
la  longueur  du  petit  arc  intercepté  est  la  mesure  de  raogie, 
et,  à  cause  de  sa  petitesse ,  cette  longueur  est  aussi  celle  da 
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«ioiM  de  cet  angle,  oa  do  sirnu  de  l'angle  de  contingence  ; 

f 

désigMDt  fw  ds\  dsyK^  le  sinus  oa  Tare  de  l'angle  des 
deux  normales,   la  longueur  da  petit  arc  de  courbe,  la 

longueur  du  rayon  de  courbure ,  on  a  £2^'  =  ^ ,  équation 

qoe  Ton  énonce  ordinairement  ainsi  :  l'angle  de  contingence 
est  égal  à  la  différentielle  de  l'arc  divisée  par  le  rayon  de 
courbure;  mais  cette  locution  semble  renfermer  quelque 
cbose  d'indécis.  Une  quantité  infiniment  petite,  une  diffé- 
rentielle prise  isolément,  ne  présente  aucun  sens.  Noos 
croyons  que  les  considérations  suivantes,  empruntées  à  la 
tbéorie  infinitésimale  de  Newton ,  et  dont  nous  avons  déjà 
fait  usage  «  sont  propres  à  jeter  quelque  clarté  sur  ce  point 
de  doctrine. 

II.  S^iif{jc^y)  =  0,  réqaaUon  d'une  première  courbe 
plane,  et  f(j:,^]=0,  l'équation  dune  seconde  courbe,  située 
dans  le  même  plan.  Par  un  point  M  pris  sur  cette  seconde 
courbe,  menons  deux  tangentes  MP,  MQ  à  la  première 
courbe  ;  P  et  Q  sont  les  points  de  contact.  Lorsque  le  point 
M  se  meut  sur  la  seconde  courbe ,  la  corde  PQ  enveloppera 
une  troisième  courbe,  et  soit  Ole  point  où  la  corde  PQ 
touche  son  enveloppe,  prenons  un  point  M' infiniment  voisin 
de  M,  sur  la  seconde  courbe,  et  concevons  deux  nouvelles 
tangentes  M'F,  Mqf  ;  PF  et  QQ'  sont  deux  arcs  infiniment 
petits,  et  d'après  un  théorème  deMewton  (i?.  t.  III,  p.  580),  l'on  a 

PF       PM.OP 

TZFT*  =  v^sttâkî  concevons  par  P  et  F  deux  normales  se 

QQ        QM.Uy 

rencontrant  au  point  T,  et  de  même  en  Q  et  Q'  deux  nor* 

maies  se  rencontrant  en  U  ;  ces  points  sont,  comme  on  sait, 

les  centres  de  courbure  en  P  et  en  Q,  et  l'on  a 

angle PTFUQ    PF_UQ    PM.OP 

angleQUQ'  ""  TP  *  QQ*  ~"  TP    QM.OQ' 

ainsi  les  angles  de  contingence  en  P  et  en  Q ,  tous  deux  infi- 
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Dîment  petits,  oot  dooc  entre  eax  an  rapport  fini,  qui 

dépend  de  la  nature  de  la  seconde  coorbe  que  l'on  peat 

prendre  arbitrairement  ;  donc  ce  rapport  est  aussi  arbitraire. 

On  est  convenu  de  prendre  une  seconde  courbe  tdle  que 

PM.OP 
le  rapport  ^^  ^^  soit  constamment  égal  à  l'unité;  ce  qui 

répond  aucas  où  la  corde  PQ  sonstend  constammoit  un  arc 

,      .      ,  ,  PP*     angle  PTP    OQ 

de  même  longueur;  alors  on  a  »««^«  QQ,=lJ^QÔQ^=g. 

c^est-à-dire  qu'alors  les  angles  de  contingence  sont  en  raison 
inverse  des  rayons  de  courbure. 

III.  On  peut  encore  éclaircir  ce  qui  précède  par  des 
considérations  de  mouvement.  Supposons  que  la  première 
courbe  soit  parcourue  d'un  mouvement  uniforme  par  un 
point  matériel  avec  une  vitesse  égale  à  l'unité.  De  sorte 

qu'en  tous  les  points  on  aura  -^  =1  >  ^  partir  du  centre  de 

courbure  T  portons  TI  =  1  sur  le  rayon  de  courbure  TP, 
entre  T  et  P  ;  concevons  que  le  point  I  tourne  avec  la  nor- 
male TP,  pendant  l'instant  dt^  autour  du  point  fixe  T  \  la 

i      ds       \ 
vitesse  angulaire  du  point  I  sera  vf  •  d:  =  m^  >  ^^°'^  ''^°' 

gle  de  contingence  n'est  autre  que  la  vitesse  angulaire  du 
rayon  de  courbure  autour  du  contre  de  courbure;  en  général 
si  on  développe  une  courbe,  de  telle  sorte  que  l'extrémité 
du  fil  ait  une  vitesse  constante  égale  à  l'unité  •  l'angle  de 
contingence  d'un  point  delà  développante  est  la  même  chose 
que  la  vitesse  angulaire  du  fil  en  ce  point. 

Lorqu'un  point  matériel  est  assujetti  à  décrire  une  ligne 
donnée ,  on  sait  que  la  pression  en  chaque  point  est  repré- 
sentée par  le  carré  de  la  vitesse  en  ce  point  divisé  par  le 
rayon  de  courbure;  donc,  si  cette  vitesse  est  égale  à  l'unité^ 
la  pression  est  représentée  aussi  par  Tangle  de  contingence^. 


ly.  Angle  de  torsion.  Soit  une  figare  polygonale  plane 
ABCDEF  ', . .  rendant  fixe  le  c6té  AB,  supposons  qoe  BG  tonrne 
aatoor  de  Ini-méme  en  se  tordant  d'nn  angle  a,  et  entraîne  arec 
Ini  le  reste  de  la  figure;  alors  le  plan  GDEF;..  fera  avec  le  plan 
ABC  un  angle  a*,  dans  cette  position,  fixant  CB,  supposons 
que  DE  se  torde  d'un  angle  a'  et  entraîne  le  reste  du  poly- 
gone; alors  le  plan  DEP...  fera  avec  le  plan  BCD  un  angle 
de  torsion  a ,  et  opérant  ainsi  soccessiycment  sur  tous  les 
côtés,  on  aura  un  polygone  gauche,  où  trois  côtés  succès* 
sife  seront  toujours  dans  deux  plans  diflérents  dont  Tincli- 
naison  dépend  de  l'angle  de  torsion;  et  réciproquement 
tout  polygone  gauche  peut  être  conçu  comme  étant  le  ré- 
sultat de  la  torsion  d'un  polygone  plan.  Si  on  remplace  le 
polygone  par  une  courbe  plane  et  opérant  d'une  manière 
analogue,  on  obtiendra  une  courbe  gauche;  les  plans  des 
deux  côtés  successifs  deviennent  des  plans  osculateurs  ; 
chaque  angle  de  torsion  est  évidemment  infiniment  pelit; 
mais  le  rapport  de  deux  angles  de  lorsion  est  une  quantité 
finie, qu'il  est  facile  de  déterminer.  En  effet,  soit  un  point  P 
pris  sur  une  courbe  gauche;  par  ce  point  passent  trois 
droites  déterminées  de  direction ,  savoir  :  l""  la  tangente  à  la 
courbe  ;  ST  la  normale  principale,  ou  celle  qui  se  trouve  dans 
le  plan  osculateur  ;  3®  une  perpendiculaire  à  ce  plan  ;  prises 
deux  à  deux,  ces  droites  forment  trois  plans,  lesquels,  con- 
sidérés pour  tous  les  points  de  la  courbe,  ont  pour  enveloppe 
trois  surfaces  développables  se  coupant  orlhogonalement.  Le 
plan  déterminé  par  la  première  et  la  troisième  droite  coupe 
sa  surface  enveloppe  correspondante  suivant  une  courbe 
plane ,  dont  deux  normales  infiniment  voisines  sont  perpen- 
diculaires à  deux  plans  osculateurs  infiniment  voisins  de  la 
courbe  gauche  ;  donc  l'angle  de  contingence  de  la  courbe 
plane  mesure  l'angle  de  torsion  de  la  courbe  gauche,  et 
nous  savons  que  cet  angle  de  contingence  est  mesuré  par  la 
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valeur  réciproque  du  rayon  de  courbure  de  la  couifee  plane 
qu'on  peut  appeler  le  rayon  de  toriion  de  la  courbe  gandie; 
ainsi  ce  genre  de  ligne  a  une  courbure  qu'elle  partage  anm 
ayec  les  courbes  planes ,  et  qui  consiste  dans  le  changeaient 
incessant  de  direcUoii  des  tangentes,  et  une  autre  courbure 
qui  résulte  de  la  t<Nrsion  ou  du  changement  incessant  de 
direction  des  plans  oseulateurs;  c'est  ce  qui  a  fait  donner  à 
ces  lignes  le  nom  de  courbe  à  double  courbure ,  qu'on  doit 
à  l'académicien  Pitot. 

Dans  le  cas  actuel,  la  courbe  à  double  courbure,  d'après 
le  théorème  de  M.  Dupin,  est  une  ligne  de  courbure  dans 
chacune  des  trois  surfaces  déyeloppables.  Tm. 


THÉORÈME  SUR  L'ELLIPSE. 

licencié  et  sciences  mâtbématiqaei  ei  physiques. 


La  bissectrice  de  l'angle  que  font  entre  elles  deux  tan- 
gentes à  une  ellipse ,  est  aussi  bissectrice  de  l'angle  qu'on 
forme  en  joignant  leur  point  de  concours  aux  foyers. 

Fig.  23.  Soient  GT,  CT  deux  tangentes  à  une  ellipse  dont 
les  foyers  sont  F,  F'.  On  sait  qu'en  menant  FT,  FT',  et 
prolongeant  ces  lignes  de  quantités  TM  =  TF,  TM!=:TF, 
les  points  M  et  M'  sont  les  intersections  de  deux  cercles 
ayant  leurs  centres  en  F'  et  en  G ,  et  pour  rayons  le  grand 
axe  de  l'ellipse  ou  FM,  et  GF.  Il  en  résulte  que  F'C  divise 
en  deux  parties  égales  l'angle  MCM',  et  par  suite  MGF— 
FGM'=2FCF.  Mais  les  tangentes  GT,  CT  sont  bissectrices 
des  angles  MGF,  MGF,  donc  TCF  -  FGT  =  FCF,  et  par 
conséquent  TCF'  =  FGT.  La  bissectrice  de  l'angle  FCF  di- 
visera donc  aussi  en  deux  parties  égales  l'angle  TGT'. 
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Corollairt  I.  Si  on  imagioe  une  noayelle  elli|Me  passant 
par  le  point  G ,  et  ayant  aussi  F  et  F'  pour  foyers ,  sa  nor- 
male en  G  sera  la  bissectrice  de  l'angle  FCF',  donc  les  deu 
tangentes  CT,  GT'  seront  également  inclinées  snr  la  tan- 
gente an  poiot  G  à  la  seconde  ellipse. 

Ccrollain  II.  La  bissectrice  de  l'angle  FGF'  divisera  en 
denx  parties  égales  tons  les  angles  qne  forment  les  conples 
de  tangentes  menées  par  le  point  C  à  des  ellipses  ayant  F  et 
F'  pour  foyers.  Deui  tangentes  d'un  même  couple  sont  éga- 
lement inclinées  sur  celles  d'un  autre  couple  quelconque^ 

CoTùllaire  III.  Pour  meoer  une  seconde  tangente  à  une 
ellipse  par  un  point  G  pris  snr  une  première  tangente  tracée 
CT,  il  suffit  de  joindre  GF,  GF,  et  faire  avec  cette  dernière 
ligne  un  angle  égal  à  F'GT. 


THÉORÈMES  A  DEMONTRER 

Et  queMonê  à  réioudre  tur  la  théorie  des  équcUions  et  des 
amiques. 

FAA  ai.  KBBBSaVB. 

L'équation  ar-— A,j:**"'+A^*"*...±: A»,  =  0 ,  multipliée 
par  x*^,  conduit  tout  de  suite  à 

S»  -  A.J»_i  +  A .S«-2. . .  ±:  A«iJ»-m  ==  0 ,       {a) 
en  représentant  par  $a  la  somme  des  a'  puissances  des  m 


Démontrer  pour  le  cas  de  n  entier  positif  ou  négatif  : 
r  que  tous  Ibs  termes  du  groupe  $«  sont  détruits  par  une 
partie  des  termes  du  groupe  A.^n-i ,  que  les  termes  restants 
de  œ  groupe  sont  détruits  par  une  partie  des  termes  du 
groupe  suivant  A^[%^2  et  ainsi  de  suite.  2"  Montrer  que  pour 
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Ic  cas  de  n  positif  <  m ,  le  groape  Anjo  de  mkn  étant  dé- 
eomposé  en  nAn  +  {m—n)  An,  réqaation  {a)  se  partagera 
en  deux 

(m  — n)A,i  — A«+iS-|-|-AfM.2S-2— ...±:AmJ-(w-«)  =  0. 
L'éqaation  {a)  pent-^Ue  conduire  à  quelques  conséquences 
utiles  pour  le  cas  des  puissances  fractionnaires? 

Théorême$  et  problèmes  sur  l'ellipse. 

(On  les  étendra  à  l'hyperbole). 

I.  Trouver  la  distance  p  d'une  normale  à  Tellipse  aa 
centre  de  cette  courbe. 

IL  La  distance  maximum  est  a —  b^en  représentant  par 
aeib  les  demi-axes. 

III.  Toute  autre  distance/?  répond  à  deux  normales  (on 
ne  considère  qu'un  quart  d'ellipse). 

Ces  normales^  et  les  points  de  Tellipse  par  lesquels  on  les 
mène ,  peuvent  être  dits  associés. 

IT .  Un  certain  point  est  associé  à  lui-même ,  il  répond  à 
la  distance  maximum. 

Les  propositions  précédentes  conduisent  à  la  constroctico 
de  Fagnano  pour  les  arcs  d'ellipse  à  différence  rectifiable , 
et  montrent  qu'elle  n'est  qu'un  cas  particulier  des  belles 
constructions  de  M.  Chastes. 


NOTE  SUR  UN  TRIPLE  EMPLOI. 

Nous  nous  sommes  rappelé  trop  tard  que  le  théorème  de 
M.  Poncelet,  traité  ci-dessus  par  M.  Jubé,  a  déjà  été  démontré 
par  M.  Gérono  d'une  manière  absolument  semblable  (t.  III , 
p.  499),  et  encore  t.  II,  p.  536.  Il  devient  de  plus  en  plus 
nécessaire  de  consulter  les  tables  du  Journal ,  si  bien  détafl- 
lées  par  M.  le  professeur  Anne. 
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NOTE 


Sur  les  nombres  oêsociési  généralisaiUm  du  théorème 
de  H^iUon. 


FA»  M.  1 

ProfeMevr  ta  eollége  roytl  d'Aoèh. 


1 .  Deox  entiers  a  et  a'  iofériean  et  iNremien  à  P  MNit  dits 
auoeiéi  par  rapport  à  ce  dernier  nombre ,  lorsque  le  produit 
est  de  la  forme  P-f  1 .  En  général  d  est  diflérent  de  a  ;  mais 
lursqiie4i=  1 ,  ou  P  —  1 ,  Tassocié  de  a  est  le  nombre  a  lui- 
même  ,  et  on  a  l'égalité 

a'  =  P  +  l. 

Les  nombres  qui  jouissent  de  cette  propriété  pourraient 
être  nommés  associés  doubles ,  par  rappcMrt  à  P.  Notre  prioci* 
pal  but,  dans  cette  note,  est  de  rechercher  combien  il  y  a 
d'associés  doubles  pour  chaque  valeur  attribuée  à  P,  ou,  en 
d'antres  termes,  combien  il  y  a  d'entiers  moindres  que  P 
propres  à  satisfaire  à  la  relation 

(1)  x*-i=P. 

I. 

2.  Nous  supposerons  d'abord  P  impair,  et  égal  au  produit 
de  deux  nombres  A  et  B  premiers  entre  eux.  On  satisfera  à  la 
relation  (1)  en  posant 

X— 1=À,    JC  +  1=:B.  ^ 

C'est-à  dire  en  prenant  pour  x  un  nombre  à  la  fois  Â  "^  ^ 

AMM.  »B  MATrtH.  i?  19 
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et  B  —  i  ;  nous  savons  qu'il  existe  toujours  un  nombre 
moindre  que  AB  et  remplissant  ces  deux  conditions  C)- 

On  pourra  encore  prendre  âràla  fois  À  —  i  et  B — i  ;  ce 
qui  donnera  un  second  associé  double,  différent  du  premier; 
puisque  les  deui  nombres  x—i  et  or-f- 1  «  dont  ta  diffirenoe 
est  2 ,  ne  peuvent  pas  avoir  de  facteur  commun  impair. 

Ainsi  chaque  manière  de  décomposer  P  en  deux  facteon 
premiers  entre  eux  donne  lieu  à  deux  associés  doubles. 

On  n'a  pas  à  craindre  qu'un  autre  mode  de  décomposition 
donne  les  mêmes  associés.  Car,  soit  encore  P=A'B'.  Si  Von 
avait  en  même  temps  : 

J:  — 1=:Â,      X+l=rB: 
X-1=Â',       X+1=:B', 

A'  devrait  être  premier  avec  B ,  et  B'  avec  A ,  d'après  la  re- 
marque faite  plus  haut.  Donc,  puisque  AB  =  A'fi\  A  de- 
vrait diviser  B,  et  de  même  B'  devrait  diviser  A  -,  ce  qui  ne 
peut  avoir  lieu;  à  moins  que  A'=B,  B'=:A,  ou  que  les 
deux  modes  de  décomposition  soient  identique^,  ce  qui  est 
contraire  à  l'hypothèse.  Donc. 

Il  y  a  deut  fois  auta¥U  d^assotiés  doubles  par  rapport  d  un 
nombre  impair  P,  qu*il  y  a  de  manières  de  décomposer  P  en 
deux  fbeteurs  premiers  entre  eux. 

II. 

3.  En  second  lieu,  supposons P  =  2"'A.B,  A  et  B  étant 
deux  nombres  impairs  premiers  entre  eux ,  et  m  étant  au 
moins  égal  à  2. 

Si  l'un  des  deux  facteurs  x—i  ^  X'\-  i  est  pair,  il  en  sera 
de  même  de  l'autre.  On  satisfera  donc  à  la  relation  (1)  en 
dosant 

x— i=(2-~'A),      a:-fi=B, 
(*)  V»ir  t<MB«  IV,  p.  7S,  lemme  1. 
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ou  en  prenant  x  à  la  fois  ^2**~^a)  -j-i  et  B-r-i  :  or  îl  existe 
deux  nombres  moindres  que  2(*~''A.E),  et  remplissant  ces 
deax  conditioDs. 
Od  peut  encore  prendre  pour  x  un  nombre  à  la  fois 

(2"^ A) — 1  et  b-|-1 ,  ce  qui  donne  deux  associés  doubles. 
On  déaH>ntrerait  comme  plus  haut,  qu'ils  sont  diflërents  des 
premiers. 

Ainsi  chaque  manière  de  décomposer  P  en  deux  facteurs 
premiers  entre  eux,  donne  lieu  à  quatre  associés  doubles. 

4.  Voyons  matntenaDt  si  les  asseciés  doublet  provenant  des 
deux  décompositions  Pxsâ*'A.B«t  P=a**A'.B'  ne  peiftent 
pat  être  les  asémes.  Pour  i|u'une  pareille  oirconsta^iee  se 
présente,  il  faut  que  le  nombre  x  soft  dans  l^n  des  quatre 
cassuÎTants  : 

I.  X— i=(2'^^=(2''^^0,a:-t-l=B  =B' 

II.  X— 4e::B  =tf  ,X+i==(^^)  ={§r^) 

III.  X— l=:i(i'^)=B'  ,  x+l=  B  =  (?=^) 

IV.  x-l=B  =^(¥^'\x+i=^{^'^)  =  F 

Mais  comme  x — 1  et  x  -f-  i  n'ont  pas  de  facteur  commun 
autre  que  2 ,  les  deux  premiers  cas  ne  peuvent  se  présenter  ; 
et  les  deux  derniers  cas  n'ont  lieu  que  si  on  a  simultanément  : 

Ainsi  ce  n'est  que  dans  le  cas  de  fn=2  que  deux  modes  de 

décompositions  (P=:4A.  B,  Ps=4B.A),  donnent  les  mêmes 

associés.  Donc 

p 
Suîivant  qm  -j  est  impair,  ou  pair,  il  y  a  deux  fois  cm 

quatre  fois  imUx/ni  (ïtusociés  doubles ,  par  rapport  à  P,  qu'il 
y  a  de  maniérti  de  décomposer  P  en  deux  facteurs  premiers 
entre  eux. 
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5.  Nous  avons  laissé  de  côté  le  cas  où  m = 1 ,  c'esi-iHlireoû 
P  est  double  d'un  nombre  impair,  parce  que  les  raisoDoe- 
ments  précédents  ne  sont  plus  applicables.  En  eSet,  on  ne 
peut  alors  satisfaire  à  la  relation.  (1)  qu'en  posant 

x  — i=(2a),      ^4-1  =  B 
ou  bien 

:i-1=B       ,       jr  +  1=2A 

ce  qui  donne  seulement  deux  associés  doubles.  En  outre,  les 
associés  doubles  provenantdes  deuxdéoompositionsP^SA.B 
et  P  SS2B.A  sont  évidemment  les  mêmes.  Donc, 

Ily  a  autant  d'associés  doubles,  par  rapport  à  un  nùmbre  P 
double  d'un  nombre  impair,  qu'il  y  ademamèrts  de  décom- 
poser P  en  deux  facteurs  premiers  enireeux. 

m. 

6.  Désignons  par  t^  le  nombre  des  associés  doubles  par  rap- 
port à  P  ;  par  K  le  nombre  des  facteurs  premiers  îo^aux  de 
P.  On  sait  que  2^'  indique  de  combien  de  manières  on  peol 
décomposer  P  en  deux  facteurs  premiers  entre  eux  {^).  On 
aura  donc  d'après  les  n**  2 ,  4 ,  5, 

p  =  2*     si  f  est  impair, 
#^=  a*''»  si  P  est  double  éFun  nombre  impair, 
<'=  2*     m  P  «91  quatre  fois  un  nombre  impesir, 
u=2^'  si  P  est  quatre  fois  un  nombre  pair, 

7.  Ces  fosmnles  font  voir  que  si  P  est  une  puissance  ou  k 
double  d'une  puissance  d^un  nombre  premier  impair,  il  n'y* 
que  deux  associés  doubles,  qui  sont  :  1 ,  P — 1. 

Si  P=:2**,  m  étant  supérieur  à  2,  il  y  a  quatre  associés 
doubles, qui  sont: 

1,     2*^     1,    2~-'+l,     â**-!. 

C)  Le(«ndre ,  Théorie  dei  nombres,  1. 1,  p.  i3. 


IV. 

8.  Désignons  par  P,  le  produit  de  tous  les  nombres  infé- 
rieurs et  premiers  à  P,  et  cherchons  le  reste  de  la  division  de 
P.,  par  P. 

Les  nombres  inférieurs  et  premiers  à  P,  à  l'exception  des 
associés  doubles,  se  groupent  par  couples  dont  le  produit  est 

de  la  forme  P+1,  le  produit  de  tous  ces  couples  sera  donc 
de  même  forme.  Ainsi  le  reste  de  P.  dépendra  du  produit  de 
tous  les  associés  doubles. 

Pour  trouver  ce  dernier  reste ,  je  remarque  d'abord  qae  sî 
a  est  associé  double,  il  en  est  de  même  de  P — a^  car  on  a 

(P-a)-  =  P  +  a-  =  P+l, 
et  ensuite,  que 

«(P-fl)=P  — û'  =  P  — 1. 

Les  associés  doubles  se  groupent  donc  par  couples  dont  le 
produit  est  de  la  forme  P  —  1 .  Par  conséquent  le  produit  des 
associés  doubles  sera  P  -f-  ^  ou  P  —  1 ,  suivant  que  le  nombre 
de  ces  couples  sera  pair  ou  impair  -,  c'est-à-dire  suivant  que  m 
sera  ou  ne  sera  pas  divisible  par  4. 

Donc ,  si  on  se  rappelle  les  valeurs  de  (»  trouvé<'s  plus  haut, 
on  en  déduira  le  théorème  suivant  : 

Le  produit  de  tom  U$  nombres  inférieure  et  premiers  à  P, 
eUdela  (orme  P+  ^  ?  excepté  lorsque  P  est  une  puissance  d'un 
nombre  premier^  ou  le  double  d^une  puissance  d'un  nombre 
premier.  Dans  ce  dernier  cas,  le  produit  en  question  est  de  la 
forme  P—1. 

On  voit  que  cet  énoncé  comprend  le  théorème  de  fVilson^ 
déjà  démontré  dans  ce  recueil ,  par  des  considérations  ana* 
lijgues.  (Voirl.  Il, p.  193). 

Noie.  Nous  possédons  depuis  longtemps  une  démonstration 
du  théorème  de  fVilson^  généralisée  et  fondée  sur  la  doctrine 
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des  réaidas  quadratiques  de  Gauss  (DisquMiùnes^  secl.  lY), 
nous  la  donnerons  avec  Texposition  de  cette  doctrine  dont 
les  théorèmes  de  M.  Proohet  sont  aussi  des  conséquences.  Il 
en  est  de  même  de  la  démonstration  que  M.  Poinsot  vient  de 
publier  récemment  dans  le  journal  de  M.  Liouville  (janvier  et 
février  1845),  dont  cette  de  M.  Proubet  ne  difière  pas  essen- 
tienement.  Tm. 


THEORIE  DU  CALCUL  ELEMENTAIRE. 

FAA  M.  AMBÈMX.  (SoTre  potthome.) 

(Fin,  voir  p.  109,  t6i  et  2t3.) 

33.  11  y  a  celte  différence  essentielle  entre  ces  deux  espèces 
de  nombres ,  que  l'idée  claire  et  précise  que  nous  avons  des 
nombres  rationnels ,  nous  donne  la  facilité  de  les  représenter 
par  des  signes  et  de  les  désigner  par  des  noms ,  dont  on  est 
convenu  de  se  servir  pour  cela  ;  tandis  que  nous  ne  pouvons 
avoir  aucune  idée  précise  des  nombres  irrationnels,  quoiqu'il 
y  en  ait  quelques-uns  auxquels  on  a  affecté  des  noms  et  des 
signes,  d'après  les  relations  que  Ton  concevait  entre  eux  et 
certains  nombres  rationnels.  Il  est  toujours  facile,  au  reste , 
de  trouver  des  nombres  rompus  qui  approchent  d'aussi  près 
qu'on  le  veut  de  tous  les  nombres  Irrationnels  qu'on  peut 
être  dans  le  cas  de  vouloir  déterminer,  et  qu'on  est  dans 
Tusage  d'employer  à  la  place  de  ces  irrationnels  ;  on  n^ob- 
tient  à  la  vérité  par  là  qu'une  valeur  approchée  des  grandeurs 
qu'on  détermine  par  ce  moyen ,  mais  cet  inconvénient  n'est 
d*aucnne  conséquence  dans  l'application  du  calcul  aux  arts, 
aux  sdenees  et  aux  besoins  de  la  société ,  l'exactitude  rigou- 
reuse y  étant  si  peu  nécessaire ,  qu'on  a  coutume ,  dans 
h  seule  vue  de  simplifier  les  opérations  du  calcul ,  de  ne  se 


-^279  — 

servir  que  de  valeurs  approchées,  même  pour  1^  ^ombrfls 
ratiomiela,  lorsque  ks  yal^rs  exactes  de  ceux-cî  seraient 
trop  compliquées  »  ou  sous  uoe  foriae  peu  oommode  à  Texé- 
cation  de  ces  opérations. 

La  quatrième  espèce  de  nombres,  a  dû  sa  naiasaoceà 
la  perfection  que  le  calcul  a  acquise  depois  quelques  siècles. 
On  ne  peut  douter  ce|)iendant  que  les  andens  n'aient  fait 
qudquefois  l'espèce  de  comparaison  dont  elle  est  le  résultat , 
puisqu'il  nous  arrive  assez  souvent  de  la  faire  d^ni  le  oo«rs 
de  la  conversation ,  mais  comme  c'est  moins  une  espèce  de 
nombres, at^solumont  diflere^^ts  de  ceux  dont  n<^ii9  avons  perlé 
jusqu'à  présent ,  qu'une  modification  particulière  dooi  ils 
sont  tous  susceptibles ,  ils  ae  seryaieat  des  mémos  noms  pour 
les  exprimer,  en  indiquant  cotte  modificaiion  par  le  reste  de 
la  phrase;  et  n'ajaui  pour  les  designer  a^cun  nom ,  ni  aucun 
signe  particulier ,  ils  ne  les  di^iioguaient  poini  des.  autres 
nonkbres;  on  ne  s'est  avisé  de  celle  dLitioclioo  qu'après  avoir 
établi  un  signe  pour  les  désigner,  et  ce  ne  sont  que  les  pro- 
grès ultérieurs  du  calcul  qui  ont  fait  sculir  combien  elle  était 
indispensable  pour  lui  donner  la  généraiilé  et  Tuniformiité 
aans  lesquelles  il  n'aurait  jamais  approché  do  degré  de  per- 
fection où  il  cslaujourdhui  por(é  II  est  même  très-digne  de 
remarqoe,  que  l'idée  de  çetie  dislinclion  est  irès-postérieurc 
à  l'invention  de  ce  signe  qui  avait  d'abord  une  signification 
absolument  différente ,  mais  qu'on  a  chaagée  insen«dblement 
oomme  il  arrive  dans  toutes  les  langues,  au  sens  attaché  à 
nue  foule  de  mots,  pour  lui  faire  exprimer  une  idée  qui 
manquait  de  signes  par  cela  môme  que  la  distinction  sur  la- 
quelle elle  reprise,  n'araft  été  saisie  que  lorsque  k  ealcul  eut 
Caéts  de  grands  progrès  ;  il  parait  même  qu'elle  ne  Ta  été  me 
Ircs-imparraitciucnt  par  Icsauteqra  de  noslivrcsélcmenlaîles, 
qui  ont  tous  (Jonité  d'abord  h  ce  sigiit»  su  sijînîfiealion  prinii- 
tivc,  pourla  modifier ensttflesueor98ivement,feq«H  a  jetésur 
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les  principes  da  calcal  une  sorte  d'obscurité ,  qoe  je  me  sais 
efforcé  de  dissiper,  en  présentant  ici  ]e  sens  attaché  à  ce  signe 
soosnn  poi;it  de  vue  absolumentdiiRrent,  etconrormeàrosage 
qu'on  en  fait  réellement  dans  toutes  les  opérations  du  calcul. 

L'espèce  de  comparaison  dont  nous  allons  tirer  Fidée  de 
cette  nouvelle  sorte  de  nombres  n'est  pas  seulement  néces- 
saire à  cet  objet ,  on  verra  dans  le  {Hremier  livre  de  cet  ou- 
vrage ,  que  ce  n*est  que  d'elle  qu'on  peut  tirer  une  définitioii 
précise  des  relations  existantes  entre  différents  nombres  qui 
servent  de  base  à  toutes  les  règles  fondamentales  du  calcul  (*), 
définition  d'autant  plus  importante,  qu'il  serait  presque  im- 
possible de  rendre  raison  sans  elle  d'une  partie  de  ces  règles, 
•et  surtout  des  modifications  qu'elles  éprouvent,  lorsqu'après 
leÀ  avoir  appliquées  au  calcul  des  nombres  entiers,  on  passe 
successivement  à  celui  des  autres  espèces  de  nombres. 

Cette  sorte  de  comparaison  diffère  de  toutes  les  autres  en 
ce  qu'an  lieu  de  comparer  entre  elles  les  grandeurs  eUcs- 
mêmes ,  on  ne  compare  que  les  inégalités  qui  peuvent  exister 
entre  deux  grandeurs  et  qui,  comme  nous  l'avons  déjà  dit, 
doivent  être  rangées  dans  la  classe  des  grandeurs  qui  résulte 
de  la  comparaison  de  deux  objets,  il  est  évident  que  celle  de 
deux  inégalités  suppose  nécessairement  quatre  grandeurs, 
homogènes  deux  à  deux ,  pour  qu'il  puisse  exister  entre  elles 
deux  inégalités.  £t  comme  dans  l'explication  que  nous  aUoas 
en  donner,  il  faudra  en  parler  sans  cesse  sans  risquer  de  les 
confondre  $  je  crois  qu*il  est  à  propos  pour  éviter  au  lecteur 


(*)  Tontes  ees  régies  sont  fondées  sur  deux  relations  principales  ezisiant» 
entre  les  nombres,  par  lesquelles  des  nombres  étant  donnés,  ils  en  détermioeot 
deux  antres:  l'un  qu'on  appelle  leur  somme,  et  Tautre  leur  produit.  Tons  les  an- 
teurs  élémentaires,  au  lieu  d'en  présenter  l'idée  sous  le  point  de  vue  le  plus 
général ,  en  ont  tiré  les  premières  définitions  du  cas  le  plus  particulier ,  celoi 
des  nombres  entiers,  et  celte  idée  étant  dés  lors  absolument  inoompléle  a  semble 
en  eontradiction  avec  celle  qu'il  Tallait  se  former  de  la  somme  et  du  prodoit, 
relatîTcment  aux  autres  nombres;  telle  est  la  source  de  l'obscurité  dont  j'at 
parlé  tout  à  l'beure  et  que  j'ai  surtout  chercbé  à  éviter. 
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reoDoi  et  rembarras  des  loogues  périphrases,  de  désigner 
ces  quatre  grandeurs ,  comme  les  mathématiciens  et  quelques 
roétapbysicieos  désignent  les  objets  dont  ils  traitent ,  je  veux 
dire  par  les  lettres  de  l'alphabet. 

Soient  donc,  A  et  B,  deux  grandeurs  de  même  espèce  entre 
lesquelles  on  suppose  une  inégalité  quelconque  ;  G  et  D,  deux 
grandeurs  aussi  homogènes  entre  elles,  qui  peuvent  indîfle- 
reonnent  être  ou  ne  pas  être  de  Tespèce  des  deux  premières 
A  et  B,  et  qui  déterminent  une  seconde  inégalité  \,  la  compa- 
raison de  ces  deux  inégalités,  ne  pourra  plus  éprouver  au- 
cune difficulté  dés  qu'on  se  sera  fait  une  idée  juste  de  ce  qu'on 
doit  précisément  entendre  par  deux  inégalités  de  même 
valeur.  Le  seul  cas  où  cette  idée  n'ait  pas  besoin  d'édairds- 
sement  est  celui  où  A  est  égal  à  G,  car  il  est  clair  qu'il  faut 
alors  que  B  le  soit  aussi  à  D,  pour  que  l'inégalité  de  A  et  de 
B  soit  la  même  que  celle  de  G  et  de  D. 

Dans  tout  autre  cas  on  ne  peut  se  faire  une  idée  bien  nette 
de  cette  identité  de  valeurs,  qu'en  considérant  la  plus  petite 
des  deux  grandeurs  A  et  B,  comme  égale  à  une  portion  de 
la  plus  grande  et  de  la  plus  petite  des  deux  grandeurs  G  et  D, 
sous  le  même  point  de  vue  relativement  à  la  plus  grande.  Le 
changement  par  lequel  les  deux  plus  grandes  seraient  respec- 
tivement réduites  à  b  même  valeur  que  les  deux  plus  peiites, 
cooaisie  alors  dans  une  opération  par  laquelle  on  en  détruit 
on  du  moins  on  en  sépare  la  portion  restante ,  et  comme 
cette  opération  détermine  évidemment  l'inégalité  qui  se 
trouve  entre  les  deux  grandeurs  qu'elle  ramène  à  Tégalité , 
on  s'assurera  que  l'inégalité  de  A  et  de  B,  est  la  même  que 
celle  de  G  et  de  D,  lorsque  cette  opération  sera  précisément 
la  même  dans  les  deux  cas. 

Si  Ton  ne  considère  dans  ces  deux  opérations  que  la  portion 
retranchée,  elle  sera  dans  la  première  homogène  à  A  cl  à  B, 
dans  la  seconde  à  G  et  à  D ,  on  ne  pourra  donc  comparer  les 
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inégalités  déterminées  de  cette  manière  ,  que  dans  le  cas  où 
les  quatre  grandeurs  seraient  de  même  nature. 

Il  y  a  une  autre  manière  de  considérer  la  même  opération 
qui  paraît  moins  simple  et  moins  naturelle,  mais  qui  a  Favan- 
tage  de  permettre  la  comparaison  des  deux  inégalités ,  soit 
que  les  deux  grandeurs  homogènes  A  et  B ,  soient  ou  ne 
soient  pas  de  même  nature  que  C  et  D ,  et  qui  est  d'ailleurs 
le  aeul  moyen  d'établir  des  relations  entre  des  grandeurs 
hétérogènes,  en  ne, comparant  d'abord ,  à  la  vérité ,  que  des 
homogènes ,  mais  en  comparant  ensuite  les  résultats  de  ces 
premières  comparaisons. 

Cet  autre  moyen  de  se  faire  une  idée  précise  de  Topéra- 
tion ,  par  laquelle  noos  pourrions  séparer  (*) ,  de  la  plus 
grande  de  deux  grandeurs,  les  parties  qu'elle  a  de  plus  que 
l'autre ,  consiste  à  la  partager  en  unt^ertain  nombre  de  par- 
ties égales ,  et  à  prendre  ensuite  un  nombre  déterminé  de  ces 
parties  pour  en  former  une  réunion  égale  à  la  plus  petite. 
Pour  que  Finégaltté  de  A  el  de  B ,  considérée  de  cotte  ma- 
nière ,  soit  égale  à  celle  de  G  et  de  D,  il  est  évident  d'après 
la  déGnition  que  nous  avons  doBné  du  nombre  que  celui  qui 
exprime  la  manière  d'être  respective  des  denx  premières 
grandeurs ,  soit  le  même  que  celui  qiii  détermine  celle  des 
denx  dernières. 

Il  ne  faut  pas  croire  que  ces  denx  manières  de  considérer 
les  inégalités  donnent  les  noênics  résultats  quand  il  s*agit  de 
les  comparer,  il  est  aisé  de  voir,  au  contraire,  que  dieux  iné- 
galités peuvent  très-bien  avoir  la  même  valeur  quand  on  les 


n  i^n  l'eu  de  déterminer  ainsi  finégalilé  de  deoi  grandeurs,  par  la  diminution 
qu'il  coDYient  de  faire  éprouver  à  la  plus  grande ,  pour  qu'elle  devienne  égale  à 
la  plus  petite,  j'aurais  pu  considérer  l'augmentation  que  celle-ci  devrait  éprouver 
pour  devenir  égale  à  la  plus  grande,  mais  la  première  m'a  paru  plus  aisée  é 
comprendre  comme  plus  analogue  à  l'action  pliysique  que  nous  pouvons  exercer 
sur  les  okjels  dent  bom  sommea  environtaés ,  qui  no«s  domne  4e  nMy«B  d'en 
détruire  ou  d'en  séparer  quelques  parties,  plutôt  que  celui  d'en  ajouter  de  nou- 
velles. 


cootidère  aoos  as  de  cts  deax  points  de  ¥oe,  et  des  valewrs 
Irès-diffiàresies  soos  l'autre.  C'est  pourquoi  il  en  résulte , 
comme  oo  le  verra  plus  en  détail  dans  le  lirre  denx ,  one 
donble  sorte  de  calcid  fondée  sur  les  mêmes  opérations ,  mais 
abscdoment  diilérente  dans  ses  résultats.  Ce  sont  les  conditions 
particolières  à  chaque  question  qui  déterminent  la  manière 
dont  il  faut  comparer  les  in^alilés  qui  se  trouvent  entre  les 
grandeurs  dont  on  s'occupe  ;  pour  éclaircir  ce  que  ie  viens 
de.dire ,  prenons  des  exemples  simples  et  familiers  à  tout  le 
monde.  Supposons  d'abord  que  A  et  B  soienl  les  âges  de  deux 
hommes ,  à  une  certaine  époque  ;  D  et  G  Icjirs  âges  à  une 
antre  époqne .-  il  est  évident  que  l'inégatilié,  considérée  sous 
)c  premier  point  de  vue,  sera  la  même  dans  les  deux  cas,  puis- 
qu'elle dépend  toujours  seulement  de  l'interfalle  de  temps  qui 
s'est  trouvé  entre  la  naissance  de  l'un  et  celle  de  l'autre^ 
maintenant  si  A  e(  B  désignent  les  longueurs  de  deux  pièces 
d'une  même  étoffe,  C  et  O,  leurs  prix,  il  devra  encore  y 
SYoir  la  même  inégalité  entre  A  et  B,  €[u'entre  C  et  D,  mais 
les  deux  premières  grandeurs  n'étant  pas  homogènes  aux 
deux  autres ,  ces  deux  inégalités  ne  pourront  être  comparées 
qu'en  les  considérant  comme  déterminées  par  des  nombres. 
C'est  dans  la  comparaison  de  deux  inégalités  de  même  va- 
leur, d'après  les  définitions  précédentes,  que  l'on  retrouve 
ridée  du  nombre  un ,  telle  que  nous  l'avions  déduite  de  la 
comparaison  des  grandeurs  mêmes.  Voyons  comment  on  peut 
retrouver,  dans  celle  de  deux  inégalités  de  valeurs  diffé- 
rentes ,  tous  les  autres  nombres ,  dont  nous  avons  déjà  parlé 
pour  déterminer  d'abord  deux  changements,  dont  la  compa- 
raison donne  pour  résultats  les  nombres  entiers  deux ,  trois , 
quatre ,  etc.;  et  leurs  réciproques  :  demi ,  tiers ,  quart ,  etc. 
Il  suflBt  de  concevoir  que  la  même  opération  qui,  exécutée 
sur  la  grandeur  C,  a  produit  une  nouvelle  grandeur  D,. 
dont  la  différence  à  C  soit  la  même  que  celle  qui  se  trouve 


entre  A  et  B ,  soft  répétée  d'abord  sur  la  grandeur  D ,  et  en 
produise  une  nouvelle  E  ;  ensuite  sur  cette  grandeur  E  et  en 
produise  une  nouvelle  F,  et  ainsi  de  suite ,  car  il  est  évident 
que  l'inégalité  qui  se  trouvera  alors  entre  G  et  E ,  comparée 
à  celle  de  Â  et  B,  donnera  le  nombre  deux ,  que  celle  qui  se 
trouvera  entre  G  et  F... 


TaMe  de  Piniroduetion. 
i.  Définition  da  calcul. 
3.  Réflexion  sur  ses  opérations  les  plus  simples. 

3.  Avantages  du  calcul  écrit  sur  celui  qui  n'est  qu'intellectuel. 

4.  Restriction  ordinaire  de  la  signification  du  mot  calcul ,  borné  dans  l'osagt 

au  calcul  écrit. 

5.  Idée  du  nombre  tirée  de  celle  de  la  grandeur  ;  définition  de  ce  dernier  mol. 
0.  D'une  espèce  particulière  de  grandeur,  que  j'appellerai  quantité  proprement 

dite. 

7.  Gomment  il  arrive  que  les  autres  grandeurs  peuvent  être  aussi  considérées 

comme  des  quantités. 

8.  Manière  de  parvenir  à  une  connaissance  précise  d!un  objet  quelconque. 

9.  Le  moyen  le  plus  général  pour  cela  donne  naissance  aux  nombres, 
le.  Condition  nécessaire  à  la  comparaison  de  deux  grandeurs. 

11.  Définition  des  grandeurs  bomogénes  et  hétérogènes. 
13.  Réflexion  particulière  à  ce  sujet. 

13.  Réflexion  sur  une  autre  espèce  de  grandeurs. 

14.  Suite  des  articles  8  et  9;  invention  des  mesures. 

15.  Avantages  qu'on  retire  de  l'usage  des  nombres. 

10.  A  quoi  se  réduit  la  détermination  des  nombres  qui  se  trouvent  dans  ies 
grandeurs  les  plus  à  notre  portée. 

17.  Quelles  sont  les  ressources  qui  nous  restent  en  cas  contraire,  idée  des 

relations  qui  existent  entre  diverses  grandeurs. 

18.  Éclaircissements  et  exemples. 

19.  Distinction  entre  les  calculs  élémentaire ,  supérieur  et  transcendant. 

30*  Explication  de  la  plus  simple  relation  qui  puisse  exister  entre  deux  gran- 
deurs, et  du  nombre  un  qui  en  est  le  résultat. 
31.  Explication  de  ce  qu'on  entend  par  grandeurs  égales  et  inégales.  ■ 
33.  Signes  d'égalité  et  d'inégalité. 

33.  Des  nombres  qu'on  découvre  successsivement  après  un 

34.  Première  espèce  de  nombres  :  les  entiers. 

35.  Réflexion  sur  l'usage  qu'on  fait,  en  maUiematiques,  des  mots  unité  et  quan- 

tité. 

36.  Seconde  espèce  de  nombres:  les  rompus.  ^ 

37.  Suite  de  l'article  35. 

38.  Troisième  espèce  de  nombres  :  les  irrationnels. 

39.  Stflte  des  articles  35  et  37. 

30.  Définition  des  nombres  réciproques. 

31.  Explication  de  la  manière  dont  on  s'aperçoit  de  l'existence  des  nombres 

irrationnels. 
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32.  Suite  de  rartide  précédent;  définition  du  mot  ineommensarable. 
3}.  Des  nombres  rompus  epprozimitifs  quMI  convient  de  substituer  aui  irta- 
Uonneis. 

.  Noie.  Le  manu^cnt  GnU  à  Tartide  33 ,  qai  devait  servir  à 
expliquer  rorigîne  de  la  distinction  entre  les  nombres  posi- 
tifs et  né^tifs.  L'illustre  auteur  cite  le  livre  preiùier  et  le 
livre  second  de  l'ouvrage ,  auqael  le  manuscrit  sert  d^'ntro- 
doction. 

Nous  reproduirons  quelques  fragments  de  cet  ouvrage,  déjà 
pabliés  dans  la  correspondance  mathématique  de  M.  Que- 
telet,  et  tout  ce  qu'on  voudra  bien  nous  communiquer. 

Tm. 


COMPOSITION  D'ANALYSE. 

Au  concours  d'agrégation  1842  (Y.  tom.  3,  p.  517;. 

Étani  donnée  une  série  de  paraboles  qui  ont  même  axe  et 
même  foyer,  déterminer  les  courbes  qui  coupent  ces  paraboles 
à  angle  droit. 

Déterminer  les  courbes  qui  coupent  à  angle  droit  une  série 
idUpses  de  mêmes  foyers. 


Ancien  éiéTC  de  fBcole  poiitecbnique. 

I.  La  parabole,  rapportée  à  son  sommet,  a  pour  équation 
(msmeyss2px.  Cette  équation  devient ,  en  portant  l'origine 
aa  foj^r  :  (  1)  ^'  ==  '^px+p*- 

Telle  est  donc,  en  supposant  indéterminé  le  paramétre 

^,  Téquation  collective  de  toutes  les  paraboles  de  même 

axe  et  de  même  foyer. 

*    En  un  point  x,^ de  Tune  d'elles,  la  direction  de  la  tàn- 

^y     p 
gente  est  donnée  par  le  coeflBcient  différentiel  —  s  C  que 
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l'on  peut  e^Lprîmer  en  fonction  seulemenl  des  coordonnées  du 
point,  en  tirant  deTéquation  (1)  la  valeur  da  demi-para- 
mètre/?:±=-.:t*±:l^i^+yr  Ce  qui  doone  : 


(2) 


\dx)  y  ' 

Âa  même  point  ^x^  y,  doit  passer  une  des  trajectoires 
orthogonales  demandées ,  et  son  coefficient  différentiel  y  doit 


être 


L^J"--x^| 


JL 


,  .^ ^liSj^c'esl-è-diwi  q«e  telle  est 

l'équation  différentielle  des  courbes  cherchées.  Pour  Finté* 
grer  nous  passerons  aux  coordonnées  polaires  :  c'est  uno 
marche  dont  Tà-propos  est  indiqué  par  l'homogénéité  de  l'é- 


quation ,  et  par  la  présence  du  seul  radical  \/x^  -|-  y^.  Po- 
sant donc  :  j^=psincu  j;=?|»cosw  ;  d*où  il  résulte  successi- 
vement^ â[>^=sin  w£/p-|-pcoswû^w ,  â^x=cos<«>^/9  —  psin*»^; 


;  il  viendra  en  substituaat  dans  (3) 


dp 

SlBw---  -f-ûCOS  w 

dy  dbi 

djc  dp 

eosw -i. —  psinw 

.      do 

sm  w  -j — |-  p  cos  w 
dtù 

dû 
coso)  ~ — psinw 

rtO) 

dp         ,    p(lq:cosw)  ..        d^  .    Iqzcosw    ,     ,., 

-iL  tî3  :±:  Cl-^jr 1 ,  ou  bien  —  =  ifc  -~ cîw  (4). 

aoj  $m  &>  p  siii  o>> 

Par  la  correspondance  des  signes ,  cette  équation  se  partage 

cos>_    V    . 
cUd^  qui 


sino» 
C08«qz 


- ,  qui  devient  en  simplifiant  : 


dp      sin^w    -     dp 
en  ces  deux  autres  :  —  =  — —  «»,  —  = 


P        cos  7» 
donnent  respectivement  étant  intégrées  p 


9  SUÏ^ 

A        _     A 
cos'ïm'  ^""siu'^' 
intégrales  que  l'on  peut  aisément ,  par  l'emploi  d'un  double 

signe,  rénoir  en  une  seule  p  =  --^ ,  p'  représentant 

une  constante  arbitraire  double  de  celle  désignée  par  A. 
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L'équation  flaire ,  collecthre,  des  traj«etoif«§  demandées 


est  donc  o  = 


P 


-,  équation  d'oœ  parabole  rapportée 

à  son  àxe  et  à  son  foyer ,  donnée  d'ailleurs  toat  entière  par 
an  seul  dea  de»  signes.  On  reconnaît  par  là  qoe  les  pam- 
bolei  proposées ,  c'est-à-dire  ayant  Taxe  et  le  foyer  donnés , 
se  partagent  en  deux  systèmes  :  celles  ouvertes  d'un  côté , 
et  celles  ouvertes  de  l'autre,  et  qoe  toutes  celles  d'un  sys- 
tème oout>ent  tontes  cdles  de  l'autre  à  angle  droit. 

II.  Cette  propriété  pouvait  être  reconnue  à  priori,  car 
r  l'équation  (2)  fournissant  deux  valeurs  toujours  réelles 

dr 
de  j:  ,  c'est  qu'en  diaqtie  point  du  plan  se  croisent  deux  pa- 
raboles ayant  l'axe  et  le  foyer  voohis,  mais  leui^  coefficictHs 

dinbtmUels  respectifs  — ^^^ — 3LL  et  ^ — ii-, 

r  y 

ont  pour  produit  —  1 ,  elles  se  croisent  donc  à  angle 
droit,  etc...  L'équation  (2) ,  équation  diiTérentielle  des  para- 
boles données,  devient   d'ailleurs   en  faisant  disparaître 

le  radical  :  y  (j^\  +  ^xy  (^\  —  ^^  ==  0 ,    ou  bien 

i^j  +2  -  IJ^j  —  1  =  0,  et  sous  cette  forme,  le  der- 
nier terme  —  1 ,  montre  encore  <^u'en  chaque  point  passent 
deui  courbes  qui  s'y  coupent  à  angle  droit. 

T  Soient  deux  paraboles  de  sens  contraires ,  ayant  l'one 
et  l'autre  l'axe  et  le  foyer  voulus ,  et  se  coupant  en  M  ;  leurs 
tangentes  en  M  coupant  respectivement  l'axe  commun  en 
T  et  T'  aux  distances  FT  et  PT  du  foyer  commun  F,  on 
sait  que  FM  est  égale  d'une  part  à  FT,  d'autre  part  à  FT, 
par  suite  le  triangle  TMT'  est  rectangle  en  M  ,  etc.  Ou  bien 
si  on  mène  par  le  point  commun  M  la  droite  AA'  perpendi- 
culaire commune  aux  directrices  des  deux  paraboles  »  les 


deux  tangentes  bissectrices,  comme  oa  sait,  des  angles 
supplémentaires  adjacents  âMT,  A'MT  seront  perpcndicu* 
laires  entre  elles,  C.Q.F.D. 

III.  Généralement  soit  F(jr,y,  a)  -.  A  une  famUle  de 
ooarbes,  pour  en  trouver  les  trajectoires  orthogonales,  il 
faudra  manirestement  en  tirer ,  comme  dans  l'exemple  pré- 

cèdent  (^)  d'abord  fonction  de  jc,  y  y  a.  Puis  seulement 
de  j:  ,  j^  ;  soit  (  T")"^  ^f*^»-^^  '  P**'®  ^^  conclure  I  ^  1  = 
',  équation  diflérentielle  des  trajectoires. 


Mais  si  de  F  (x ,  y^  a)  on  ne  peut ,  ou  ne  veut  pas  tirer 
explicitement  (  ^  )v  et  qu'on  soit  seulement  parvenu  à  la 

relation  non-résolue/ ï  x ,  y^  VT')  )  =  ^»  *•  suflBra  d'y 

remplacer  (^)  P***  —  ^  >   -.  t  pour  obtenir  l'équation 

différentielle  des  trajectoires    que   nous  désignerons  par 

'(--(£))- 

Si  donc  il  arrive  que/^  x^y^  ^  j  =  0,  qui  n'est  d'ail- 
leurs autre  chose  que  Téquation  diflérentielle  des  lignes 
données ,  soit  une  équation  inveruimeinJ^  réciproque  C) ,  le 

changement  <•«  (  ;r-  )  ^^  —  _  ,      ,  fait  retomber  sur  cette 


(')  Nous  nommons  ainsi  tonte  équation  qui,  admettant  la  racine  «,  admet 

nécessairement  celle  — ,  en  d'autres  termes ,  celle  dont  les  racines  font  deai  à 

deui  le  produit— 1.  Les  caractères  propres  de  ces  équations  sont  étadiés  dans 
tous  les  eours  d'éléments. 


(7). 


donne  d'abord  :  1  y 


[^ 


même  éqoation,  et  la  famille  donnée  i*enferniie  en  eUe-méma 
oomme  ci-dessns,  ses  trajectoires  orthogonales.  Pour  en 
citer  nn  exemple  aussi  connu  que  remarquable:  c'est  ce  qui 
a  liea  sur  une  surface  pour  ses  lignes  de  courbure. 

IV.  L'ellipse  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes  a  ponr 
équation  connue  a>*4-  h'x^  r=ia^b*  (5).  Si  Von  y  suppose 
il  et  ^  indéterminés  sous  la  seule  condition  c^—b^^L  c*  (6), 
elle  convient  alors  à  toutes  les  ellipses  confocales. 

£o  on  point  X,  ^,derune  d'elles,  la  direction  delà  tangente 

/dy  \           b*x 
est  donnée  par  le  coeflBcient  différentiel  (  -^  )  = 

\dxj  i^jr 

L'élimination  de  a'  et  de  b*  entre  les  relations  (5) ,  (6)  j  (7)  » 

l][;+;ê]+«-È-». 

f*  «  u«tanM,  (g)"  -il^(±)_,=o  (»). 

Équation  différentielk  de$  ellipui  propoiée$.  11  suffirait, 
comme  nous  l'avons  remarqué  ci-dessus,  d'y  remplacer 

dy  1 

j-  par  —  -^  ,  pour  avoir  l'équation  différentielle  de  leurs 

di 
trajectoires  orthogonales  ;  mais  l'équation  (8)  étant  inverse- 
ment réciproque ,  convient  en  même  temps  et  aux  courbes 
proposées,  et  à  leurs  trajectoires  orthogonales.  Cependant 
comme  des  ellipses  confocales  ne  sauraient  se  rencontrer^ 
:1  est  aisé  d'apercevoir  qu'elles  ont  pour  trajectoires  ortho* 
çooales  les  hyperboles  de  même  foyer.  (T.  t.  III,  p.  435), 
£q  effet,  ces  hyperboles  ont  pour  équation  collective: 
(5')  ay— ^'x'=  —  a'^V  Sdus  la  condition  (6')  /i'-j-6'=c', 

/dy  \        b^x 
et  pour  coefficient  diflërentiel  :  (Vj  l  ^)  =  t--  Ces  trois 

relations  (6') ,  (6'),  (7') ,  ne  différant  de  celles  (5) ,  (6),  (7), 
que  par  le  signe  de  b\  l'êlîmination  de  à"  et  de  ~  b^  entre 

A!«!l.  DF.   MATHtM.    IV.  20 
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{5')»  (tf)  et  (7')  donnera  comme  celte  de  a*  et  de  6*  entre  (5), 
(6),  (7) ,  la  rehlioQ  (8)  qui  est  ainsi  i'éqnation  diSerentieUe 
no»-9ealement  des  ellipses,  mais  pins  généralement  des 
coniques  confoeales,  et  ces  conicpiesse  partagent  en  denx 
groapes»  eeloi  des  ellipses ,  et  cdni  des  hyperboles  qui  sont 
réciproquement  les  trajectoires  orthogonales  les  unes  des 
autres. 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  justiaer  cette  propriété  par  des 
couidéralions  géométriques  comme  nous  Tavons  fait  pour 
les  paraboles  ;  car  soient  F,  P  les  deux  foyers  communs, 
et  M  un  point  où  se  croisent  une  des  ellipses  et  une  des 
hyperboles ,  leurs  tangentes  en  M  étant  bissectrices  l' une  de 
l'angle  FMF',  Vautre  de  son  adjacent  supplémentaire ,  sont 
perpendiculaires  entre  elles,  C.Q.F.D. 

V.  En  représentant  par  (—A  et  j^  j ,  les  iraleara  des 

coefficients  différentiels  respectifs  de  deux  courbes  en  un 
p(^t  commun,  la  condition  connue  pour  qu'dles  se  cou- 
pent à  angle  droit ,  est  que  (^g)  .  [g]  + 1  -  0.  Cette 

condition  se  retrouve  à  peu  prés  sous  la  même  forme  dans 
on  système  de  coordonnées  polaires.  En  effet  soient  alors 
(^\  et  F— I ,  les  nouveaux  coefficients  différentieb;  les 
courbes  font  avec  le  rayon  vecteur  mené  au  point  commun 
des  angles  qui  ont  respectivement  pour  tangentes  trigono- 
métriques  /«=-^,  t^  =  r^,  et  si  l'on  veut  que  ces 

courbes  soient  perpendiculaires  Tune  à  Vautre ,  Fun  de  ces 
angles  doit  surpasser  Vautre  de  90*,  d*où  résulte,  oomme 
en  coordonnées  rectangulaires ,  la  condition  tf!+ 1  =  0,  ou 

^'  (i)[a+'— • 


[acer 
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Telle  est  donc  la  relalioo  géoérale  de  laquelle  on  peut 
lirer  Téqnalion  différentielle  eo  coordonnées  polaii^s  des 
trajectoires  orthogonales,  une  fois  connu  le  coeiBcietti 
différentiel  des  courbes  primitives  en  coordonnées  polaires. 
Si  l'on  a  seulement  Téquation  différentielle  des  courbes 

primitives:  F  (p,  w,  f^j  ]  =  0,  il  snflBt  d'y  rempl 
(  ^  j  par ~ — >  pour  passera  celle  des  trajectoires,  et 

si,  par  cette  transformation,  on   retombe  sur  Féquation 

Ff  P,  fr>9  r^  I  ]  =  0,  c'est  que,  comme  dans  le  cas  des 

coniques  confocales ,  le  système  de  courbes  proposé  ren- 
ferme en  lui-même  ses  trajectoires  orthogonales.  Pour  qu'il 

dy 
en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que  toutes  les  valeurs  de  ^, 

tirée  de  F  =  0,  fassent  deux  à  deux  un  produit  —  p'. 
Ainsi  les  paraboles  confocales  ont  pour  équation  coUec- 

llve  en  coordonnées   polaires:  p  = —-7,  (0),   d'où 

^  ^        COStwltl'   ^  ^ 

/df\  ^   --;>sino>    ^    psinitt 

\d^)       (coswztir      cos»±r      ^    ^ 

par  suite  dans  leurs  trajectoires  orthogonales 

'dp "I       — p(cosft>dbt)  J^    psin<i> 


L^J 


smo»  coswqz  1 


et  cette  coïncidence  des  valeurs  de  1  -r-  1  avec  celles  d®  (^  ) 

démontre  encore  la  propriété  reconnue  ci-dessus  des  para- 
boles confocales.  On  remarquera  que  l'équation  polaire, 

habituelle  de  la   parabole  est  p  =  —— ,  parce  que 


tlans  réquatiOD  (9) ,  od  ne  prend  que  le  signe  inférieur,  ce 
qui  suffit  en  effet  à  donner  tonte  la  courbe^  pourvu  qu'on 
suive  tontes  les  valeurs  d'w  depuis  O""  jusqu'à  360'';  mais  il 
faut  bien  se  garder  d*en  agir  ainsi  dans  la  rediercbe  qui  nous 
occupe,  car  en  ne  conservant  que  le  signe  inférieur  dans  (9), 
on  n'aurait  aussi  que  le  signe  inf^ieur  dans  (10),  et  aussi 
dans  (11) ,  et  Ton  n'apercevrait  plus  la  coïncidence  de  ces 
dernières  formules. 

Note,  La  question  des  irajectoireê  remonte  à  l'origine  des 
nouveaux  calculs ,  et  remplit  une  page  brillante  dans  l'bis* 
toire  de  la  science.  C'est  Jean  Bernoulli  qui  s'en-  occupa  le 
premier,  et  imposa  à  ces  courbes  le  nom  qu'elles  ont  con- 
servé. Il  a  été  amené  à  ce  genre  de  méditations  par  la  tbéorie 
des  ondes  lumineuses  de  Huyghens.  Il  est  à  remarquer  que, 
de  nos  jours ,  la  physique  de  la  chaleur  a  donné  lieu  à  d'im- 
portants  théorèmes  sur  les  surfaces  trajectoires.  On  connaît 
la  vive  et  instructive  polémique  que  cette  matière  a  excitée 
dans  la  noble  famille ,  gloire  de  THelvétie}  ces  froissements 
d'amouf-propre  ont  fait  sortir  des  étincelles  de  génie  qui 
noua  éclairent  encore  aujourd'hui.  Le  grand  Leibnitz  entra 
dans  la  lice  et  découvrit  la  différentiation  sous  le  signe  de 
curva  in  eurvam ,  vrai  prodrome  du  calcul  des  variations. 
Ayant  en  vue  ces  discussions,  Leibnitz  écrit  à  Jean  Bernoulli, 
de  Hanovre ,  en  date  du  21  mars  1694  :  «  Quanto  paociores 
sunt  solidflB  scientiœ  cultores,  eo  magis  inter  se  amioos  esse 
convenit.  Silnt  toi  alii ,  quos  appello  mercenarioa  iulitteris, 
qui  nihil  agercnt,  nisi  vel  necessitate,  vel  pravis  capidi- 
tatibus  impellerentur.  Hos  inter  se  conflictari  sinaams 
ICùmrn.  epULy  t.  II,  p.  5).»  Dans  un  autre  endroit  il  lui  écrit  : 
«  Sed  vide  sterilcscere  hoc  œvum  in  omni  pêne  génère  doc* 
trinœ,  et  quanto  majora  habent  snbsidia  studiosi ,  eo  magis 
ignaviam  invalescerc  (t6ûf.p.  97)  ;»  aperçu  très-fin,  obser- 
vation juste  et  toujours  vraie.  Tm. 
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xNOTE 

Sur  lanaiure  de$  racines  d'une  éqtuition  trinôme  quelconque. 

9AM,  If.  OBBIAK  BOWMST, 

répéiileur  à  l'École  polyteehniqi^e  (* .. 


On  sait  que  l'on  appelle  équation  trinôme,  toale  éqnatioq 
telle  qae 

En  explicitant  toutes  les  formes  qui  peuvent  se  présenter  eu 
égard  aux  degrés  de  parité  des  exposants  m  et  /i ,  et  aux 
signes  de/?  et  de  9 ,  on  aura  les  seize  tjpes suivants  :. 


(1)    x**+px--+^  =  0, 

(3)    oT  --  px^  +  q==0, 

(5)    j:«*+px-^+y  =  0, 

(7)     2^  _/,x**^-+  y  =  0 , 

(9)  x-^^  +  px^^-f  y  =  0, 

(H)  x**^  — /?x*"+y=:0, 

(1 3)  jf^'  -{.px''^+  y  =  0 , 

(15)  j:'"^— px'*+'+^  =  0, 


jT  +  px^'^'^q^O, 


a:'*— /ix«"  — y=0. 


(2) 

w 

(6)  a:'*+/>x'*+'— ^=xO^ 
(8)  a:**  _/ix''^—  ^ = 0, 
(10)  j:**^'+/>ji:*~ — y=  0, 
(12)  a:'*+'— />jc^  -  ?  =  0, 
(14)  x'"^'+;?x«*+*— ^=0, 
(16)  ar'"^— />x'*+*— ^  =  0. 


Or  l'équation  (1)  n'a  aucune  racine  réelle,  les  équa- 
tions (2) ,  (4) ,  (6) ,  (8),  ont  une  racipe  réelle  positive  et  une 
racine  réelle  négative ,  les  équations  (9)  et  (tS) ,  zéro  racine 
positive  et  unli  racine  négative ,  enfin  les  équations  (là)  ei 
(U),  une  racine  positive  et  zéro  négative;  on  peut  donc  se 
bornera  considérer  les  équations  (3) ,  (5) ,  (7),  (10),  (11), 


nv.i.u,p.3«i. 


Tm. 
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(15),  (16)  i  d'an  autre  c6té,  réqaation  (3)  a  autant  de  racines 
négatives  que  de  racines  positives ,  Téquation  (5)  n'a  pas  de 
racines  positives,  et  a  autant  de  racines  négatives  que  l'é- 
quation (7)  en  a  de  positives  ;  Téquation  (7)  n'a  pas  déracines 
négatives,  Féquation  (10)  a  une  racine  positive,  et  autant 
de  négatives  que  l'équation  (11)  en  a  de  positives;  Téqua- 
tion  (11)  a  une  racine  négative,  l'équation  (15)  une  racine 
négative ,  enGn  l'équation  (15)  a  une  racine  positive  et  au- 
tant de  racines  négatives  que  Téquation  (15)  a  de  racines 
positives.  Tout  se  réduit  donc  en  définitive,  à  savoir  dét^- 
miner  le  nombre  des  racines  positives  des  équations  (3)  (7), 
(11),  (15),  ou  en  général  de  l'équation 

X*  — p^^  +  Ç  =  0. 
Ce  nombre  est  léro  on  â,  d'après  le  théorème  de  Oeseaiiei  ; 
pour  qu'il  soit  2,  il  faut  et  il  suffit  qo^une  certaine  vafemr 
réelle  de  a:  rende 

X*— /7x*-f5r<0,    ou    ^<j:"(/ï-x"^). 
Or,  pour  que  cette  inégalité  subsiste  pour  une  certaine 
valeur  de  x,  il  faut  et  il  suiBt  qu'elle  ait  lieu  pour  la  valeur 
de  X  qui  rend  x*  (p  —  x*^)  maximum ,  valeur  qui  doit 
vérifier  l'égalité  connue 

"* '*        «i-A  m.    m. 

x*^  =/>  —  X      , 

n  ^  ' 

d  OÙ  l'on  tire  : 


I 


portant  dans  Tinégalitè  cirdessus,  on  trouve  pour  la  condi- 
tion qui  exprime  que  réqualion  a  deux  racines  réeUe& 
positives: 


m  —  «   (n      \ 


m—n  i 


M 


(;^.r<£-^)- 


rinégalité  n'excluant  pas  Tégalité. 

La  condHioD  pour  que  réqaatkm  n'ati  pas  de  raetiies  po- 
sitives est  aa  contraire  : 


(^r>e')- 


£al<9r  dans  son  calcul  diflérentiel  est  arrivé  anx  mémea 
résoUats  en  se  basant  snr  le  théorème  de  Rolle.  {CaputXiïy 
$  310.) 
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DÉCOMPOSITION  DES  FRACTIONS  RATIONNELLES. 


pitfeiiear  à  Sttaiboivg^ 


Colle  question  iaisant  partie  dn  programme  4'âdmiisiûn  à 
f Ecole  Polyteebaiqne ,  il  ne  sera  pas  hors  de  propos  é^mt^ 
^Mr  la  mélbode  qae  j'emploie  à  mon  cours  d'analyse  infini* 
tésimale. 

I.  Soit"^—  la  fraction  9/r  étant  de  degré  moindre  qae 

Fj:,  et  premier  avec  hri  :  soit  x  —  a  nn  factenr  simple  de 

tx^{x^a)ffx.  Jepose  j:  =  a  +  2,  etj'ai  : 

fx_Aa+z)        >+'/'^+|/'^+- 
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I>iTiaânt/a+%râ+"*  P^  fa-|-sf'^+*  •  les  termes  ra- 

Uot  dans  Tordre  où  Ils  se  troayent ,  on  a  pour  premier 

fa 
terme  du  quotient*^— jet  un  reste  qui  n'est  autre  chose  que 

^  -^  V  ^  ^ — :£_ïi_!U^  ayant  pour  facteur  z  :  donc 


y^(^+z)  — /^y  (tf  +  g) 

Zf  a.f  (a  -[-  2) 


On  prouve  comme  à  l'ordinaire  que  ^a=f*a  \  donc  nous 

avons  une  première  fraction  partielle '^7-  •  -  =  bt  • • 

sa     z       r  a     x — a 

Le  reste,  encore  comme  à  l'ordinaire,  en  tant  qu'il  s'agit  de 
facteurs  simples  de  Fx. 

II.  Passons  aux  facteurs  multiples,  et  soit  Fj:=(j:— ar-fx, 
je  pose  encorex  =  a-)-z9  et  j'ai: 

f±  ^    /<»  +  ^^+-' 

Fx  z'*[<pa-[-^'^  +  -«0 
Or  on  n'a  qu'à  diviser  encore/a+z/a+... ,  par  <pa+zf'a+... 
et  s'arrêter  au  terme  en  z*"^,  au  quotient ,  ce  quotient  sera 
delà  forme  A.+A.z+A,z'+...-fA^.z*''.  Quant  au  reste, 
si  Fj:  est  de  degré  m,  /x  de  degré  m —  2,  dans  noire  divi- 
sion le  diviseur  9  (a-f-s)  est  du  degré  m — n^  le  dividende  da 
degré  m — 2,  le  quotient  du  degré  n — 1 ,  le  reste  sera  donc 
an  plus  du  degré  m  —  i  -,  soit  R:;^''.  Ce  reste  qui  renferme 
évidemment  z"  pour  facteur ,  de  sorle  que  R  est  du  degré 
m — n  —  1  ;  on  aura  ; 

R 


fx  _A,  +  A,z+...  +  A,.,z- 
Fx  ~"  z* 


A^. 


+  "î^'  +  ; 


?(rt4-z) 

R 


7(^+2)' 


et  de  la  fraction  proposée ,  nous  avons  extrait  les  n  fractious 
A.  A^ R 


partielles 


{x-^aT 


- ,   plus  la  fraction  — ,  dont 

X — a     ^  ffX 


le  nQinérateiir  est  do  degré  /n— n  —  1 ,  et  le  déDomioatrur 
est  da  degré  m  —  n  ;  elle  est  donc  de  même  nature  que  la 
proposée. 

III.  Pour  montrer  que  cetle  méthode  est  éminemment 
pratique ,  je  prends  -. 

fx  _  Zx^—  i  i  J^H-  ^  ^-y*—  i  5x  +  5 

Fx  ""      (a:  — 1)5  (xH-  !)•  (x  —2)      ' 

je  pose  X  =  1  -(-  z,  et  je  trouve  : 

fx^  _  — 4->-8a— z'+a»+3z^ 

Je  divise  le  numérateur  par  (z+2)*  (s— l)=s  — 4+3z'-[-»*, 
voici  l'opération ,  poussée  jusqu'au  terme  en  z*  au  quotient  : 

-4  —  8z— z*+z*+3z4  I  — 4-f  Sz'+g* 
r  reste  «-8z  — 4z'+3z*      |       i+2z+z' 

2»  reste  —4^»— 6z*+z* 

3*  reste  —  6z'—  2z*—  7> 

Ikmc 

f±.  _i+2g+^'  ___    6z»  +  2z^*+z^ 
Fx  ""  z» 


6  +2z+  z' 

z    (2-|-2r(z-i)* 


Actuellement  au  lieu  de  revenir  à  ^ ,  pour  en  extraire 

rx 

les  autres   fractions,    il   est   plus   simple   d'opérer   sur 

^^:p^j,^^-^_  -  ,  ,  j  pose  z+2-^,  elj  a, -^— ^^  _ 


1"  resic 
2*  reste 


;  je  divise  le  numérateur  par  — ^-\-y, 
^-•iù-^y'  I  —3+^ 

^\y  1—2-1-0^ 


donc 


et 


t 


1.2.1.2 


Tr+ 


TÎ  + 


+ 


f 


(a:— 1)'  '    (X— 1)'    '    x  — 1    '    (x+i/        jr  — 2 

On  pourrait,  de  la  division  seale,  déduire  ane  formule 
générale  pour  le  niunérateur  de  {x  —  a)*--«;  mais  dans 
chaque  cas,  la  division  est  préférable. 

Note.  L'intégration  des  fractions  alg^riques  rationnelles 
par  la  décomposition  en  fractions  partidles  est  due  à  Jeaa 
Bernoulli  (Yoy.  Op.  omnia^  1*  I»  P*  393),  mais  la  méthode 
généralement  adoptée  pour  obtenir  les  coefficients  à  l'aide 
de  dérivations  est  dTuler.  Le  procédé  par  la  division  a  été 
proposé  par  divers,  entre  autres  par  un  anonyme ,  dans  le 
journal  de  Gergonne,  t.  X,  p.  255,  et  par  le  professeur 
Dirksen,  journal  de  Grelle,  1. 1,  p.  53  ;  on  possède  aussi  des 
procédés  combinatoires.  (  roir  Gaocfay,  cours  d'Analyse, 
ch.  XI,  p.  365).  Tm. 


NOTE 

Sur  unepropriéié  des  courbes  du  second  degré. 

9AXL  M.  CBAVVOV, 

eléve  de  malliématiques  da  collège  Stint-Louit  (elasae  de  M.  VINCEIIT). 


Le  produit  des  distances  des  deux  foyers  d'une  ellipse  à 
une  tangente  quelconque  est  égal  au  carré  du  demi-petit 


axe. 
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Si  on  abaisse  des  perpendiculaires  FP,  FP'  (fig.  25) ,  sur 
une  tangente  à  Fellipse,  les  pieds  P,  F,  de  ces  perpendicu- 
laires se  trouvent  sur  la  circonférence  décrite  sur  le  grand 
axe  AB  comme  diamètre.  Gela  étant,  joignons  PO  et  prolon- 
geons OP  et  P'F'  jusqu'à  leur  rencontre  en  N. 

Les  triangles  OFP,  OF'N  sont  égaux  comme  ayant  un 
côté  égal  OF=OF  adjacent  à  2  angles  égaux  POF=NOF, 
OFP=  OF'N,  donc  ils  sont  égaux  ;  donc  ON  =  OP,  et  par 
suite  le  point  N  est  sur  Fellipse  -,  de  plus  F'N=FP,  et  par 
conséquent  on  aura: 

FP.FF= F'N.F'F=:  AF.FB=  (a— c)  (a+c)  =a'-c'=6*, 

en  désignant  le  demi  grand  axe  par  a,  le  demi  petit  axe 
par  6,  et  la  demi-excentricité  par  c. 

Le  théorème  est  absolument  le  même  pour  Thyp^boie ,  et 
on  le  démontre  d'une  manière  semblable. 

Je  dis  qu'on  aura  FP.F'P'c=:  b*  {fig.  26).  En  effet  le  corde 
décrit  sur  Taxe  transTcrse,  comme  diamètte,  contienlles 
projections  des  foyers  sur  toutes  les  tangentes;  comme  les 
points  P,  F.  Joignons  OP,  et  prolongeons  cette  ligne  jusqu'à 
sa  rencootre  en  un  point  R  avec  la  ligne  F'F,  les  2  triangles 
P0F,ROF  sont  égaux  comme  ayant  un  côté  égalOF=OF 
adjacent  k  denx  angles  égaux,  savoir  :  OFP  s  OFR  et 
FOPs=:FOR.  Donc  OR  «OP,  et  le  point  R  est  situé  sur  le 
cerde  ;  de  pl«s  FP  =  F'R  ;  donc 

FP.FF  =  FR.FR. 

Mais  si  on  abaisse  du  foyer  la  perpendiculaire  F'Q^  sur 
Tasymptote,  le  point  Q  appartiendra  au  cercle,  et  la  ligne 
FQ  lui  sera  tangente  en  ce  point ,  et  comme  cette  perpendi- 
culaire est  égale  au  demi  petit  axe  b^ 

FP.FP  =:FR.FP  =  ^'. 
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RECHERCHES 

Sur  l'enveloppe  de  la  corde  d^une  section  conique^  vue  d*un 
point  de  son  plan ,  sous  un  angle  constant. 

IfAWL  M.  BaSTOV  (92  CBABI7) . 

Ingénieur  des  ponts  et  cbanssées. 


Le  traité  des  propriétés  projectives  des  figures,  renferme 
plusieurs  beaux  théorèmes  sur  la  corde  d'une  section  conique, 
qui  est  vue  d'un  point  de  son  plan  sous  un  angle  donné.  Le 
savant  auteur  de  ce  livre  si  remarquable  y  a  réuni  tout  ce 
que  Ton  sait  là-dessus ,  tant  par  ses  propres  recherches,  que 
par  celles  de  ses  devanciers.  Il  a  démontré  que  l'enveloppe 
est  une  section  conique  ;  l'angle  sous-tendnétant  qoeleonqae, 
lorsque  le  sommet  est  sur  la  courbe  ou  à  l'un  des  foyers,  et 
l'angle  étant  droit,  lorsque  le  sommet  occupe  une  poaitioB 
quelconque.  Enfin ,  dans  le  cas  où  la  courbe  se  réduit  à  deux 
droites ,  le  théorème  a  lieu  quelles  que  soient  la  grandeur  de 
l'angle  et  la  situation  du  smnmet. 

Aucun  de  ces  cas  n'oflire  une  solution  générale  de  la  quesn 
tion.  Aussi  M.  Terquem  exprime-t-il  (t.  III ,  p.  124)  le  désir 
que  ces  recherches  soient  complétées.  C'est'ce  que  j'ai  essayé, 
ainsi  qu'on  va  le  voir. 

1 . —  Avant  d'entrer  en  matière,  j'énoncerai  deux  lemmes. 

1^  Il  est  toujours  possible  de  couper  une  surface  conique 
du  second  ordre ,  de  manière  que  la  section  projetée  sur  un, 
plan  donné,  soit  une  circonférence  de  cercle. 

2<*  La  projection  du  sommet  du  cône  sur  le  même  plan, 
lorsqu'elle  tombe  au  centre  de  la  circonférence,  est  un  foyec 
de  la  section  faite  dans  le  cône  par  ce  plan. 
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Les  démoiMtraUons  ne  présentent  aacnne  difficaité  ;  je  me 
borne  aux  énoncés  ci-dessns ,  prévenant  d'ailleurs  qu'il  s'agit 
uniquement  de  projections  orthogonales  dans  cetartide. 

3.  —  Gela  posé,  d'an  point  pris  arbitrairement  sur  la  per- 
pendiculaire au  plan  do  la  courbe  donnée ,  qui  a  pour  pied  le 
point  fixe  d'où  la  corde  est  vuesous  un  angle  constant,  comme 
sommet,  avec  cette  ligne  pour  base,  concevons  que  l'on  dé- 
crive une  surface  coniqne.  Le  plan  qui  passe  continuellement 
par  le  sommet  et  par  la  corde  mobile  enveloppe  une  autre 
surface  conique  du  même  sommet  que  la  première  ;  cette 
nouvelle  surface  sera  du  second  degré ,  si  l'enveloppe  oouri>e 
qui  lui  sert  de  base  est  une  section  conique.  De  plus ,  si  l'on 
mène  un  plan  qui  coupe  à  la  fois  les  deui  surfaces,  la  pro- 
jection de  l'une  des  courbes  obtenues  sera  l'enveloppe  des 
cordes  de  la  projection  de  l'autre,  vues  du  point  fixe  sous 
l'angle  donné.  Or  il  est  toujours  possible  de  faire  en  sorte 
que  cette  seconde  projection  soit  une  circonférence  de 
cercle,  donc  il  sufBt  de  considérer  la  corde  mobile  dans  le 
cercle. 

3.  —  Lorsque  la  bissectrice  de  l'angle  passe  par  le  centre 
de  ce  cercle,  on  a  immédiatement  sur  cette  droite,  deux 
points  de  l'enveloppe;  ce  sont  évidemment  les  extrémités 
d'un  axe  de  symétrie.  Je  prends  cet  axe  pour  ligne  des  ab- 
scisses ,  le  point  fixe  pour  origine,  ce  qui  donne  l'équation 
aux  coordonnées  rectangulaires  du  cercle  : 

y+(ar^ey=r^  (1) 

dans  laquelle  c  et  r  sont  la  distance  du  point  fixe  an  centre, 
et  le  rayon.  Soit  <p  l'angle  mobile ,  et  as  tang.  î  f,  les  points 
de  l'enveloppe  situés  sur  l'axe,  auront  pour  abscisses  les  ra- 
cines de  l'équation  (1),  après  que  Ton  y  aura  fait  y  =9X,  Par 
cette  substitution  elle  devient  : 

(1  -f  «•)  x'  --  2cx  —  (r*  —  c')=0.  (2) 
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Je  suppose,  pour  fiier  les  idées,  que  rorigine  est  dans  TiatÀ- 
rîeur  da  cercle,  c'esi-à-dire  que  Toq  a  r;>c.  L'équation  de  la 
conique enTeloppe,  si  c'est  uneconique,seradoDcdelaforme: 

Ay^^  (1  4. «>)  x'—2cx  — (r"  —  c*)  =  0,      (3) 
A  étant  un  coefficient  à  détermiDcr. 

Pour  en  connaître  la  valeur,  amenons  la  bissectrice  de 
Tangle  mobile  à  coïncider  avec  Taxe  des^.  Dans  cette  posi- 
tion, il  est  aisé  de  vérifier  que  le  point  de  TmiTeloppe  est  sur 
Taxe  des  y,  ce  qui  s'accorde  avec  la  supposition  que  cette 
courbe  est  une  section  conique.  Mais  cette  induction  serait 
trompeuse,  c'est  ce  que  je  vais  faire  voir. 

La  yaleor  de  A  s'obtient  sans  difficulté.  On  trouve  par  un 
calcul  très-«imple  : 

c'a' 

et  en  nommant  &*  le  carré  du  demi-axe  parallèle  aux^,  on  a  : 

*•= ^-  (*) 


r'  —C 

D'un  autre  côté,  si  Ton  détermine  ^',  de  manière  que  la 
tangente  parallèle  à  l'axe  des  x  soit  sous^tendue  par  l'angle 
donné,  on  arrive  à  l'équation  : 

b'  (l+a')-6*[/-'  (1+«7-4cV]  +«'  (r'-c'=0,)     (5) 
i  laquelle  il  faut  que  la  valeur  (4)  de  b*  satisfasse ,  si  Venvc- 
loppeest  réellement  une  section  conique.  Or  la  substitution 
de  cette  valeur  conduit  à  l'équation  de  condition 

'^'^"-''^  1VT^='-         ''^ 

C'est  de  là  qu'on  tirera  toutes  les  solutions  de  la  question , 
le  calcnl  ayant  été  fait  d^  mam'ère  à  n'en  écarter  aucune. 

♦.  —  On  satisfait  à  Féquatton  d-dessns ,  V  en  posant  c=0. 
Alors  l'enveloppe  est  une  circonférence  de  cercle,  mais  aussi 


—  sos- 
ie sommet  [de  l'angle ,  d'après  le  deaiième  lemme  indiqué 
au  ooDunencement  de  cet  article ,  est  au  foyer  de  la  courbe 
donnée  ;  c'est  un  des  cas  traités  par  M.  Poncelet. 

2*  En  faisant  c*  =  r\  Le  sommet  de  l'angle  est  sur  la 
courbe,  c'est  encore  un  cas  déjà  connu. 

3^  a  =0  satisfait  à  la  question ,  c'est  évident,  car  cette  hy- 
pothèse rend  nul  l'angle  mobile ,  et  l'enveloppe  n'est  autre 
chose  que  la  courbe  proposée. 

4"*  En  égalant  à  zéro  le  facteur  1  —  a%  on  obtient  encore 
l'un  des  cas  traités  par  M,  Poncelet,  savoir  celui  où  Fangle 
est  droit.  L'enveloppe  est  une  circonférence,  ou  une  section 
conique  dans  le  cas  général. 

5.— Lorsque  la  section  conique  proposée  se  réduit  à  deux 
droites,  l'enveloppe  est,  comme  on  sait,  une  section  conique. 
Mais  alors  il  est  impossible  de  couper  le  cône  suivant  une 
direction ,  telle  que  la  section  se  projette  sur  la  base  suivant 
un  cercle.  Aossi  ce  cas  échappe-t*il  à  l'analyse  qui  précède , 
mais  on  a  des  démonstrations  directes  qui  ne  laissent  rien  à 
désirer  du  côté  de  la  simplicité. 

6. —  Ce  qui  vient  d'être  dit  suppose  une  restriction,  savoir  : 
que  le  point  6xe  est  dans  l'intérieur  de  la  circonférence. 
S'il  en  était  autrement,  la  courbe  pourrait  n'être  pas  fermée, 
et  la  question  est  de  savoir  si  elle  peut  être  une  parabole  ou 
une  hyperbole;  il  faudrait  pour  cela  qu'on  eût  1  -f  «*  =  0. 
Ce  qui  ne  saurait  être;  ou  A  <0  :  d'où  résulterait  pour  b* 
une  valeur  négative,  or  l'équation  finale  obtenue  ci-dessus 
est  indépendante  du  signe  de  b\  donc  elle  comprend  tous  les 
cas  sans  exception. 

7. —  La  conclusion  de  tout  ceci ,  c'est  que  les  cas  dans  les- 
qods  on  savait  jusqu'à  présent  que  la  corde  d'une  section 
conique ,  qui  est  vue  d'un  point  de  son  plan  sons  un  angle 
constant ,  enveloppe  nue  autre  section  conique,  sont  les  seuls 
possibles. 
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THÉORÈMES  ET  PROBLÈMES 

Sur  les  centres  des  coniquM. 

(V.p.2W.) 


XI.  Théorème.  Le  lieu  du  centre  d'une  conique  qui  passe 
par  quatre  points  donnés  est  une  conique. 

Démonstration.  Conservons  les  mêmes  données  et  la  même 
notation  du  problème  I  (p.  260)  et  soient  Jc^^y\  les  coor- 
données du  quatrième  point  D  ;  remplaçant  xe\  y  dans 
réquation  (1)  par  x'  et  y,  et  considérant  r,  u  comme  les 
coordonnées  courantes  du  centre ,  on  a  l'équation  du  liea 
cherdié  ;  ordonnant  par  rapport  à  ^  et  à  a,  il  vient  : 

2x'  [x'-p)  li'  -  kxyut  +  2y  [y'-  q)  C^  \ 

-\-UxX2py^qx'+pq)+ty(^x'^py^pq)—pqxy^=ii.] 

Il  est  facile  de  vérifier  que  la  courbe  passe  par  les  neuf 
points  suivants  :  savoir,  les  six  milieux  des  quatre  côtés  do 
quadrilatère  ABC  D  et  des  deux  diagonales  AD,  BC  et  par  les 
trois  points  d'intersection  des  côtés  opposés  AB,  CD  ;  AC,CD 
et  des  deux  diagonales  AD,  BC  et  c'est  ce  qu'on  peut  prévoir  à 
priori;  puisque  les  côtés  opposés  et  les  deux  diagonales soot 
trois  coniques  passant  par  les  quatre  points  donnés,  et  les  in- 
tersections respectives  sontles  centres  de  ces  coniques.  11  s'en- 
suit aussi  que  le  centre  de  la  conique  est  le  point  de  moyenne 
distance  des  quatre  sommets  A,  B,  C,  D  du  quadrilatère. 

Calculons  les  éléments  de  la  courbe.  On  a  sans  aucune  dif- 
ficulté :  /»  =  1  %xy  (py  +  qx' — pq)  ;  co  qui  détermine  l'es- 
pèce de  la  courbe  ;  si  le  point  D  est  dans  l'intérieur  du 
triangle  ABC  ou  dans  les  angles  opposés  à  A,  B,  C  ,  m  est 


—  305  - 

néjSUlJf  et  1^  lien  est  poe  islUpse  ;  ce  qni  est  d'^Ulear»  évident; 
car,  dans  ce  cas ,  on  ne  peut  faire  passer  une  jMiraboie  par 
les  quatre  points  ;  par  conséquent,  aucun  centre  ne  peut  être 
à  llnlni  j  dans  toute  autre  position  du  point  D ,  le  tieu  est 
une  hyperbole  et  ne  peut  jamais  être  une  parabole  ;  en  eflet 
pour  ^e  feu  ait  m=  O^  il  faut  que  D  se  trouve  aiir  l'un  des 
Uois  côtés  en  triangle  ABC  ;  alors  les  coniques  qui  passent 
far  les  quatre  poi«ls  se  rédriaent  à  ites  systèOMs  âé'ëroftes 

k  =  ^Jc'jrXf  +p)  (py  +  qx'^pq) , 
V^^a:y{y^q){py  +  qjo'^pq),' 
11  =  j>y[(2/>y-  qjcf+pq)  (^x'—py+pq)  ^pq^'q^l^i 

N  =  2[j:"+y— /ix'— ^y +.2jycos73,  (tome  I,  p.  489). 

Calcul  de  L ,  on  a  : 

R^mphiçavfC  ces  Mtres  par  le«rs  valeurs,  il  vient  ^-levtes 

reuuciioBs  Taries  * 

L=  ^y(py'-^qa^-pq)  {yCr'_y)[(j.'H-yr-2(y-+;,*)]+ 

+x'(j^-P)[(^''+py-^^2{y^-\:q^)]]. 

ObienHUifin.  Il.suflBt  que  Tun  des  quatre  facteurs  de  L  de- 
vienne nul,  pour  que  L  soit  zéro  ;  alors  le  centre  devient  une 
droHe  fm  Wen  le  fieu  est  impossible. 

Remarfiiel,  Soient O et «0^9es^;enlres dés ileur  cenfqttes 
circonscrites  au  quadrilatère  ABGD  ;  si  rontAmrchede  Meu 
ftemitrique  du  point  M  devenooRtaiD  ét-éoix  diamètres 
lOIlI,  (XM,!tds  que  lenss  enofug^Liê  respeetifsMÂeflit  fiarAl- 
lèles ,  on  trouve  facilement  que  ce  lieu  est  iwe  notm^w*  l^s 
«ilieoK  df»  fpialBe  cMèsiet  des  df»K  tlîagQaAiiiaiiii  iqiiMirila- 
4ère  Ba«l  éfidemmeat  ^ur  .cette  «Mique  j  nUe  ^  'omlmd 
doue  avec  la  ewMiae^  lieu  «des  œntrasg  nais  «lie  ti*eiale 
même  l<Mrsque  deux  points  d'intersection  des  deux  oosiques 
doaoé^^  00,  même  les  .quatre ,  deviennent  imagUiaices. 

Àim.Mll^THÉII.  IV.  2t 


Remarque  II.  La  direction  des  aies  principaux  est  donnée 
par  réquatiou  -. 

x'y  [x'  —p — q'  CO87]  +  ^y  W  i^'—p)  —y  {/-?)]+ 

+  /j:*[x'cos7  — y  +  j]=0,  (t.  I,p.496). 

Le  coeflScient  angulaire  des  asymptotes  =      ,     , ; 

c'est  aoasi  le  eoeSdeot  angoUre  des  deux  diamèlrea  des  deux 
paraboles  qui  passent  par  les  quatre  points  donnés 

XII.  Théorème.  A  un  quadrilatère  donné ,  on  ne  peut  cir- 
conscrire plus  de  huit  coniques  semblables  à  une. conique 
donnée ,  et  réciproquement  dans  une  conique  donnée  ^  on  ne 
peut  inscrire  plus  de  huit  quadrilatères  semblables  à  un 
quadrilatère  donné. 

Défmn$traiion.  Conservons  la  même  notation  que  dans  le 
théorème  précédent  :  l'équation  (S)  donne  une  relation  du 
second  degré  entre  les  coordonnées  l,  u  du  centre;  la  condi- 
tion de  similitude  donne  une  seconde  relation ,  entre  ces 
coordonnées ,  et  du  quatrième  degré,  savoir  : 

[/(2/-/^)+u(2u-î)  +  (2/— /^)(2«-9)C0S7r  = 
=  c[2tt-ç)  i^-p)  (2pu+Qqi^pq)],  (t.  I,  p.  495), 

OÙ  c  représente  une  constante  :  et  comme  les  deux  équa- 
tions sont  complètes,  rélimination  donne  une  équation  du 
huitième  degré. 

XIII.  Théorème,  Le  lieu  du  centre  d'une  conique  passant 
par  trois  points  donnés  et  touchant  une  droite  donnée,  est  du 
quatrième  degré. 

DémomtriUion.  Prenons  la  même  notation  qu'au  pro- 
blème 1  (p.  260)  et  soit  d[r+ex+/»  0,  Téquation  de  la 
droite  donnée  ;  l'équation  de  la  conique  passant  par  les  trois 
points  est 

yj^ha:y-\-Qx*^qy^Ç.px  =  0,  (p.  261), 


La  droite  devant  être  tangente,  l'on  a  : 
lif—  aden  +  fe'  +  m/'-\- %fdk+^ek  =  0 ,  (t.  II ,  p.  106), 
or 

l^^,  f=ep',  n=iCpq,  h  =  C(Gp'-Bpq  +  q'), 
B=l=^.     C=t.plll,     (p.  261). 

Remplaçant  les  lettres  /,  f,  m ,  B,  C  par  lears  valeurs,  oo 
obtient  une  équation  du  quatrième  degré  en  t  et  u. 

Xiy.  Théorème,  Le  lieu  du  eentre  d'une  conique  passant 
par  deux  points  donnés  et  touchant  une  droite  donnée  en  un 
point  donné,  est  une  coniqoe. 

Démonstration.  Conservons  même  notation  que  dans  le 
théorème  précédent  et  supposons  que  la  droite  donnée  passe 
par  l'origine  qui  est  alors  un  point  double  ou  de  contact  ; 
il  suffit  de  faire /ssO,  et  Ton  a  rc?'— 2rfei»  + /e' =  0 , 
ou  C'pd''-'2Cpqde'}- q\*  =:i  0,  d'oùCpd—qe  =  0  \  ou  bien 
pdu{2u  — q)  —  qet  (î/  — /?)  =  0  ;  équation  d'une  conique , 
passant  par  l'origine,  ce  qui  doit  être ,  puisque  les  axes  for- 
ment un  système  conique,  qui  satisfait  à  la  question  ;  donc 
l'origine  est  un  centre. 

XV.  Le  lieu  du  centre  d'une  conique  touchant  trots  droites 
données,  et  passant  par  un  point  donné,  est  une  parabole. 

Démonstration.  Mêmes  données  et  même  notation  qu'au 
problème  YII  (p.  264],  et  de  plus  x\y  coordonnées  du  point  ; 
il  suffit  de  considérer  dans  l'équation  que  donne  la  solution  de 
ce  problème,  i  et  u  comme  les  coordonnées  courantes  du 
centre,  et  de  remplacer  x  el^  par  jc'  et  y  j  le  lieu  cherché  a 
pour  équation  (//—  ox^+âa/iV-f  2/n>'+n"— 2/i'j^y=0i 
équation  d'une  parabole. 

XV] .  Le  lieu  du  centre  d'une  conique  touchant  quatre 
droites  données ,  est  une  droite. 
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Démon$CraU<m.  C'est  le  théorème  de  Mewton  ;  oit  en  a  déjà 
éoBÈé  une  détuoilêlpatioii  (to^  t.  It,  ^  106),  qnr^UMUoe^ 
tible  de  simplification  r  prenons  deux  de  ces  droites  pooraxei 
ctsoieal.  4r+«^+/*=^0j<x+«!ar-|-/'aÈ90,  les  égalions 
des  denx  ati(i!ii&  droites. 

On  a  donc  les  deux  relations 


Tt=:0,    1 


car 


t.  II,  p.  108), 


k' 


m 


ieXu  coordonnées  du  centre. 
Biiniînaiie  n\  il  Tient  : 

équation  d'une  droite  passant  par  les  trois  milieux  des  troif 
diagonales  du  quadrilatère  complet  ;  car,  ces  trois  droites 
représentant  trois  ellipses  satisfont  au  problème ,  et  leur» 
milieux  sont  des  centrer. 

XVlI.  Problême.  Une  conique  touchant  cinq  droites,  Iroa- 
Tcr  les  coordonnées  du  cenire  et  une  équation  de  cette 
eoniqae. 

SoltUian.  Conservons  mêmes  données  que  dans  le  théorème 
précédent,  et  soit  dy-^^'jc-^-f^^O  l'équation  de  la  cio- 
quième  tangente ,  on  a  alors 

^dd"{fe"  -/"«)  u  +  Q^"(/d"  -^f'd)  i  »  def^  —  4"<r  f 

on  a  donc  deux  équations  du  premier  degré  en  r  et  u  ;  on 
connaît  donc  les  coordonnées  du  Centre ,  ot  le  problènie  TII 
(p.  264J  donne  réquafîon  de  la  conique. 

Observation.  11  est  évident  qu'on  peut  trouver  le  centre  par 
une  construction  géométrique. 

XVI II.  Problème,  Une  conique  passant  par  cinq  poinl^ 
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ioùnèê ,  déiemieer  les  eoordosnéei  do  oiiilre  «l  uns  éf 
tfoD  de  hr  cMfbe.  ^ 

^oAilfon.  Coi»«rroii9  l«  noIiCioo  d»  théarèiM  XI  et 
È0mAj^\y*]e^QOO€donoéeAÛn  cin<|aièinepoiat;oatre  l'équa- 
tion (3)  entre  les  coordooaéesda  centre,  on  aura  une  seconde 
équation ,  entre  les  mêmes  inconnues,  en  changeant  j/  et  y 
en  x'^  ety'j  réMmination  de  u ,  donne  une  équation  en  t  du 
quatrième  degré ,  d*où  it  suffit  de  eonnatire  les  deux  pre- 
miers termes  M/^+Kf*-^etc. ,  et  ces  coefficients  sont 
connus  {voir  U  II,  p.  35);  la  somme  des  quatre  racines 

est  —  r^  ;  or  les  deux  lignes  représentées  par  ces  deux  équa- 

nom  oof  tnrts  p^inl»  en  cohouid  ,  sef  eir  r  lia  milieux  éê 
AB,  AC,  BG;réq«atioDeni  »  donc  trw  radnesé^ilea. 


p 
Tune  à  zéro  et  les  deux  autres  à  — :  la  somme  des  trots  racines 

eal  égale  à  p  ;  donc  la  qualriôme  racine  ou  Vabscisse  du 

centre  est  —  j^'-Pion  trouvera  par  des  considérations  sen- 

Uables,  l'ordonnée  du  centre^  connaissant  les  coordonnées  du 
centre,  le  problème  I  foit  connaître  Téqualion  de  la  courbe; 
pour  qu'elle  aoil  une  parabole  y  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait 
M  =  0  ;  on  saii  que  M  est  le  même  pour  l'équatioa  du  qua- 
iriètte  degré  soit  en  u  soit  en  i. 

Autreoient  :  prenons  l'équation  de  la  conique  passant  par 
trois  points  (prd)lème  1,  p.  261)  ;  remplaçant  xet^  successi- 
vement par  x',  y  et  x'\y;  on  obtient  doux  équations  du 
premier  degré  entre  B  et  G  ;  elles  donnent  : 

BP  =y'jc'(jL''^p)  (/'  -  cj}^yjc^'{x''^p)  (y  -^) , 
cp  «r  yy  [q  (a^  -  x')  +  xy  -  xy] , 

p  =ar^^'  [p{y'-y) +y^'-^yi  -, 

quantités  faciles  à  construire. 
L'équation  de  la  tangente  i  roriçine  est  qy-h  C/7jr=0f 


—  310  — 

d'aiUeurs  par  rhexagramme  de  Pascal,  on  peal  mener  par  les 
cinq  pointa,  Jes  cinq  tangentes  à  la  conique  non  déerite  ;  ci 
l'on  est  ainsi  ramené  an  problème  précédent.  Tm. 


GNOMONIQUE. 

Nouvelle  méthode  pour  tracer  les  cadram  êolaires 
horizontaux. 

VAA  K.  8.  &STS8QUB. 


On  trouve  dans  tous  les  traités  de  gnomonique  diverses 
méthodes  pour  tracer  les  cadrans  sdaires  horixontaux ,  mais 
ces  méthodes  exigent ,  on  des  opérations  graphiques  très- 
compliquées  ,  ou  que  Ton  trace  d'après  les  indications  don- 
nées par  le  calcul,  une  série  d'angles  en  degrés,  minutes,  etc., 
ce  qui  est  toujours  fort  minutieux ,  et  par  suite  souvent 
inexact. 

La  méthode  qae  nous  donnons  ici  nous  parait  exempte  de 
ces  inconvénients  et  ne  laisse  rien  à  désirer  sous  le  rapport 
de  l'exactitude ,  puisqu'elle  n'est,  comme  on  va  le  voir , 
qu'une  sorte  de  transformation  de  cette  formule  géniale 
bien  connue  des  astronomes  et  des  géomètres  : 

Le  sin  total  :  sin  de  la  latitude  ::  la  tangente  de  Tangle 
horaire  au  cadran  équinoxial  :  la  tangente  de  l'angle  ho- 
raire au  cadran  horizontal. 

AG  (fig,  24)  étant  la  méridienne  du  cadran  et  FCD  la 
ligne  de  6  heures,  on  a  cette  formule  qui  dispense  de  tracer 
las  angles  horaires  du  cadran  -. 

AB=AG  sin  latitude.  Tangente  angle  horaire  équinoxial. 

DE  =  eu .  r«"g«"g;>^  horaire  équinoxial  ^  ^^ 

sm  latitude 
ang.  hor.  équio.  X  coséc.  latitude. 
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H ,  aogle  horaire  aa  ctdran, 

O,  angle  horaire  à  Téquateur, 

L,l«  latilodc. 

La  formule  générale  rapportée  plus  haut  donne,  pont 

Tangle  horaire  au  cadran  horizontal  :  tang  H  =  sin  LtangO. 

AB 
Dans  le  triangle  rectangle  CâB,  on  a  — ;  =  taogH, 

AG 

AB  =  AC.  lang  H. 

En  sabatituant  dans  cette  équation  la  valeur  de  tang  H , 

donnée  par  la  formule  générale,  on  a  AB=AGsin LtangO. 

Enfin  dans  le  triangle  rectangle  GDE ,  on  a 

DE 

^  =  GOtangH,  DE  ==  CD.  ootang  H , 

cotangH=- 5=; 7?-:— r=^— r-7— =«>tOcoséc.  L. 

^'         tang  H    langOsmL       sinL 


LETTRE  DE  M.  GUILMIN. 

M.  le  rédacteur , 

Votre  dernier  numéro  contient  (p.  257)  une  lettre  qui  a 
dû  être  remarquée  pour  la  forme ,  si  ce  n'est  pour  le  fonds. 
Je  vous  serai  trés-obligé  d'insérer  une  dernière  réponse. 

Jl  m'a  semblé  que  M.  Catalan  démontrait  trop  longuement 
une  proposition  d'algèbre  élémentaire,  j'ai  cru  utile  aux 
élèves  d'en  indiquer  une  démonstration  plus  simple.  Gette 
démonstration,  M.  Gatalan  ne  Ta  pas  comprise  ;  œpendant, 
il  parait  l'avoir  étudiée  avec  tant  de  bonne  volonté,  que  je 
me  fais  un  plaisir  de  lui  venir  en  aide. 

Il  s'agit  de  cette  proposition  :  une  fraction  continue  pé- 
riodique a  +  7       I 

-rs-   ,    1 
c  4-  - 

'   fl-f-elc, 
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est  égale  à  Tuoe  des  racinefl  d'une  éqiiftiioii  4a  smod 
degré  à  GoefBcients  ralionneb. 

Soit  X  la  valeur  de  la  fractioo  continue  proposàe.  Pour 
étmoBÊmr  la  |m|K)6itlon,  on  écrh  : 

1 


X  =tf  + 


*  +  ^ 


4- 


1 


«-u- 


Cetle  éjgalitéest  rigoureusement  vraie  ;  c'est  ce  que  j'ai  voala 
démontrer.  Je  pose  s 

.1 

en  appelant^  la  «jobur  de  la  fraction  contione 

qni  commence  k  la  deaiième  période. 

Je  snppose  qn'ayant  formé  consécutivement  les  rédaitei 
de  j:  et  de  ^ ,  en  nombre  aussi  grand  que  Ton  voudra ,  on 
compare  deux  à  deux  les  réduites  de  même  rang  dans  les 
devx  caflculs  ;  on  les  trouvera  constamment  égales.  Une  de 

ces  réduites  7^  ^  diOTérera  de  jc  et  de^  y  dans  le  même  sens, 

d*une  quantité  moîndreque       ;  mais  —  peut  devenir  aussi 

petit  que  l'on  voudra  ;  donc  j:  et^  sont  égaux. 

J'ai  ensuite  démontré  tous  les  théorèmes  qu'avait  démon- 
trés M.  Catalan. 

Je  crains  d'avoir  répondu  trop  sérieusement  à  cette  lettre. 
Je  ne  dirai  rien  de  la  Onesse  des  plaisanteries ,  de  Turba- 
nité  du  style;  je  m'en  rapporte,  à  cet  égard,  au  jugement 
de  vos  lecteurs. 

Agréez ,  Monsieur  le  rédacteur,  Tassuranoe 
de  mes 'Sentiments  les  plus  dévoués. 

A.  Gdimtui. 


-  313  — 

SOLUTION  DU  PROBLÈME 

propoié  pour  la  composUion  du  concours  d* agrégation  m  1 843 

VAa  M.  A.  WÊEUkmiWLWmBM  , 

ProfeiM«r  au  collège  de  Nantes,  liceoeiè  ée  fcieneee  pliyfiqvet 
el  matbéniatiquei. 


Trouver t^oation  des  sarfaces  telles  que  si,  par  ao  point 
dooDé,  on  mène  une  perpendiculaire  au  plan  langent,  le 
rectang^le  construit  sur  cette  perpendiculaire  et  sur  la  portion 
de  la  normale  comprise  entre  le  point  de  contact  et  un  plan 
6xc  mené  par  le  point  donné,  soit  équivalent  au  carré  de  la 
distance  du  point  donné  au  point  de  contact. 

Solution,  Je  prends  le  point  fixe  pour  origine  des  coordon- 
nées, et  le  plan  fixe  pour  celui  des  XY,  et  oomme  les  équations 
du  plan  langent  et  de  la  normale  sont  : 

les  équations  de  la  perpendiculaire  atmissée  de  l'origine  sur 
le  plan  langent  seront  : 

jr'  =  -^pz', 
f  =  ^qz\ 

Le  carré  de  la  dislance  de  Tori^înc  au  plan  tangent  sera 
d'après  les  formules  connues  • 

(z      pjc^qy)' 


(2) 


(3) 


(^) 


^'. 


Le  carré  de  la  portion  de  la  normale  comprise  entre  le 
point  de  contact  cl  le  plan  des  XY  sera  . 

(5)  .î-=(1+;:M-7')-^'      • 

AlfN.   DE   UaTBAM.    IV. 


2â 
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et  le  carré  de  la  distance  de  l'origine  au  point  de  contact  sera  : 

(6)  r:"^^x*+y  +  z\ 

Mais ,  d'après  les  conditions  du  problème ,  on  doit  avoir  : 

(7)  ir  =  r"    nubien    S*S'*  =  r\ 

Substilmnl  dana  (7)  pour  9' ,  r*,  r*  leurs  valeurs  (♦) ,  (5)  et 
(6) ,  on  aura  • 

OU  bien  t'n  simpUfiaiit  : 

Extrayant  la  racine  carrée  des  deux  membres  on  trouve  . 

(z  ^px  —  qy)z^±:  (x*  +y  +  a')  ^ 
on  en  tire  -. 

pX'\'qy  =  %±i i— ; 

z 

et  en  réduisant  les  termes  du  deuxième  membre  au  inéoie 
dénominateur  : 

p^+qy= — ' — , 

équation  linéaire  aux  difiërences  partielles  et  du  premier 
ordre,  qui  se  partage  dans  les  deux  suivantes  : 

(8)  p^  +  qr^ ~,  ' 

Telles  sont  les  deux  équations  aux  différences  partielles 
qu'il  faudra  intégrer  pour  avoir  toutes  les  solutions  de  U 
question- 

Or  nous  savons,  par  la  théorie  des  équations  aux  diffé- 
rences partielles  linéaires  et  du  premier  ordre,  que  poor 


-  »&- 


dx       dy       du 


intégrer  Pp  +  Qq^=K,  il  faut  poser  "p"  ==  ^  =  ^ ^  <^« 

qui  doDDc  trois  équations  simaltanées  dont  l'une  est  mie 
conséquence  des  deul  astres  $  qu'on  intégre  ensuite  les  deux 
plus  simples,  ce  qui  donne  deux  intégrales  avec  defix  con- 
stantes arbitraires  ;  qu*on  regarde  ensuite  une  dé  ce9  con- 
stantes comme  une  fonction  arbitraire  de  Tautre,  remplaçant 
ensuite  dans  le  résultat  les'  constantes  par  lenrs  valeurs  en 
fonctions  des  variables  déduites  des  équations 'intégrales. 

Nous  allons  donc  appliquer  ce  procédé  aux  équations  (8) 
et  (9) 

Soit  d*abord  l'éqnallott  (S)  : 

(8)  P^  +  qy  = ^. 

D'après  la  méthode  nous  poserons  : 

dx       4y  ^^ 


Intégrant  la  première ,    . 

dx  __  dy 

^.'  "~  .r  ' 
on  a  : 

Ly  =  hcjc  ; 

d'où: 

(10)  y  =  cx. 

Intégrons  actuellement  la  deuxième 
dx  zdz 

après  avoir  mis  pour  >^  sa  valeur  [»^édente,  ce  qui  donne  : 
dx zdz 

d'où  on  (ire  : 


—  aie  — 

Intégrant 
00  bien  • 

el  d'après  la  valeur  ^  =  ex , 

(11)  jr'+j^'  +  z"'=C. 

Posant  G!  =  ?(c)  d'après  la  théorie,  et  remplaçant  c  et  C  par 
leors  yalears  tirées  des  équations  (10)  et  (11),  il  viendra  : 


(iâ) 


r'+r'+**=?(^). 


Telle  est  l'équation  de  la  première  famille  de  surfaces  sa- 
tisfaisant à  l'énoncé  de  la  question. 

Intégrons  actuellement  la  deuxième  équation  différentielle  : 

(9)  p^+qr  =  — ^  ^     > 
et  d'après  la  méthode,  posons  : 

dx      dy  zdz 

Intégrons  la  première  des  deux  équations  contenues  dans 
celle-ci  r 

Nous  avons  trouvé  tout  à  l'heure  pour  son  intégrale  : 

(10)  ^  =  cx. 
Intégrong  la  deuxième  : 

dx zdz 

après  y  avoir  mis  pour^  sa  valeur,  ce  qui  donne  : 

dx  zdz 

~x   "~  2z*  +  (l4-c')x'' 
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d'où  on  lire  : 

2«'rfa:  +  (1  +  c*)x*dx  =  zxdz. 

Poar  riDlégrer,  je  pose  z*^t,  d'où  xd*  =r  tdi.  SnbttilMiil 
j'ai: 


d'où  on  tire 


^idx  +  (1  +  c*)x^dx  =  -  xdt , 

22 


4 

dt tdx  =  ^{\'\'C)xdx, 

X 


ce  qui  est  une  équation  différentielle  linéaire  du  premier 
ordre  ayec  un  deuxième  membre  j  or  on  sait  qne  Fintégralc 
de  toute  équation  de  la  forme  : 

dy-^l^y£lx^(^dx 
est 

Appliquant  à  l'équation  différentielle  précédente,  on  a  : 

ou  bien  en  remarquant  que  l'on  a  par  l'intégration  : 

rintéprale  précédente  doTÎeni  t 

a*  =  a^  I    j  2(1  +  O '"''^J^+ C'  I  . 
Intégrant  une  seconde  f6is,  il  vient . 

.=^j_iL+iVaj.    y. 

ou  bien 

ou  encore  :  '  , 
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Remplaçant  ex  par  sa  raleor^, 

(13)  2»+y  +  jr'  =  jt*C. 

POMnt  C!=^(c)  et  remplaçant  C  et  C  par  leurs  yalairs  (f  0) 

et  (12),  on  a  : 

Telle  est  Téquation  de  la  deuxième  famille  de  surfaces  qu^ 
répondent  à  la  question. 

Y 

On  voit  facilement  qnc  puisque  ^  =  - ,  on  livrait  la 
mettre  sous  la  forme  :  -^ 

ji^+y+a^^y%{^^    ayant    ^gj=cV.(^). 

Cherchons  actuellement  le  mode  de  génération  le  plus 
simple  des  deux  familles  de  surfaces  représentées  par  les 
équations. 

Et  commençons  d'abord  par  l'équation 


(«2) 


-'+^^+*'-<0 


Posons  x'-fy  +  z' =6,  ^  =  aj:  et  ^  =  r (a) ,  et  l'équa- 
tion (12)  représentera  la  surface  engendrée  par  le  grand 
cercle  d'intersection  d'une  sphère  ayant  son  centre  à  l'origine 

et  pour  rayon  \/b  avec  un  plan  pettant  par  l'axe  des  s  et 
dont  la  trace  sur  le  plan  des  XY  aurait  pour  équation  x^=:ax  ^ 
ce  grand  cercle  s'appuyant  dans  chacune  ^e  ses  positions  sur 
une  certaine  courbe  directrice  dont  1^  équalions  jserriraient 
dans  chaque  cas  particulier  à  déterminer  la  fwmedela  fonc- 
tion (p  en  éliminant  x^  y^  z  entre  les  équations  de  cette 
courbe  et  celles  de  la  sphère  et  du  plan  en  question ,  puis- 
qu'on obtiendrait  ainsi  une  relation  déterminée  entre  a  et  b. 
Ainsi  los  surfaces  de  la  famille  représentée  par  réquatioa(l2}. 
peuvent  être  considérées  comme  étant  en{![endrées  par  un 


-  »19  ~ 

cercle  variable  de  rayoo,  ajant  son  ceotrc  fi&c,  lournaBl  au- 
tour d'an  ai6  paMaitt  par  o^  centre ,  et  s'appnyanl  conslam- 
menl  sor  une  courbe  donnée. 

Si  dans  réqoatîon  (i4)  précédente. 


(14)  x'+y+z» 


=^(f)' 


on  pose  X*  +^*  +  z"  =  ùjc* ,  ^  =  ajr,  on  arrivera  par  nn 
raisonnement  semblable  à  conclure  que  : 

Les  surfaces  de  la  famille  représentée  par  Téquation  (14) 
peuvent  être  engendrées  par  une  courbe  plane  du  quatrième 
degré,  dont  le  centre  est  fixe,  et  qui  tourne  autour  d*unc 
droite  passant  par  ce  centre,  et  s'appuyant  constamment  sur 
une  courbe  donnée. 

La  courbe  du  quatrième  degré,  qui  sert  de  généralrice,  a 
une  équation  de  la  forme 

(15)  a:'  +  a'  =  cx*. 
On  en  tire  pour  la  valeur  de  z  en  x  : 

(16)  a=5:±:jrV/c*j:'~l  =rit:jrV/(ca-^l)  {cx^i). 

D  après  Téquation  (15)  on  voit  qu'elle  a  son  centre  à  Fori- 
gine  :  ensuite  l'équation  (1 6)  montre  que  son  centre  est  un  point 
isolé  de  la  courbe,  puisque  pour  jr  =  0,  z  =  0  et  que  pour 

X  oomprk  eittre  ~  ei les  valeurs  de  z  sont  imaginaires. 

On  voit  aussi  que  les  sommets  sont  donnés  par  x=z-  et 

jr  = ,  de  façon  que  la  courbe  a  un  axe  dont  la  gran- 

2 
deur  est  -  =  2m ,  et  Téqualioft  de  la  courbe  a  la  forme 

c 

(17)  /n'(^' +  *•)  =  *', 


—  àSD  — 


oo  bica  : 

(18) 


■.Wx'~. 


Le  coefficient  angalaire  de  la  cour^  a  la  forme 


(19) 


et  le  coefficient  différentiel  de  celui-ci  est  : 
dx" 


m       -rz;  = 


m{a^  —  m*)\/jc*~m' 


Poar  x=:  m ,  (19)  derient  infini,  ce  qui  montre  que  la 
tangente  au  sommet  est  perpendiculaire  à  l'axe. 

Pour  j:  =00 ,  (1 9}  devient  encore  infini ,  ce  qui  montre  que 
la  dernière  direction  des  branches  de  la  courbe  est  perpendi- 
culaire à  Taxe;  d'ailleurs,  comme  pour  des  valeurs  croissantes 
de  X  depuis  m  jusqu'à  l'infini,  z  prend  des  valeurs  croissantes 
depuis  zéro  jusqu'à  l'infini ,  ainsi  que  l'indique  (18),  on  en 
conclut  que  la  courbe  a  des  branches  infinies  dont  la  dernière 
direction  à  une  distance  infinie  ^  l'axe  des  X  est  perpendi- 
culaire à  Taxe ,  ce  qui  montre  que  la  courbe  n*a  pas  d'asymp- 
totes. 

De  ce  que  pour  x  ^  /»  el  j:  =  oo  les  tangentes  sont  per- 
pendiculaires à  l'axe,  on  en  conclut  qu'entre  ces  deux  points 
il  y  a  une  inflexion  ;  pour  la  déterminer  il  Tant  égaler  (20) 
à  zéro,  ce  qui  ne  peut  se  faire  pour  d<'s  valeurs  finies  de  jt 
qu'en  égalant  le  numérateur  à  zéro  : 

Or  x=sO  donne  l'origine  ou  point  isolé  ou  conjugué,  le 
point  d'inflexion  est  donc  donné  par 

2a:'  —  3m'  =  0  ; 
d'où 

xV/2=m\/3       et      ^  =  2^2      z  =  ^- mVl. 
dx  2 


Donc  X  est  le  cMé  do  carré  doDt  la  diagonale  serait  le  côté  da 
triangle  éqnilatéral  inscrit  dans  on  cercle  de  rayon  égal  à  m. 

Il  sera  d'ailleors  facile  de  construire  géométriquaDent  au- 
tant de  points  qn'on  voudra  de  la  courbe  en  prenant  une 
quatrième  proportionnelle  au  demi-axe,  Tabscisse  et  le  côté 
du  triangle  rectangle  dont  ll^pothénose  est  l'abscisse  et 
ranCre  côté  de  Vangle  droit  le  demi-axe,  ce  qu'indique 
Téquation  (18).  On  trouvera  ainsi  que  la  courbe  a  à  peu  près 
la  forme  suivante  (/iy.  85). 

L'espèce  de  surface  donnée  par  Tune  des  équations  (là)  ou 
(14)  variera  selon  la  forme  de  la  directrice.  On  pourra  d'ail- 
lenra  prendre  pour  celle-ci  la  trace  que  la  surface  laisse 
sur  le  plan  des  XY. 

En  coupant  ces  surfaces  par  des  plans  parallèles  au  plan 
des  XY ,  on  aura  des  courbes  de  formes  trèa-variées. 

Bans  le  cas  particulier  où  la  directrice  de  la  surface  repré- 
sentée par  l'équation  (12)  est  un  cercle ,  la  surface  devient 
une  qibère  sur  laquelle  la  propriété  se  vérifie  immédiate- 
ment, vu  que  les  trois  longueurs  se  confondent  avec  le 
rayon  (14). 

En  éliminant  la  fonction  arbitraire  f  à  l'aide  de  la  méthode 
connue  d'élimination  des  fonctions  arbitraires,  l'équation  (IS) 
donnera  Téquation  (8)  et  l'équation  (14)  donnera  l'équation 
(9)  ;  ce  qui  doit  être. 

L'équation  (14) ,  dans  le  cas  où  la  directrice  est  un  cercle, 
donne  une  surface  de  révolution  autour  de  l'axe  des  z,  qui  n'a 
qu'une  nappe  d'après  la  forme  de  la  génératrice,  et  l'équation 
de  la  surface  devient  : 

,  ,     .  ,    ,      (^+r7 

r  représentant  le  rayon  du  cercle. 
Dans  ce  cas,  les  trois  distance 3  ^ ,  ^\  S"  sont  dans  la  section 


méridieDne ,  et  l'ou  vérifie  alors  fadleoieni  que  la  coodâtioi 
(7)  est  remplie  pour  la  courbe  représenlée  par  réquation  (18) 
en  rempteçaDi  le  plan  tangeot  à  la  surface  par  sa  traoe  sur  le 
plan  méridien  qui  devient  la  taogenle  à  la  courbe. 

On  conelut  facilement  de  ce  que  la  cooditiou  (7)  est  Téiifiéc 
pour  le  cercle  et  la  oourbe  représentée  par  Téquatioii  (18), 
qu'oUe  est  vérifiée  pour  les  deux  familles  de  surboes  piéeé- 
dMiment  indiquées  ;  car 

CT  {fig.  34)  étant  la  tangente  à  la  courbe;  OCc:^",; 
OP,  =s  S,  ;  ON,  as  **, ,  j«  dis  que  si  ou  a  I"*.  asr  ^,^, ,  la  même 
formule  aura  lieu  pour  un  plan  quelconque  meeé  par  U  lan- 
gente  GT.  fin  eflbt ,  soit  TAB  ce  j^au  ;  OP  r=:  ^  la  perpendi- 
culaire à  ce  plan ,  et  GN  la  partie  de  normale  terminée  ao 
plan  XY  ;  l'angle  POP,  sera  égal  à  l'angle  NCN, ,  puisque 
tous  deux  représeutent  les  angles  ô  qu'une  perpendiculaire 
au  pian  POP,  fait  avec  ZOX.  D'aîlieurs  angle  OPP.=r90». 

de  môme  angle  CN.N  =  90"  ;  donc  è=  rî  cos  e ,  o'  =  — '-  cC 

oos6 

^^i,^,z=z^"\Gequ'i[  MIait  prouver. 


THÉORÈMES  ET  PROBLÈMES 

Sur  les  foyers  et  centres  des  coniques  (*). 

(  V.  p.  S04. } 


XIX.  Problème.  Gonnaissant  trois  points  et  le  foyer  d'une 
conique  à  centre ,  trouver  une  équation  de  cette  courbe ,  et 
les  coordonnées  du  centre. 

Solution.  Soient  A,  B,  G,  F  les  trois  points  it  le  foyer 

(')  A  la  fin  de  cet  article,  on  donnera  les  solutions  Réométriques  de  Newton. 
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donnés  ;  prenons  ce  foyer  poor  origine  et  les  axes  rectangu- 
laires ;  soient  y,  xf;  y",  x";  y",  3^'  les  coordonnées  des 
points  A,  B,  C;  l'équation  cherchée  est 

(/+  X*)  (if+if- mt)z={k!y+kx      l)\  [V.  t.  Il ,  p.  427), 

à  laquelle  on  peat  donner  la  forme  j'+x'=(S^+Njr-(-P)'i 
faisons  y  +  a/'  =  X",  y"+  y"  =  r'",  y '"+  x»"=  r""  ;  en 
obtient  ces  trois  équations 

My'  +  Nx"-)-P  =  r", 
My"4-Nx"'+P  =  r", 

nous  supprimons  le  double  signe  de  r  qu'il  faut,  toujours 
supposer.  Les  formules  de  Cramer  donneront 

p  ^  w[yx"'-x"y"]+/^'[y'v-x"yo+i>'Vx"-x'y'] 

^  _  r'  [y"~j-"]  -I-  r"[y  -^y"i  -f  /^"  b"  -y] 
Q 

j^j  _  /^[x"-x"')-Hr"[jr"'  -x']  +  ;^"[x'-.x'] 

Q 

Q  =  ^'x"-^'x"'  -j-'v +y'x"' +y"x' — y"x". 

Observo/ton.  1*  y's^'—x'y",  est  le  double  de  l'aire  du 

triangle  FAB,etc.;  Q  est  le'double  de  l'aire  du  triangle  AliC 

.        .        ,  _      r.PBC  +  r'.FAC  +  /-'".FAB 

de  sor^  qu  on  a  P  = ! — — — ,  quantité 

facile  à  constraire,  ainsi  que  M  el  N. 
OhunoùJAim.  ^  L'équation  de  la  courbe  est 

/(1_M*)-.2MN:r;'+xXl-'N')-2PMx-2PNx-~P^=0.  (i) 

Les  fonctions  élémentaires  do  la  courbe  sont  (I.  I ,  p.  489) 

m  =  4(M'+N'— 1), 


^=  — 4PM, 

/t=-0, 
L  =  4F. 

ÂÎDsi  pour  que  la  courbe  soit  une  ellipse,  il  faut  qne  Ton 
nit  M  <  1  >  N  ;  pour  Fhyperbole  M*  +  N*>  1  ;  pour  II 
parabole  M'+N'=l. 

Observiition.  3**  Passons  aux  coordonnées  polaires,  soit 

x'  =  r'cosy,  y  =  r'sin V,  x"=  r"oo8f ,  y  =  /'siof , 
jt"'  =  r'"  cos<p'",  y"  =  r'"8înip'\ 
il  vient 
PQ  =  rW"  [sin  (y"  -  •"')  +  sin  W"-^')  +  sin  (^  -  f )], 

Q  =/^r"sin  (f-y")+rV"'sin(T"— ?  J+ry"sin(f-0, 
MQ  =  /^cos  <p'  [r'"-.r"]  +f^'cos  «p'^r'-r"']  H-r^'cGS  f"V-f^, 
iVQ  =  r'sin*?'  [/^'-/^'I  +  f^'sln  ?"[r  "— r']  +r'"sin  ?' V-'^* 

Si  Ton  prend  la  droite  r^  pour  axe  des  x ,  alors  f'=0;e( 
les  valeurs  de  M ,  N ,  P,  Q  sont  entièrement  déterminées  par 
les  côtés  et  les  diagonales ,  les  angles,  et  Taire  du  quadri- 
latère FABC. 

— -P 

ObservaHan.  4"  L'ordonnée  à  Voriginc  est  ,  l'équa- 

tion de  la  directrice  est  Mj^  +  Nx  +  P  =  0,  la  distance  de 
l'extrémité  de  l'ordonnée  à  l'origine,  à  la  directrice  est 

"~^  donc  V/M*  +  N*=-;c  est  l'excea- 

(Mzhl)  V^M»+N"  ^ 

tricité  et  a  le  -  axe  focal  ;  la  distance  du  foyer  à  la  directrice 

P  P  /l' 

est  ■ — ^  donc      _  =  —  i  de  là  P  =  a  ; 

c=  P  KSrTT',  -  =  Kl— M'— N%  6=1  petit  aie. 
(f^otr  Roguet,  t.  I ,  p.  137). 
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^'  '  ^'/  "T  ^f» 

ObfenfuiUm.  y  Ce  problème  est  trèft-imporUnt  en  Aslro- 
nomîe.  CoDDaissant  trois  observa tioos  d'une  planète,  rap- 
portée au  plan  de  ion  orbite,  on  peut  délernpoer  les  èftéments 
géométriques  de  Torbite.  {y&ir  Lentbéric,  Ann.  de  Gergofme^ 
t.  XVil ,  p.  366  ) 

XX.  Problème.  Connaissant  quatre  points  d'une  conique , 
trouver  le  lieu  des  foyers. 

SoluH&n.  Adoptons  les  mêmes  données  et  les  mêmes  not»- 
iioos  qu'an  problème  I  (p.  260)  )  et  supposons  qo^il  s'agisse 
de  l'équation  d'une  conique  passant  par  trois  points,  et  dont 
le  centre  a  pour  coordonnés  /,  k;  Téquatioii  (t)  (p.  261),  sera 
celle  de  la  courbe. 

Calculons  les  éléments  de  cette  courbe  ;  on  aura 

m  =  (2u  —  q)  (2/  —  ;?)  {pq  —  ^pu  —  ^t) , 

k=mt,  k'=mu,  1  =  q^C  (2e-  p)\  l'  =  pV(2ii—  q)\ 

n=rpqtui2t--p){^U-'q), 

L  =  m  (2/  —p)  (2tt  —q)  (pq  —  2pu  —  ^qt)  (pq  —pu  —  qt) , 

N  =  /  (2/— /?)  +  u  (2u  —  ^)  —  (2/—/?)  (2u  — ^r)  COS7  ; 

désignant  par  :i  et  ^  les  coordonnées  du  foyer,  on  aura 

2(A^C)(a  -/)(p-a)  +  (:*— 0*[B— 2Ccos7]  + 

+  {p-u)'(2AcoS7— B)=0  (t.  11,  p.  429). 

;n«[(P_tt)'C0S7+(a -/)(?—«)]  =2L(2CC087—B),  (2) 

K^t('2i—p),  B=  — (2a— .5r)(2/— /?),  C  =  a{2ii— ^r). 

Mais  la  conique  devant  passer  par  un  quatrième  point , 
ayant  pour  coordonné  x\  y,  on  a  encore  entre  u  et  / ,  cette 
équation 

^(2/— A?)y-(2tt  — ^;(2r— /i)j:y  +  tt(2u  — ^)j:'*— 
—  qt  (21  —p)y  —pu  [2u—q)  X  =  0. 


(1) 


(3) 


L'équalion  (i)  est  du  quatrième  degré,  Véquaiion  (â)  est 
du  hnitiéine  degré,  c(  Téquation  (3)  du  deuxième  degré  eo  « 
et  /  ;  éliminant  uei  t  entre  ces  équations,  on  parvient  à 
une  équation  Milre  «  el  ^ ,  qoi  pdot  monter  au  aoîMHite- 
qaatrième  degréet  oe  qui  n'a  rten  de  smrprenant  ;  car  cbaqae 
conique  ayanl  quatre  foyers  analytiques  <  t.  U^  p.  4â9), 
i'équAftîMi  finale  peut  renfermer  d^  fadeurs  de  degré  pur 
réel ,  correspondant  aux  foyers  imaginairea  ;  circonatance 
qui  rend  toujours  compliqua  las  solutions  vanalyllquea,  oa 
il  s'agit  de  déterminer  des  foyers  ;  tandis  que  le  oedtte ,  point 
uoique ,  donne  des  solulioas  simples  ;  il  en  e^t  de  naéins  pour 
le  foyer  daaa  la  parabole,  aî^ai  que  nous  le  verront ploa  loio. 

XXI.  Problèiiu.  Gonnaiasant  deux  points  d'une  conique, 
une  tangente  et  un  foyer,  tronyer  une  équation  de  cette  a>- 
nique. 

Solution.  Soient  x',  j^'jjtr",  y,  los^MOffdonoéeei  rectan- 
gulaires des  deux  points ,  et  le  foyer  à  l'origine  ;  et  soit 
€fy-\'ex-{'/'=  0 ,  l'équation  de  la  tangente ,  même  notation 
que  pour  le  problème  (XIX)  ;  on  a  ces  trois  équations 

P'(^+e')— 2P(rfM+eN)+r(M'+N'— 1)  =  0  (t.  Il,  p.  108). 

Éliminant  M  et  N  entre  ces  trois  équations,  on  arrive  à  une 
équatioq  du  second  degré  en  P;  il  y  a  donc  telles  données 
qui  peuvent  rendre  le  problème  impossible. 

XXII.  Problème.  Connaissant  (rois  points  d'une  conique, 
et  une  tangente,  trouver  le  lieu  des  foyers. 

Solution.  Même  notation  qu'au  problème  XX ,  et  soit  de 
plus  dy^ex-\-f=0  l'équation  delà  tangente,  nous  avons 
encore  les  mêmes  équations  (1)  et  (2)  ;   mais  l'équation  (Sj 
sera  remplacée  par  celle  ci  : 
l'cr^'2d€n+le'^mr+'2f{dk'  +  €lc)z=^0  (l.  II,  p.  108). 
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Celle  éqttftiîon  esl  du  quatrième  degré  en  a  el  /  ^  donc 
l'élimination  des  deas  TambleB  u  cat  e»tre  les  trois  TariaUes 
pcol  denoer  une  éqaaIioD  entre  «  et  p  du  « ^eS"  degré. 

XXIII.  Problème.  ConnaiasaQt  un  point  d'ope  conique, 
une  tangente  avec  le  point  de  contact  et  le  foyer,  trouver 
une  équation  de  cette  conique. 

SoluUon.  Soit  x\  y  les  coordonnées  rectangulaires  du 
point;  d(jr — j^"H-«(«^—  ^")  =  0,  l'équation  de  b  tangente 
y'eix*'  sont  les  coordonnées  du  point  de  contact;  l'origine 
est  au  foyer  ;  on  a  les  mêmes  équations  que  pour  le  pro- 
blème XXI  ;  dans  la  dernière  équation ,  il  faut  remplacer 
/par  —  dy  —  ejc", 

XXIY .  Problême.  Connaissant  deux  points  d'une  conique , 
UDC  tangente  avec  le  point  de  contact,  trouver  le  lieu  des 
foyers. 

SoluHon.  La  même  que  p(mr  le  problème  XXII  ;  il  faut 
remplacer  /par  —djr' — eac". 

XXV.  Problême.  Connaissant  un  point  d'une  conique,  deux 
tangentes  et  le  foyer,  trouver  une  équation  de  cette  conique. 

Solution.  Soient  dy  +  ^^  +/=  0 ,  d'x  +  ^x  +/'  =ï  0  , 
les  équations  des  tangentes  ;  axes  rectangulairea  ;  origine  au 
foyer ,  on  a  pour  déterminer  M,  N,  P  les  trois  équations 

M/-|-Na:'+P==r',  (1) 

Fc^f+e')  --2P/'(rfM+  «N)  +/•  (M'  +  N*-  1)  =  0 ,  (2) 
p  (rf"—  é^)  —  2P/'  (^f M  4-  e'N)  +/"  (M'+  N*—  1  )  =  0.  (3} 

On  parvient  par  élimination  à  une  équation  en  P  du  qua- 
Iriéme  degré. 

XXVI.  Problême,  Connaissant  deux  points  d'une  conique 
et  deux  tangentes ,  trouver  le  lieu  des  foyers. 

5*0/1111011.  On  obtient  la  solution  au  moyen  de  l'équation  (2) 
de  la  page  2t»3. 
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XXYII.  Problème.  Étaot  données  trois  tangentes  el  le 
foyer^  trouver  une  équation  de  celte  conique. 
Solutùm.  Axes  rectangulaires,  origine  au  foyer; 

dr+€x  +  f==0.  d!jr+e'x+f^O,  ^a:  +  e'>+r'  =  0; 

équations  des  trois  tangentes  »  aux  équations  (d)  et  (3)  da 
problème  XXV, il  faut  joindre  celle-ci 

et  on  parvient  à  une  équation  finale  en  P  du  haitième  dfgré. 

{La  mite  prœhainefmeni.) 


DE  LA  DIVISION  ABREGEE. 
»A&  M.  nmoK , 

docteur  es  sciences,  professeur  à  l'École  d'artillerie  el  au  collège  de  Stnsbour|. 


J'ai  prouvé  {Âritkm,,  2'  éd.  page  106  et  suiT.)«  qneU 
division  ordonnée  de  Fouribii  donne  le  quotient  à  une  unité 
près  (en  plus  ou  en  moins) ,  toutes  les  fois  que  le  diviseur 
désigné  n'est  pas  moindre  que  neuf  fois  le  nombre  des 
chiffres  du  quotient.  L'ouvrage  de  M.  Guy,  annoncé  dans  le 
cahier  d'avril  (p.  208),  m'a  Ci>n(iuit  à  réfléchir  sur  la  méthode 
abrégée  ancienne ,  et  j'ai  à  cet  égard  découvert  un  théorèoie 
que  voici. 

Si^  à  la  droite  du  diviseur  <m  supprime  successioemenl  un 
certain  nombre  de  chiffres ,  el  que  la  droite  du  dividende^  on 
supprime  d'un  f;ottp  le  même  nombre  de  chiffres ,  le  qtiotiei^ 
sera  exact  â  une  unité  prés  (en  plus  ou  en  moins) ,  toutes  Us 
fois  que  le  dernier  diviseur  ne  sera  pas  moindre  que  la  somme 


de9  aiftu  meeeaivmmi  mpprimés  tm  dw%$mr  toM.  Soit  D 
le  dinseor  total ,  d  son  idnAre  de  droite  ;  posons 

D     =D.iO  +  rf.,  \ 

p.     =  D.IO  +  <t  <  chifte  de  droite  de  D, ,     J 

ik-i  =  îhiO  +  di,  di,....  Di-„  / 

soit  Di  le  dernier  dirtêenr.  On  a 

D  =  lMa*  +  rf;:-ilO*-»  +  ... +rf.10 +rf.. 
Ce  qae  j'écrirai  sons  forme  plus  abrégée,  ainsi 

D  =  »jia<  +  (didi^i...  d^d;),        (2) 

didi^i.,.  étant  des  chiffres  écrits  dans  le  système  de  numé- 
ration. J'emploiaai  cette  manière  d'écrire,  en  y  ajoataiit 
les  parenthèses. 

Soit  G,  le  chi&e  que  fournit  an  quotient  le  diviseur  P„ 

Ç, D.. 

hi -  Dt. 

Les  produits  qoi  n'ont  pas  été  retranchés  du  dividende , 
sont  les  suivants  : 

Ceini  de  G,  par  d, ,  et  comme  G.  est  le  chiflirp  de  rang  i  \ 
au  quotient,  ce  produit  vaut  G,  x  <^,10<->, 

celai  de  C^  par  (rfX)  qoî  vaut  Ç.  X  (^.^J  tO*-», 

enGn  cdni  de  d  par  {didi^. . .  <^,),  valant  Q  x  {didi^i . .  .d^ù  - 

J'appelle  S  la  somme  de  ces  produits,  et  j'ai 
s==G.xrfja*-«4<J.x(<rfjia*-«+..-i^x(<i«*-i...rf.ij.W 

SoitR.  le  reste  fourni  par  le  diviseur  tronqué  D.,  reste 
qui  est  le  dividende  de  D,. 
Ki  le  reste  fourni  par  le  diviseur  D<  ; 
R«  suivi  des  chiflEres  négligés  au  dividende,  forme  le  reste 

Aiai.  M  Màntu.  IV.  ^ 
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total ,  qoe  je  nomme  R;  si  ai ,  ^i^i ,...  a,  sont  les  chiifrei 
en  question ,  on  a 

R  =  RjO<-h(a<ai»i...tfJ,  (4) 

et  R  -f  S  serait  le  reste  trouTé  par  la  méthode  rigoureose. 
Je  fais  provisoirement  abstraction  du  cas  siogalier  où  il 
se  tropve  un  dividende  >>  le  décuple  de  son  diviseur  :  ainsi 
R4  <t)»  et  R<Di  si  donc  S  est  aussi  <D,  le  quolienl 
sera  exact  à  une  unité  prés ,  en  plus  00  eMt  moins.  Mais  dans 
ce  cas ,  chaque  chiffire  du  quotient  est  au  jp|Qs  9,  donc  d'a- 
près (3)  ;  ', 

S  ^  9  [d,w-^  -h  (rf.rfj  ja*-*  +...+  (4£ii-i. ..  d)  ].    (5) 

Il  y  a  ici  un  chiffire  </.  à  chaque  rang,  depuis  le  premier  à 
droite  jusqu'au  rang  i^  ce  qui  fait  un  nombre  composé  de  / 
chiffires  d^  consécutifs;  ce  nombre  x  9 ,  donne  un  produit 
moindre  que  <f.tO^<. 

n  y  a  un  chiffre  </,  à  chaque  rang ,  depuis  le  second  à 
droite  jusqu'au  rang  i ,  en  multipliant  par  9 ,  on  a  donc  à 
fortiori  un  produit  <  if ^  10< . 

Enfin  le  chiffre  di  au  rang  i,  multiplié  par  9 ,  donne  un 
résultat  <  *ia*.  Donc  S<ia<[rfi+...+rfJ,  et  pour  que  S 


soit  <  D  qui      D{10< ,  il  sufBt  que 

D<^d4  +  ...+rf.,  c.q.f.d. 
Maison  ne  sait  si  R  — S  est  <0  ou  >0. 


(6) 


J'arrive  au  cas  où  il  y  a  un  dividende      ,  à  10  fois  son 

diviseur.  Soit  le.  diviseur  D».i  =  Df».IO-j-^«»^  son  reste 
peut  être  Dn.lO-i-^  —^9  tétant  au  moins  =1  ;  le  diviseur 
suivant  est  D» ,  et  par  suite ,  si  on  prend  pour  quotient  9 , 
le  reste  ^era  Dn+^  —  *  =  D^+i  .10+  ^^«+1+^  —^  5  celui 
qui  est  divisé  par  Dn+i  donne  pour  quotient  9,  et  pour  reste 
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^^1+  ^«Ht  +  ^*»  — ^'  continuant  aSnsi\  on  aura  Rt  =Dt-f- 

^^^di^t  +  .^.+dn-'k<Z2D,,  d'après  (6) .  Ainsi 

R  =  (Di+i4+...+  ^-^)10r+(a<.,.a,)<2D.    .   (7) 

Comme  d'ailleurs  S<D ,  le  quotient  est  approché  à  moins 
\e  deux  unités  près  ;  je  dis  qu'il  l'est  en  moins  ;  car  en  yertu 
le  ce  que  S  <  ia<  (*  + ...  +  <) . 
R  — S  >(Dt  —  £«»-i  — ...—  €;.— A)iO*-h(a<...tf.), 

tt comme  ^<£4,et  que  Di  ~  </»  +....  +  £4  +  ...  +  ^o 
l— S  est  >>  0.  Donc  il  s'ensuit  qu'en  admettant  pour  Cn , 
le  quotient  10,  ce  qui  augmentera  le  chiffre  précédent  d'une 
loité ,  et  faisant  Gi^.i  =...  =  €«  =  0 ,  on  a  encore  le  quo- 
tient à  une  unité  près ,  mais  on  ne  sait  s'il  est  en  plus  ou 
en  moins. 


QUESTIONS. 

l""  Une  parabole  assujettie  â  rester  constamment  tangente  d 
deux  droites  rectangulaires  fixes,  son  foyer  glissant  constam- 
ment sur  une  circonférence  dont  le  centre  est  d  Vintersêction 
des  deux  axes.  On  demande  le  lieu  des  sommets  ; 

î""  Une  droite  de  longueur  constante  glisse  sur  deux  axes 
rectangulaires.  Lieu  des  intersections  successives  de  cette  droite 
o!0€c  eUe-même^ 

3»  Un  cercle  roule  intér^rement  sur  une  circonférence  de 
rayon  quatre  fois  plus  grand.  Lieu  d'un  point  de  celle-ci. 

Prouver  que  ces  trois  lieux  sont  identiques. 


m.  aiSFAii, 

éléfe  de  l*École  normale. 


l""  Soit  F  [fig.  30) ,  le  foyer  dans  une  position  particulière 


i 
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('  )  P)  i  j'ab^îMe  sur  les  axes,  les  perpendiculaires  FG»  FB  et 
la  ligne  BC  sera  la  tangente  au  sommet  de  la  paratxde.  Li 
perpendiculaire  FO  abaissée  sor  cette  droite ,  donnera  k 
point  O  pour  le  sommet  ;  les  équations  de  GB  et  de  OF  sont 

(1)  (CB)         «r+pj?  =  «p. 

(2)  (FO)  gr-«x  =  p*-«% 

(3)  déplus  a«  +  P'  =  r^, 
r  est  le  rayon  du  cercle  donné. 

Des  deux  premières  on  tire 

donc  en  substituant  dans  l'équation  du  cercle,  il  Tient 

•  s  « 

j.^  +  x^  =  r% 
pour  le  lieu  cherché. 

2"  Soit  AB  (fiq.  31) ,  la  droite  de  longueur  constante  r, 
réquation  de  AB  est  ici 

(4)  0^+  px  =  a6. 

Si  la  droite  prend  une  position  un  peu  différente,  a  ptr 
exemple  s'accroît,  et  p  diminue  d'une  quantité  infiaiment 
petite ,  soient  da.  et  —  d^  ces  quantités ,  l'équation  de  la 
droite  devient 

(«+At)^  +  (P+rfp)x  =  («+At)(p+rfp), 

simplifiant  cette  équation  au  moyen  de  Téquation  (4) ,  et 
négligeant  l'infinîment  petit  du  second  ordre,  |*équation 
deyient 

d'où 

d^_^^y 


da 


X  —  a 


-  S3S  — 
on  a  d'aillenn 

qui  devient  aoMi 

(a+rf,r+(P+rfpr  =  /', 

Simplifiant  enoore  à  l'aide  de  Téquation  (5),  et  saf^rimant 
les  infiniment  petits  da  second  ordre  »  il  vient 

dS 
Eliminant  ^  entre  les  denx  dernières  équations,  il  vient, 

tonte  réduction  faite 

(6)  Rr—x  =  ?•-«-, 

et  il  ne  s'agit  plus  que  d'éliminer  «  et  p  entre  là  équa- 
tions (4) ,  (5)  et  (6),  qui  ne  sont  autres  que  les  équations  (i), 
(S)  et  (4) ,  et  qui  par  conséquent  donneront  le  même  lieu 

3*  Soit  OAB  ifig.  32}  un  cercle  ;  CYM  un  autre  tangent 
intérieurement,  et  de  rayon  quatre  fois  moindre;  soit  A 
l'origine  du  mouvement,  et  Y  le  point  du  lieu ,  on  aura  arc 
CY  =s  arcGA ,  donc  CDY  =  4œA . 

Menons  la  ligne  du  centre  OMDC ,  CY,  et  M  Y  perpendi- 
culaire, évidemment  sur  G  Y,  et  coupant  les  axes  en  Q  et 
en  P.  Le  triangle  CMY,  inscrit  dans  le  cercle  D  montre  que 

MD  =  DY  =  DC, 
donc 

CDY  «  2DMY, 
il  suit  de  là  que 

DMY  =r  2C0A  =  COA  +  MDY , 

donc 

MDY  =  COA, 

MO=MP; 
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mais  MO=rMC,        donc        MP  =  MC, 

et  le  triangle  CPO  est  rectangle. 

On  voit  aisément  qaeles  triangles  QPO  et  COP  sont  égaux, 
donc  la  Ggure  OGPQ  est  un  rectangle,  et  le  point  V  est  la 
projection  du  sommet  C  sur  la  diagonale  QP,  ce  qui  montre 
évidemment  que  ce  lieu  rentre  dans  le  premier.  Aiosî  les 
trois  lieux  n'en  font  qu'un  seul  dont  Téquation  est 
i        i       i 

Occupons-nous  maintenant  de  discuter  FéquatioD",  et  de 
construire  la  courbe  (fig.  33).  En  la  résolvant  par  rapport 
à  ^f  on  a 

La  courbe  est  donc  symétrique,  par  rapport  à  Taxe  des  7, 
on  voit  aussi  qu'elle  l'est  par  rapport  à  Taxe  des  x,  car 
l'équation  est  symétrique,  en  x  et  eux-  La  courbe  se  com- 
pose donc  de  quatre  parties  égales  dans  les  quatre  angles; 
pour  j:  =  0,      ^=r, 

à  mesure  que  jc  croit ,  y  décroît  sans  cesse ,  et  enfin 
pour  j:  =  r,      ^==0, 

si  on  prend  le  coefficient  angulaire 


tanga  =  —  y/?^. 


On  voit  qu*il  est  toujours  négatif,  nul  pour  ^==0,  infini 
pour  ^  =  r ,  donc  la  courbe  est  tangente  aux  axes  en  A  et 
en  B  ;  de  plus  il  n'y  a  pas  de  point  d'inflexion ,  car  à  partir 
de  x  =  r,  ^  =  0 ,  tang  a  croit  indéfiniment  depuis  0  jusqe'i 
—  00  ,  en  restant  sans  cesse  négative. 

Si  on  mène  la  bissectrice  OG  de  l'angle  des  axes,  il  est 
facile  de  voir  que  le  point  M  où  elle  rencontre  la  courbe  t 
est  le  milieu  du  rayon  OG. 


■y» -v^^  {*-*'). 
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L'éqmUoD  de  la  tangeote  est 

soit  fait^  =  0,  pour  avoir  la  distance  de  Torigine  au  pied 
de  la  tangente  sar  Taxe  des  x ,  on  a 

X  =  Jt' V''  +  ^'  =  ^^  ^r'  —  x^  4-  x*  =s  x'  ^  r* , 
donc 

on  aurait  de  même 

donc 

Ainsi  la  partie  de  la  tangente  comprise  entre  les  axes  est 
constamment  égale  an  rayon  da  œrde  circonscrit  comme 
nons  le  savions  déjà. 

La  yalenr  x*  =  i^x\  nous  montre  qne  cette  courbe  peut 
servir  â  résoudre  le  problème  des  deux  moyennes  propor- 
tionnelles, car  soient  les  proportions 
r\x\\x\u^ 

x\u  ::  u\  x\ 
on  en  tire 

ru  =  x%      II"  =  xj^r 
doù 

x'=:/^a:',     a5=x'V. 

On  voit  donc  que  x  se  trouve  ainsi  connu  ;  si  on  construit 
une  courbe  ayant  pour  génératrice  la  droite  r,  qu'on  lui 
mène  une  tangente  par  le  point  dont  l'abscisse  est  af,  la 
distance  comprise  entre  le  centre  et  le  pied  de  la  tangente  r 
snr  Taxe  des  x ,  sera  l'une  des  moyennes  proportionnelles 
Dès  lors  l'autre  peut  s'obtenir  très-aisément. 


Occopoos-Doos  de  la  rectificalkm;  oa  a 
mais  l'éqnalioa  donne 


donc 


mais 

dOQC 

doDC 


'^='•^^  +  0, 


*-3 


3r"^ 


A  =  — x'+C. 

Or  si  on  fait  x  =  0  l'intégrale  s'annote;  donc  la  constante 
est  nulle 


/■ 


*=ïlx*. 


S 

Si  m  veot  avoir  Tare  qui  est  le  quart  de  la  coarbe ,  et 
compris  eotre  les  limites  j:=:0,  x  =  r,  on  aora  poor 
|1n(égra1e  définie  entre  0  et  r, 


ï,^- 


a' 
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donc  la  longueur  du  périmètre  totale  sera  quadruple  ou  égale 
à  6  fois  le  rayon  du  cercle  proposé. 

Le  quart  de  circonférence  BGA  a  pour  mesure  -^ ,  et  celte 

3r 
quantité  est  plus  grande  que  •— ,  car  on  a  yt  >  3 ,  donc  Tare 

de  courbe  BMA  est  un  peu  moins  conyexe  que  celui  du 
cercle  BGA  (*). 


LIEU  DES  INTERSECTIONS  SUCCESSIVES 

de$  ellipses  ayant  un  diamètre  donné  de  grandeur  et  de  position 
et  son  conjugué  donné  de  grandeur  seulement. 


élére  en  spéciales. 


Soit  AB-=2a(fig,29)lc  diamètre  donné  de  grandeur  et 
de  position ,  COC'  =  2b  son  conjugué  dans  une  des  diverses 
positions  qu'il  peut  prendre.  Nous  choisirons  pour  axe  des  x 
le  diamètre  AB ,  et  pour  axe  des  ^  la  perpendiculaire  élevée 
au  point  O  à  ce  diamètre.  J)e  cette  manière  le  lieu  que  nous 
obtiendrons  devant  être  symétrique  par  rapport  aux  deux 
axes»  réquation  qui  le  représente  ne  contiendra  que  les 
puissances  paires  des  deux  variables. 

L'équation  de  l'ellipse  qui  passe  par  les  points  A,  B,  C,  C\ 
et  qui  a  le  point  O  pour  centre ,  est  de  la  forme  : 

(I)  Ar'  +  Rrr  +  Cr'-.1=0. 

Nous  allons  déterminer  les  coelBcients  A,  B ,  C  pour  une  po- 
sition particulière  du  diamètre  CC. 

C)  Voir  tome  I ,  page  365  et  tome  11 ,  page  342. 
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PosoDS  tangBOC=:m.  Soient  de  plus  x^y  les  coordonnées 
du  point  G. 
Si  dans  l'équation  (1  )  on  fait  ^  =  0 ,  j:  =  <x ,  on  obtient  : 


Ca«  — 1  =  0,        d'où 


«=^ 


Par  un  point  quelconque  K  de  CG  menons  une  parallèle  à 
AB,  en  désignant  par  I  et  H  les  points  où  cette  droite  ren- 
contre Tellipse,  on  aura  1K  =  KH.  L'équation  de  la  droite 
HIS  étant  de  la  forme  y  =  K^  si  dans  l'équation  de  reHipse 
nous  faisons  y  =  K,  l'équation 

Ak'  +  Bkx  +  Cx*  —  i  =0, 

donnera  les  abscisses  des  points  d'intersection  de  la  droite 

et  de  rellipse.  Les  coordonnées  du  point  K  satisfaisant  à 

k 
l'équation  ^  =  mx  de  la  droite  CG,  on  a  KS  =  — .  OrKSfôt 

m 

la  demi-somme  des  racines  de  l'équation  précédente  ;  donc 

k  Bk  ,  ^  ,        «  2 

—  =  —  -TTi  et  en  remplaçant  G  par  sa  yaleur,  B  =  — p-. 

/7i  2L  a/» 

En  faisant  y  =  mx  dans  l'équation  de  l'ellipse,  on  a  : 

i 


Am'  +  hm  +  C 


et    y= 


Am'  +  Bm+C 


Substituant  ces  valeurs  dans  la  relation  jr' 4*^*  =  ^%  P^'^ 
remplaçant  B  et  G  par  leurs  yalears,  on  tirera  la  Taleur  de  A  : 


A=: 


L'équation  de  Tellipse  devient  donc  î 

(2)    («y  +  Vx^  —  à^V)  m*  —  ^Vxym  +  (a'  +  h')f=  0. 

Si  actuellement  nous  donnons  à  l'angle  BOG  un  certain 
accroissement ,  la  tangente  de  cet  angle  aura  une  certaine 
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valeor  m+h^  et  FéqualiOD  de  rdlifise  dans  cette  BooYèlle 

position  sera  : 

(ay+  6*a:'—  a*b')  (m  +  h)*-^  Wxy{m  +  A)+(a'+  6 >» =0. 

Retranchant  de  cette  équation  Téqnation  (2),  on  a,  après 
ayoir  divisé  par  h  : 

(3)  {aY  +  Vx"  —  a*V)  {^m  \K)  —  fib'xy  =  0. 

Toas  ks  couples  de  valeurs  de  x  et  de  j^  qui  satisfont  à  la  fois 
à  Féqnation  (2)  et  (3)  donnent  les  coordonnées  des  points 
d'intersection  des  deux  dlipses. 
Si  Ton  snppose  A  =r  0 ,  l'éqaation  (3)  se  réduit  à 

(♦)      («y + ^*^' — ^'i*)  ^ — ^"^y = 0 , 

et  les  valeurs  de  j:  et  de^  qui  satisfont  aux  équations  (2)  et 
(4)  sont  les  coordonnées  des  points  d'intersection  des  deux 
ellipses  dans  deux  positions  consécutives  du  diamètre  CC'.  Si 
donc  entre  ces  deux  équations  on  élimine  m,  on  aura  l'équa- 
tion do  lieu  géométrique  cherché,  puisque  Téquation  résul- 
tante donnera  les  coordonnées  des  points  d*intersection  des 
deux  ellipses  dans  deux  positions  consécutives  quelconques 
du  conjugué  du  diamètre  AB. 
Effectuant  réiimination ,  on  a  : 

(a'+  6') y  +  b'a:'  —  b*  (û*  +  6*)  =  0  , 

équation  d'une  ellipse  dont  les  demi-axes  sont  b  et  V/«"+^'- 


DÉTERMINATION 
des  diviseurs  rationnels  du  second  degré. 


9AM,  M. 
professear  «a  eollége  BaiQt-LoQis. 


L'extrême  complication  des  calculs  nécessaires  pour  la 
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séparation  et  la  détermination  des  racines  inoommensonMei 
d'une  équation  d'un  degré  même  peu  élevé,  me  dispense  d'in- 
sister sur  les  avantages  que  peut  présenter  une  méthode 
d'abaissement.  Celle  que  je  me  propose  d'exposer  a  pour  bat 
la  recherche  des  diviseurs  rationnels  du  second  degré. 

Soit  Fx=0  une  équation  du  degré  m,  débarrassée  de  ses 
racines  commensurables ,  ramenée  à  la  forme 

j:-'+A.x*-'+A.^-^  +A|».ix  +  Ai»=0, 

et  dont  les  coefficients  sont  entiers,  les  diviseurs  rationneb 
du  second  degré  devront  avoir  leurs  coefficients  entiers  et 
seront  de  la  forme  x* — px — q. 
Le  quotient  du  polynôme  Fj:  par  a^^px-^q  sera  un 

polynôme  entier  y  si  on  représente  par  B.,  B. le  premier 

terme  de  chaque  reste  et  par  conséquent  les  coefficients  roc- 
cessifs  des  termes  du  quotient ,  à  partir  du  second,  on  aan 
les  relations  suivantes  : 

B.=/,  +  A., 

B.=pB.+  ^+A,, 

B,=/iB.+  çB.+  A,, 

B,==/7B,+  yB.+  A,, 

Bm-3  =pB»i-4  +  ^BfR-S  +  Am-S  ^ 
Bm-2  =pB«.3  +  îB«-4+  Am  -3- 

L'opération  présentera  un  reste  du  premier  degré  Bm-ix-f-B» 
qui,  devant  être  nul,  quel  que  soit  x,  donnera  les deox 
équations  : 

B,.-i  =  0,Bm  =  0, 

et  d'après  la  loi  de  formation  : 

Bin-i  =/^B|||-2  4-îBm-8  4"'A<»-l  =  0  , 
B,«  =  ^Bm-2  +  Am  =  0. 

On  peut,  qud  que  soit  le  degré  de  Téquation  donnée,  éli- 
miner les  coefficients  B.,  B.,  B„...  etc.,  cl  obtenir  les  valeurs 
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des  polyntaies  Bm-i  et  B»  en  foncliùn  des  quantllés  peiq. 
En  effet»  considérons  les  équations  : 

(t) 
(2) 
(3) 
W 


Bà-i=pB*-2+^Bj^.8+Ai^i 

B*-2==/^B*-3+^Bj^4+A*-2 
B*.|?:rpBiM+^BA.S+A4.9 

B*.4=^B*-5+îB*.«+AjM 


(A-l)   B*=/iB.+^+A' 
(A)     B.=ç+A. 


j7H3f"îH-î' 
p'^''^Cf^2,ip'"*q-^h-2,^p*^'q 


p^Ck^Uip'^q+Ch^Vip    Y-^^^h^     9 


k^fi/i» 


Multiplions  l'équation  (1)  par  1,  Téqualion  (2)  parp, 
réqnation  (3)  par  p''\-q,  Téqualion  (4)  pnr  p^-\-2pqr  et 
ainsi  de  suite.  La  loi  de  ces  facteurs  est  évidente  -,  si  on  re- 
présente par  ay  bj  c  trois  facteurs  consécutifs,  le  dernier 
c  =  /76  -)-  aq.  On  pourrait,  au  moyen  du  triangle  de  Pascal, 
former  ces  facteurs.  Le  premier  terme  de  chaque  facteur  a 
l'unité  pour  coefficients  les  co^JBcients  des  seconds  termes 
sont  la  suite  des  nombres  naturels ,  les  coelEcicnts  des  troi- 
sièmes termes  sont  les  nombres  figurés  du  second  ordre , 
ceux  des  quatrièmes  termes  sont  les  tiomt)rcs  ûgurésdu  troi- 
sième ordre  et  ainsi  de  suite.  £n  général ,  le  facteur  par 
lequel  on  devra  multiplier  Téquatioa  du  rang  K  sera   : 

/+  (*  -  i)^p'^  1-  ^*7^^  ^*  7  \p^*  +  ete 


ou 


dont  le  dernier  terme  sera  C^^  ^q*  si    k  est  pair,  et 


A-i 


Vi.  ik-ii'*'  ri*  est  impair 


Si  00  ajoute  toutes  ces  égalités  après  les  avoir  molUpUèet 

par  les  facteurs  correspondants,  les  coefficients  B,,  B, 

disparaîtront  et  on  aura  : 


1      A»  +  A*. 

j  +  Ajk-aj  +2A)k-j 

B»=j+AiM?'  +3A*.5 

l+AjM?'  +4A*-T 


-f-   3A*M9 
+  <OA».85'» 


p'+     A»., 
4-  4Ak.s9 
+  10Aii.,î* 


/^... 


+A,  jp^'+A.         lp»-'+A.;,*-+/'' 

Si  on  fait  A  =  m  —  1  et  qu'on  ordonne  par  rapport  aux 
puissances  décroissantes  de  /> ,  on  aura  : 


B«..= 


f»— +A./»— +  A.  1/»— +A. 

+(i»-2)g|         +(»,— 3)A^ 


.•-« 


+  A« 

+  (»»— 3)fm— 4)g' 


.+A«.. 
+  A«^.»î 
+  A«-,î* 


=( 


Si  on  fait  &  =  m  —  2  et  qu'on  ajoute  —  ,  on  aura 


^=/,-+A.p-'  +  A. 


+  (fn-3)j 


+  A..-4Î 


La  loi  de  formation  des  termes  de  ces  équations  est  facile  à 
reconnaître. 

Proposons-nous  maintenant  de  déterminer  les  valeurs  en- 
tières depeiq  qui  satisfont  aux  deux  équations  Bm-i  =  0^ 

Bm 

—  =0.  L'élimination  de  Tune  des  inconnues  conduirait  à 
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une  équation  finale  du  degré  '"^'"~    ,  et  exigerait  des  cal- 

culs  qui  seraient  bientôt  impraticables ,  si  le  degré  de  l'équa- 
tion était  nn  peu  élevé.  On  peut,  en  suiyant  une  méthode 
qui  préseote  une  très-grande  analogie  avec  celle  des  racines 
commensarables,  trouyer  immédiatement  les  solutions  en- 
tières de  j9  et  q. 
Je  remarque  que  les  valeurs  entières  de  f'  et  7^  qui  satis- 

font  aux  deux  équations  B».!  =  0 ,  — =  0  doivent  aussi  sa- 
tisfaire aux  équations 

0  =  yBm-2  +  Am 

Bm^2  =^Bm-S  •+•  964^4  +  Aj».2 

B.=pB,  +  gr  +  A. 
B.=p+A. 

dans  lesquelles  les  coefficients  B.,  B„  etc....  sont  assujettis  à 
être  entiers  ;  et  réciproquement  les  valeurs  entières  de/y  et  9 
qui  satisfont  à  ces  m  équations,  en  déterminant  pour  les 
coefficients  B,,  B, des  valeurs  entières,  satisfont  aux 

Bm 

équations  Bm-i  =  0  et  — =0,  et  par  conséquent  sont  les 

coefficients  d'un  diviseur  du  second  degré  du  premier  membre 
Fx  de  réquation  proposée. 
Si  on  connaissait  une  valeur  de  q^  en  la  substituant  dans  les 

Bm 

deux  équations  Bm.i  =  0 ,  —  =  0 ,  celle»-ci  deviendraient 

fonctions  de/»  seulement,  et  auraient  au  moins  une  racine 
entière  commune  :  donc  si  on  représente  par  G  et  H  les 
termes  indépendants  de  p  dans  ces  deux  équations,  les  valeurs 
entières  de  p  correspondantes  à  la  valeur  de  q  devraient  être 
des  diviseurs  communs  de  G  et  H. 
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De  plus  le  quotient  du  premier  membre  F(x) ,  parle  difi- 
seur  x*^px — q  devant  être  entier  pour  toute  yalear  en- 
tière donnée  à  x,  F(i)  devra  être  divisible  par  i^p-^q^ 
et  F(— l)parl+/?--y. 

Ainsi  on  posera  q  égal  à  un  diviseur  de  Am-i  ,  on  substi- 
tuera cette  valeur  dans  les  polynômes  G  et  H,' 

G  =  Am-i  +  Am^zq  +  Am-sq^^  etC. . . . 
H  =  Af»  +  Am.3  -j-  Am-iq  +  etc. . . . 

On  cherchera  les  diviseurs  communs  des  deux  nombres 
ainsi  obtenus.  Si  à  la  valeur  de  q  correspond  une  valeur 
entière  de  p^  p  devra  être  l'un  de  ces  diviseurs.  Les  vakon 
de  p  et  7  devront  encore  satisfaire  aux  deux  conditions 

^^- N,  /l^""*^   =  N',  N  et  N'  représentant  des 


\—p--q  \+p—q 

nombres  entiers.  On  substituera  les  valeurs  de  /»  et  9  qui 
auront  rempli  ces  conditions  dans  les  m  équations  ci-dessos 
qui  devront  être  vérifiées  et  donner  des  valeurs  entières  pour 

les  coefficients  B,,  B, 

Supposons  que  Ton  ait  trouvé  un  couple  de  valeurs  en- 
tières p  =  a,  7=;^,  c'est-à-dire  qu'on  ait  déterminé  un 
diviseur  x* —  9lx-^^.  Si  F,(j:)  est  le  quotient  de  F(j:)  pir 
x'—ax— p,on  aura  F,(x)=j:*-+B,x*^*+...+B»i-8x+B».i, 
dont  les  coefficients  sont  connus.  Si  Ton  procède  à  la  re- 
cherche d'un  nouveau  diviseur,  en  représentant  par  G„  C^ 
C,r  ••  les  premiers  termes  des  restes  de  la  division  de  F.  [x] 
par  x^^px-^q ,  on  aura  les  m —a  équations 

0  =  qCm^^  +  Bai.3» 

C111.5  =  /^C«.«+  9C111.T  -|-  Biii-5 , 

C,  =/>C,  +  ^  +  B,, 
C.=p+B, 
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Les  pdiyoûiiies  G,  et  H,,  indépendants  de  p  dans  les  d«ax 
équations  qui  résulteraient  de  rélimination  de  G,,  C,,  G, .... 
se  rormeront  de  G  et  H  en  remplaçant  dans  oeax-ci  km , 
Asi.i..M  par  Bm.3y  Bsi.s...,  ainsi 

G,  =  Bm-,  +  B«-5^  +  etc.... 
H,  =  B^+ B»».4  +  B,iM»^'+ elc  ... 
f 
De  réqnation  F [x)  =  (j:*  —  «jc—  p)  F,j:  ,  on  tire  en  fai- 

F(l) 

sanl  saccessiTement  X  =  1  et  x  =  — 1,  F,(l)  =  ; -, 

1  — «  —  p 

F(-l) 


F.(-l)=. 


Ainsi  on  anra  Immédiatement  les 


l  +  «-p- 

▼aleors  de  F(l)  et  F,(— 1)  :  à  chaque  opération  qui  fera 
connaître  un  diviseur  du  second  degré,  le  nombre  des  équa- 
tions de  condition  diminuera  de  deux  unités,  les  polynômes 
G.,  H.,  G.,  H,  se  réduiront ,  et  les  calculs  iront  en  se  simpli- 
fiant de  plus  en  plus. 

Pour  éviter  d'essayer  les  valeurs  />  =  1 ,  ;>  =  —  1 ,  avec 
chacune  des  valeurs  de  ^^  on  remarquera  que  si  dans  les 


équations 


F(l)      _^      F(~l)    _ 


i^p  —  q 


:N, 


i+p-q 


=  N',onfait/7=^ 


F(l)             F(— 1) 
on  obtient =  N ,  — ^ •=  N'  on  devra  donc  avec 

p=ij  essayer  seulement  les  valeurs  de  q  qui  satisfont  à  ces 
condiiions,  et  de  même  avec/'  =  —  1 ,  les  valeurs  de  q  qui 


:N'. 


F(1)  F( — 1) 

remplissent  les  conditions  - — ^  =  N , • 

)t  —  q  -q 

Poor  simplifier  les  calculs,  il  sera  bon  dans  la  pratique 
de  commencer  par  déterminer  les  systèmes  dans  lesquels/? 
et  q  sont  difiërents  de  dz  1 ,  ensuite  de  chercher  ceux  dans 
lesqoeb  ^  =  db  1 ,  et  enfin  on  procédera  à  la  recherche  de 
ceux  dans  lesquels  /?  =  ±:  1 . 


Arn.  bb  MathAm.  IV 


2i 
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ÂfpUeatùmde  la  méthode préeédenle. 
Soit  l'éqaation 
Fj:  r=  x«  —  SOr*  + 1 00x< -}- âSa:*  —  4iS6x*  ^  1440x>  + 
+  <75Jr' +  222x  —  40  =  0 , 

0  =?B,  — 40, 
0    =i>B.+çB,  +  2a2, 
a,-=/»B,+yB4  +  175, 
B.  =  /»B,  +  gB,-1440, 
B4  =  ?B,+îB.-46«, 
B,=^B.+jB.  +  2$, 

h,=p  —  aOi 
G  =  sas  — 1440;  4-'28;' —  aogS 

H  =  — — +175  — 466j  +  100y'-|-yS 

F(i)  =—1440, 
F(— 1)  =  980, 

q  doit  être  an  diràcor  de  40. 

i"  y  =  2, 

les  vatoin  particaliëres  de  6  et  H  aont  : 

G=— 2706,      Hr=  — 369, 

doot  les  diviseon  oommans  wnt  d:  8 ,  =b  41. 

Lesaolutioos  (^=2, />=3),  (^=2,;»=— 3),  satiafDiit 

Ffl\  F( 11 

seules  anx  oonditiODs  r — ^^i—  =  N ,  ~ — ii-  =  N',  il 
i—p-q  !+/»  —  ?  ' 

ooovieal  de  les  sobstitoer  dans  ks  éqmtiOM  (A). 

Ess^jons  d'abord  (9  =  3,  />  »  3).  On  ann  : 

B.  =  ao, 

Bi«-141, 

B4  s=  134 , 

B,  Tractionnaire. 
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Oûlie  ce  système  doit  être  rejeté.  H  en  («t  d4  même  do 
système  (y =2,  p=  —  S),  qui  donne  également  pour  B,  ane 
valenr  fractionnaire. 

2*  î  =  -2, 

les  valeurs  de  G  et  U  sont  : 

G=3S74,       H  =1519, 
diviseurs  communs  =fr  7. 
Le  système  (9=  —  2 ,  ^=7)  satisfait  seul  aux  doux  con- 
"W         „     £i_iL=^N'.   Substituant   ces 


ditions 


:N, 


<», 


i—p-q       "'   i+p-q 

valeurs  dans  les  équations  (A) ,  on  trouve 

B,=  — 20,  Br=*l,  B«=2*l,  B,=  103,  B,=  7,  B. 

donc  Fx  admet  le  diviseur  x'  —  7x  •+  â. 
Cherchons  les  autres  diviseurs,  on  aura  les  équations  de 

condition 

0=jC«— .20, 
0=pC,  +  qC,+  H, 
C,=  pC,  +  qC.-\-Q*i, 
C,=  pC.  +  qC.  +  i03, 
C.=^pC.  +  q  +  7, 
C.=p—i3, 
G,  =  41  +  103?  — 13?% 


B 


20 

H.  =--  +  241 +7?  +  ?-, 


F.  (1)  = 


1 


7  +  2-       -4-^*''' 


F.(-1)  = 


F(-1) 


980 
10 


'  «Po  ) 


1  +  7+2" 
et  q  doil  être  an  diviseur  de  B^  =  —  20. 

—  2  étant  un  diviseur  de  20 ,  on  posera  encore  q  s  —2, 
à  cette  valeur  ne  peut  répondre  d'après  ce  qui  précède  que 
P^T^  mm  on  s'assurera  facilement  que  ce  système  doit 


-8W- 
étre  rejeté,  car  F,(  —  I)  n'est  pas  divisible  par  i  —p-^q- 

G.  =  245,      H.  =280, 

doDt  les  dîTisears  commans  sont  zb  5 ,  zb  7. 
Le  système  (^==4,  p=  5)  est  le  seul  qai  remplisse  les 

cooditions  • 


F.(l) 


.  =  H^  //_  ^\  =  N';  mais  substilué 


dans  les  équations  (B),  il  donne  ponr  C,  une  valeur  frac- 
tionnaire. 

4«  ^  =  —  4, 

G,  =—579,      H,=  234, 
diviseurs  communs  zt.  3. 

Le  seul  système  qui  doive  être  essayé  est  (^=—4,  /is— 3); 
sabttitué  dana  les  équations  de  condition ,  on  trouve  les 
valeurs  entières  0^  =  —  5 ,  C,  =  14 ,  0,=  5t ,  C,=  —  16, 
donc  F^  admet  le  diviseur  x*  +  3a:  +  4. 

Cherchons  les  diviseurs  du  second  degré  du  quotient  On 
aura  de  même  : 

/   0  =^D.-5. 
\   0  =A^D.+  yD.+  14, 
j   I>.=/^D.  +  ç  +  51, 
[   D.  =  ;^~16, 

G.  =  14-16y,      H.=  --^  +  51+9, 

9 


F.{1)  = 


F.(1) 


.=  45,       F.(-«: 


F.(-l) 


1—3  +  4 


=  49, 


1+3+4 
d'ailleurs  g  doit  diviser  5. 

5"  ^  =  +  6, 

G,  =  —  66 ,      H,  =  +  55 , 

diviseurs  communs  di  11. 

Le  syslèmc(^  =  +  5,  /?=11)  satisrait  seul  aui  dcoi 


coDdilk»s-Ii^  =  N,  Jîi=Jl.==N',el  eo  soteti- 
l—p—çr  i+p  —  q 

tmnt  les  valears  de  ee  système  dans  les  équations  de  condi- 

tioo  (C),  on  obtient  D,  s=  i ,  D.  =  —  5  ;  done  F,  {x)  adiMt 

ledifisenrar*—  Hx  —  5,  et  le  quotient  est  x*— D,x+D,, 

(Hur*— &r4-l:  donc  le  premier  membre  de  Téquation 

proposée  est  égal  au  produit 

(x'-7x+2)(x'+3x+4)(x'— llj:-5)(a:'  — 5x+i). 

Stcamd  ex$mpU. 
Soit  réquation 

Fx  =  X»  —  I7x»+  93x'—  125x«  —  340x*  +  483x*  + 
+  I356x'  —  ISeTx"  +  500x—  44  :±:  0 , 

éqoations  de  condition  : 

0  =îB,--44, 
0  =pB,+îBI.+  500, 
B,  =pB.  +  çB,— 1567, 
B.=pB,  +  îB,+  1356, 
B,  =/^B,  +  9B,-f483, 
B,  =/^B,  +  çB. -340, 
B.  =pB.  +  yB. -125, 
B,  =pB.  +  ^-f  93, 
B.  =;^-17, 

G  =  500  -f  1356^  —  340^'  +  93^'  +  q\ 

H  =r  -  —  —1567  +  483^  —  125^"  -  ilqK 
9 

F(l)  =  340, 

F(-1)  =  —  2880, 
q  doit  être  un  diviseur  de  44. 

Soil  y  =  +  2, 

G=:26i2,      H=i259, 
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pas  de  diviseors  commaos. 

G  =  —  4300,      H=«— «8T5^, 
dviiBeai» coKimins  =b5,  ±:25. 

Le  seul  système  qui  satisfasse  aux  conditions  r —   ^  —W. 

F(— 1) 
-j— -=:N',  est(5r=:  — 2,  /? s=  4- 5)  :  en  le  substitnaot 

dans  les  équations  de  condition  (A)  ,  on  trouve  les  Taleon 
entières  B,  =  — 22,  Be=195,  B^s;?— 285,  B,=  — 132, 
B,=5*,  B.=  31 ,  B.  =  — 12.   Ainsi  Fx  es^ (UvMl^l^  gw 
*•  — 5j:  +  2. 
Nourelles  équi|tioii»,4^  condition  : 
/   0  =yC,— 22, 
0  =pC,+^C,+  195, 
C.=/^4  +  ^Cs-^285, 
B         /  C,=/K;  +  ^C.-132, 

C,=p-t2. 
G,  =  195  —  1329r  +  3iq'+  q\ 

i85  +  b*q—i2q\ 

F.(l)  =  — 170,       F,(-  1)  =  ~  360  , 
q  doit  diviser  22. 
Il  c(»iTient  d'essayer  encore  ^  =  —  2 ,  pour  cette  ? aleur 
G.=  575,      H,  =  —130, 
diviseurs  communs  do  5. 

Le  système  (y  =  —  2 ,  /?  =  +  5)  est  le  seul  qui  doive  être 
essayé,  car  Tautre  système  (^=^  —  2,/?=  —  5),a  d^ été 
rejeté  :  substitué  dans  les  équations  B ,  il  donne  les  valeurs 


■^  =  -7 
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eatUnt  (;»--H,  C4=7a,  C^^aS,  C.ae--^6,  €.«-7, 
donc  X*  —  5x  -f-  S ,  est  encore  dî  viseai^. 

NenireHes  éqvttlaai  de  cMdMoiis  : 
0=yD,— 11, 

D.=/^-^7, 

G.  =  70- 6^+ y', 

«t  ^  doit  être  un  divisenr  de  il. 

Soit  donc  ^  =r  4- n  , 

G.  =  125,      e.  =  — 40, 
dMstun  ommnM  dt  5i 

Les  âevoL  systèmes  (y  «=  4- 1 1 ,  p=S)  {q=+ii ,  ;>=— 5), 
doîfent  être  rejèlés. 

G.  =±=257,       H.  =  116, 

pis  de  diyisears  communs. 

11  faut  maintenant  essayer  les  systèmes  de  valeurs  dans 
lesquels  9  =db1. 

Pour  9=  1 ,  G.  =$5 ,  H,  =20,  diviseurs  communs  db3; 
les  valeurs  (9  =s  1 ,  j»  a  S) ,  {q  =f ,  p  =s  ^5),  satisfont aax 

coDdiittids  ^    ^"^^'^      =  If ,  /:^"^^^    =  N',  mais  substî- 
1— P-î  14-^  —  ^ 

toées  dans  les  équations  (C),elles  ne  les  vérifient  pas. 

Pour  jr= — 1,  G,=77,  H,=56,  diviseurs  communs  ±:  7. 
Le  système  (9  =  —  1 ,  p  =  —  7),  doit  être  rejeté ,  le  second 
(q=:  — l,p=7)  doit  êtr«essayéi  substituant  ces  valeurs  dep 
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et  q  dans  les  équations  (G),  elles  soDt  satisfaites  el  doonent  : 
D,=:  — 11,    D.=  -7,    D,  =  0. 
Donc  le  qaotient  de  F,(jr)  par  x'— 7a?+l  est  jt*— 7x— 11; 
ainsi  le  premier  membre  de  Téquation  proposée. 

Fa:  =  (j:*  —  Sx  +  2)"  (a?'  —  7x+  1)  (a:»  —  7x—  11). 

Je  me  propose  dans  un  numéro  prochain  d'étendre  la 
méthode  précédente  à  la  recherche  des  diviseurs  rationnels 
du  troisième  degnré. 

THÉORÈME 

mr  l»  polaires  des  courbée  ite  eecond  degré. 

»▲  A  A.  mBMton . 

Élére  externe  du  Collège  Louit-le^Grand. 


Sur  le  plan  d'une  ligne  du  second  or&re  on  donne  trois 
points,  non  en  ligne  droite  ;  on  construit  les  polaires  de  cha- 
cun de  ces  points  par  rapport  à  la  courbe  :  ces  polaires  to- 
meront  par  leurs  intersections  un  triangle  :  on  joint  chacun 
des  sommets  du  triangle  au  pôle  du  côté  opposé  ;  les  trois 
droites  ainsi  menées  se  coupent  en  un  même  point. 

Soient  A',  B\  G  (fig.  43)  les  trois  points  donnés  ;  BC ,  AC, 
AB,  leurs  polaires  :  il  faut  démontrer  que  A*A',  BB^,  CC 
passent  en  un  même  point. 

Soit  Ay  +  Err+Cr'  +  Dr  +  Er  +  F==0  Féquation 
de  hi  courbe^  rapportée  aux  axes  AB,  AG ,  les  deux  coor- 
données du  point  C  pôle  de  la  droite  dont  l'équation  est 

sont  : 

iPE  —  2BF 
~BE  — 2CD 
,.»       4CF-F 
*^  ""  BE  —  2CD 
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Les  deax  ooordoDoées  do  point  V  pMe  de  la  droite  dont 
l'équation  est 

aOQt  : 

i    „      DE  —  aBF 
'/   ""BD  — aAE 

Je  mène  maintenant  une  droite  aAitraire  BC  non  paral- 
lèle aux  axes  ;  Féqnation  de  cette  droite  sera  : 

y       X  h 

^  +  -  =  1,      oa     y^—^x-^b. 

oc  c 

Ainsi  on  aara ,  pour  déterminer  j/,  y  coordonnées  du  pôle 
de  la  droite ,  les  deux  équations 

By  +  2(lr^+E_6  Dy+Ex'  +  2F_ 

2Ay  +  BjE/  +  D"^ê     ®*     2Ar  +  Ba:'  +  D^         ' 

ou  bien 

(2A^  — Bc)y  +  (Bé— 2Cc):r:'  =  Ee  — D6, 
(2A6-f  D)y4-{B*  +  E)a:'=—D^  — 2F5 

d'où  l'on  tire  : 

,      (2AEA  +  DE  -  BD^  —  2BF)c  — (D*— 4AF)fe 
j:= 

A7  O. 

\    ,      (DE  — 2BF)A  — (E'-4CF  — 2CD6  +  BEA)c  ^^ 

fy= 1 

FiumioiM  les  équations  des  droites  GC,  AA',  BF,  nous 
anroos  : 

CC...(DE— 2BF)^+[F-*CF+i(BE— 2CD)]ar=6(DE-2BF), 
BB'...[D'-4AF+c(BD— 2AE)}^+(DE-2BF)j:=<?(DE-2BF), 

AA'...[(2AE6+DR-BD*-2BF)c— (D*— fcAF)*]j', 
— [(DE— 2BF)*-(E'— 40?— 2CD*+  BEfr)c]jŒ=0. 

O  Cm  eMidMniM  mdI  caieuMes  iTmétriqa«ia«nt ,  1.  Il ,  p.  M4,  XIX.   Tm. 


£o  DniUipliani  la  premiôre  équation,  pw  c,.I*89<NNMlepar 
bj  et  relranchaDt  la  seconde  de  la  première,  ott  Irooie  la 
Ircisième  :  donc  Tune  des  équationa  est  une  cooséqaeiioe  des 
deux  autres  ;  les  trois  équations  admettant  une  solation 
commmie ,  les  droites  qu'elles  représentent  se  ooupeot  an 
même  point. 

Remarque.  Ce  Ihéoftee  généralise  la  propriété  connue  du 
triangle  circonscrit  à  une  courbe  du  second  degré. 

JKaie.  Ce  théorème  eA  UDtcasr  particnUei  de  oet  autne  tUo- 
rème  énoncé  par  M.  Chastes  (Gocgow^*  t»f  XIX ,  p^  6^0  >  *-^ 
Si  par  rapport  à  une  même  surface  du  second  degré  on 
prend  les  pèles  des  trois  faces  d'un  angle  triédre,  les  plans 
conduits  par  ses  arêtes  et  les  pôles  des  faces  respectivement 
opposées  se  coupent  tous  trois  suivant  la  méme.droite. 

£u  combinant  le  théorème  de  M.  Descos  avec  la  théorie  des 
polaires  et  lliexagramme  de  Pantal  v  ost  conclut  que  le  sys- 
tème des  côtés  des  triangles  ABC ,  A'B'C'  se  coupant  en  neuf 
points  y  excluant  les  sommets  ;  les  trois  points  donnés  par 
les  intersections  des  côtés  AB,  A'B'  ;  AC,  A'C,  BC,  B'C  sont 
sur  une  même  droite,  et  les  six  autres  points  sur  une  même 
conique.  Tm. 


THÉORÈME 
fur  le  cercle  principal  de  Vellipse ,  V  hyperbole  et  la  parabole. 


FAa  M.  OB.  BM.  OASTXL, 

élève  do  collège  royal  de  VerMlIlet. 


Dans  Tellipse ,  le  cercle  décait  sur  un  rayon  voctaHr  quel- 
conque ,  comme  diamètre,  est  tangent  au  cercle  principal. 
Démonstration  géométrique.  Soiont  F,  F  (^.  36  )  les  deux 
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fofers  dei  l'ellipee;  neDons  unii:a)(QO.^eetott«  yideofelT. 
Si  noua  joignons  PT,  et  %^e  noq«  pcolMgloiis  cette  ligne  ; 
ffk'ea  T  nom  menioiis.  la  Ungenie  à  b  courbe ,  el  <|iie  da 
foyer  F  nous  abaissions  la  perpendiculaire  PB  ^ur  la  taOr 
^ente  ;  en  la  prolongeant  jusiQECà  la  rencontre  C  de  FT  ;  le 
triangle  TCF  sera  isocèle ,  à  cause  de  la  propriété  qu[fli  tai 
tangente  d'être  bissectrice  de  Tangk  FTG.  On  aura  donc 
F£  =  BG^  d'ailleurs  FOzsOF';  dooc  la  ligne  OB  est 
parallèle  k^  FG.  A  cause  de  ce  paraUélisnie,  on  a  donc 
FM:MT : :ÎpO:OF  ;  donc  FM = MT  ^  le  point  M  est  donc  I9 
milieu  du  rayon  secteur  FT ,  ce  sera  donc  le  centre  du  cercle 
décrit  sur  cette  droite  comme  diamètre.  D'un  autre  c6lé ,  !a 
ligne  OB  est  égale  au  demi-granjd  axe  de  l'ellipse  ;  le  point  B 
appartient  donc  au  cercle  principal  i  il  appartient  aussi  au 
cercle  décrit  sur  TF  comme  dfamètre  ;  puisque  l'angle  TBF 
est  droit.  D'ailleurs ,  il  est  situé  sur  la  ligne  des  centres  ;  là 
discanee  des.eentres  OM  est  égale  à  la  difiëremce  d<(ss  rayons  y 
doQcles  deux  cercles  sont  tangents.  G.  Q.  F.  D. 

Démonstra^om  ainalyiique.  Soient  j/,  y  les  coordonnées 
dn  point  T  ;  cherchons  réqoation  du  cercle  décrit  sur  TF 
comme  diamètre.  Gc  cercle  a  pour  centre  le  point  M  dont  les 

coordonnées  sont  •-  et  — ^— ,  c  étant  l'abscisse  du  foyer. 

O'aiDeurs ,  le  rayon  de  ce  cercle  est  MF  ;  son  carré  est  donc 

égalà^+  — i »  on  ^  ^onc  pour  Téqnation  de  ce 

cercle  : 


hiM-m'='r+ 


y+x'-yy-x{x'-\-c)-{-cx'=0.  (1) 
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Combinons  celte  équation  avec  x*-{-ys5a'  (3),a6n  d'avoir 
FintersecUon  du  cercle  qo'eile  représente  avec  le  cercle 
principal  ;  reiranchona  les  deux  équations  Tune  de  Taulre,  il 
▼ient  : 

>y  +  j:  (j/  +  e)  —  cjc'  =s  a*  ; 
d'oà  Ton  tire  : 

, (C  '\-CX*  —  X  {x'  -f-  c) 

^^  ?  ' 

et  en  portant  cette  valeur  dans  Téquation  (2) ,  on  aura ,  pour 
l'équation  que  donnent  les  x  d'intersection  : 

^  ,   {a'  +  cx'r+x'(x'+€r—2x(x^^e){a''^cxf) 

^V*+('^'+^)*]--2j:(c+x')(a*+ca:')+(a*+ca/)*— ay"==0(3). 

fixaminous  l'expression  du  binôme  fi*— 4AG  -,  nousaurons 
pour  ce  binôme  ; 

(c  +  x^ria'+cx'y  -  [y  +  (c  +  x)^  [  (a*  +  ex')' ^y] 
ou 

ou 

y  («y  +  «V*  +  aV  -  a'  -  cV) ,  (4) 

y^ay^+b^x'^  —  a'b^),  (5) 

quantité  qui  est  nulle ,  puisque  le  point  j:',  y  se  trouve  sur 
reliîpse.  Le  premier  membre  de  l'équation  (3)  est  donc  od 
carré  parfait  ;  les  deux  racines  sont  donc  égales ,  et  par  con- 
séquent les  deux  cercles  sont  tangents.  G.  Q.  F.  D. 

Scolie.  Remarquons  que  pour  passer  de  l'ellipse  au  cas 
de  l'hyperbole ,  on  aurait  absolument  les  mêmes  calculs  à 
faire;  seulement  c*  ne  serait  pins  a'  —  6%  mais  a*  +  yi 
en  remplaçant  c*  par  celte  yaleur  dans  le  polynôme  (4) ,  on 

obtient  : 

y'(ay*  —  b'x''—a'b'), 

La  quantité  entre  parenthèses  n'est  autre  chose  que  l'équa- 
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lion  de  l'hyperbole  ayanl  a  et  b  pour  axes ,  dans  laqoeUe  x 
et  jr  oDi  été  remplacés  par  a/  et  y.  Si  donc  on  suppose  que 
le  point  af^y  appartient  à  Thyperbole,  cette  quantité  sera 
nulle.  L'équation  (33  aura  donc  aussi  ses  racines  égales  dans 
le  cas  de  Ihyperbole ,  et  par  conséquent  le  cercle  construit 
sur  le  rayon  yecleur  du  point»  est  encore  tangent  au  cercle 
qui  a  Torigine  pour  centre ,  et  pour  rayon  le  demi*axe  a. 

Ccrollaire.  Soit  F,  F  {fig.  37)  les  deux  foyers,  T  un  point 
de  Tellipse  ;  menons  les  deux  rayons  vecteurs  FT,  FT  ;  et 
sur  ces  deux  rayons  yecteurs ,  comme  diamètres ,  décrivons 
deux  cercles  qui  serpnt  tangents  au  cercle  principal  en  C  et 
en  E.  Aux  pointsEetG  menons  les  tangentes  BD,  DC  au  cercle 
principal ,  et  joignons  le  point  D,  on  ces  tangentes  se  rencon- 
trent, au  point  T.  La  ligne  DT  prolongée  devra  passer  par 
le  deuxième  point  d'intersection  K  des  deux  cercles  •.  mais 
Tangle  TRF  est  un  angle  droit  ;  donc  la  ligne  DT  est  perpen- 
diculaire sur  Taxe  des  jc. 

On  peut  remarquer  aussi  que  les  trois  points  E,  T,  C, 
c'est-À-dire  le  point  de  la  courbe  et  les  points  de  contaet  du 
cercle  principal  avec  les  cercles  décrits  sur  les  deux  rayons 
yecteurs  de  ce  point ,  comme  diamètres ,  sont  en  ligne  droite. 

En  effet,  les  perpendiculaires  abaissées  des  foyers  sur  la 
tangente  à  la  courbe,  ont  leurs  pieds  sur  le  cercle  principal; 
ces  piedsdoivent  aussi  se  trouver  sur  les  cerdesqni  ont  pour 
diamètres  les  deux  rayons  vecteurs  du  point  T  ^  ils  se  trou- 
vent donc  à  la  rencontre  de  ces  cercleis  avec  le  cercle  prin- 
cipal. Réciproquement  iea  points  de  rencontre  sont  les  pieds 
des  perpendiculaires  abaissées  des  foyers  sur  la  tangente  au 
point  T  ;  ils  se  trouvent  donc  sur  cette  tangente  y  par  cons^ 
quent  ces  points  de  rencontre  et  le  point  T  sont  en  ligne 
droiie. 

Hjfperbole,  Nous  avons  étendu  à  Tbyperbole  la  démons- 
Iralion  analytique  que  nous  avions  donnée  pour  Tellipse.  On 
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|mM  «Mii  donner  pour  celte  ooarbb  une  démonstratfoii 
féométrique. 

Menons  to  deux  rayons  vDcteftrs  FT,  VT  (fig  98)  d'an 
ttême  iKtol ,  et  m  ce  point  menons  la  tangente  k  la  courbe. 
Elle  coupera  en  dett  parties  égales  l'angle  des  deux  rayons 
i^ecteors.  Si  Ame  nons  abaiasons  dn  fojer  F  une  perpendi- 
culaire sur  cette  tangente ,  en  la  prolongeant  jusqu'à  la  ren- 
contre de  PT,  nons  aurons  PBstfiC.  O^ainenrs,  0P=:OF'; 
donc  la  ligne  OB  est  parallèle  à  PT  ;  elle  divisera  donc  aussi 
en  deux  parties  égales  le  rayon  recteur  FT  ;  le  point  M  où 
die  rencontre  le  rayon  f  ectenr  est  donc  le  cetitrr  do  cercle 
décrit  sur  ce  rayon  comme  diamètre.  Ce  cercle  passera  en  B. 
Comme  OB  est  égal  k  la  moitié  de  FC ,  c'est-à-dire  à  ^ ,  le 
cercle  principal  passera  aussi  en  B.  La  distance  des  centres 
de  ces  deux  cercles  est  OM ,  les  deux  rayons  OB  et  BM  ;  la 
la  distance  des  centres  est  donc  égale  à  la  siMnme  d^s  ray«ns  ; 
donc  les  deux  cercles  sont  tangents.  C.  Q.  F.  D. 

On  peut  faire  ici  la  même  nr^marquc  que  sur  rdlipse.  Les 
tangentes  an  cercle  principal,  menées  aux  points'de  rencontre 
de  ce  cercle  avec  les  deux  autres ,  se  coupent  en  un  point  qui 
est  situé  sur  l'ordonnée  du  point  T  prolongée. 

De  pins  ^  les  points  de  contact  des  cercles  se  trouvent  sur 
la  tangente  au  point  T. 

Parabole.  Enfin  le  même  théorème  s'étend  aussi  à  la  para- 
bole. Mais  alors  le  rayon  du  cercle  principal  est  devenu  in- 
fini \  la  circonférence  de  ce  cercle  s'est  transformée  en  une 
tangente  à  la  courbe,  au  point  où  Taxe  la  coupe.  Si  l'on  prend 
cette  tangente  pour  axe  des  y ,  on  pourra  dire  encore  !  que 
le  cercle  décrit  sur  un  rayon  vecteur  quelconque ,  comme 
diamètre ,  est  tangent  à  l'axe  des^. 

ZMmonsIra/tofi  géwnétrique.  On  sait  que  le  pied  de  la  per  - 
pendicnlaire,  abaissée  du  foyer  sur  la  tangente,  se  trouve 
sur  l'axe  des  y.  Soit  donc  {fig.  39)  B  le  point  où  la  tangente 
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en  iM  point  qu^lcon  que  T  coupe  l'axe  des  y  ;  le  cerde  d^ 
cri!  sar  le  rayon  yeetear  FT,  comme  diamètre ,  passera  par 
le  point  B.  D'afllenrs ,  on  sait  que  la  hauteur  AB  est  égale  à 
h  deroî-crdonnèe  du  point  T  ;  si  donc  par  le  point  B  on 
mèneune  perpendiculaire  à  Taxe  des^»  elle  ira  passer  par  le 
milieu  N  de  l'ordonnée  TK  ;  par  suite  par  le  milieu  du  rayon 
yeeteur  TF,  c'est-à-dire  par  le  centre  du  cercle.  Donc  réci- 
proquement le  rayon  MB  est  perpendiculinre  sur  Taxe  des^  ; 
donc  le  cercle  est  tangent  à  cet  axe.  G.  Q.  F.  D. 
DémomêraHan  analytiqiie.  Soit 

réquation  delà  parabole.  Menons  le  rayon  vecteur  d'un  point 
y,  y,  et  cherchons  l'équation  du  cercle  décrit  sur  ce  rayon 
vecteur  comme  diamètre,  (je  centre  a  pour  centre  un  point 

y    ^    p 

dont  les  coordonnées  sont  ^  ^^  tt  +  t  î   '^  carré   de  son 

^  Ss  ^ 

rayon  est  "^  -f  (—  —  j)  ;  son  équation  sera  donc  • 


hihi^-'^M 


+ 
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on  en  développant,  et  faisant  x  =  0 ,  afin  d'avoir  l'inlersec- 
(ion  do  cercle  avec  l'axe  des^ , 


y—xy+ 


p^ 


Or  on  a  y*  =  2px'  j  A'oikpx'  ='^»  l'équation  devient  donc  - 

Le  premier  nombre  est  un  carré  ;  les  racines  sont  donc 
égales  ;  donc  le  cercle  est  tangent  à  Taxe  des^.  G.  Q.  F.  D. 

Not$.  Soit  O  l'origine  des  coordonnées  rectangulaires  d'une 
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courbe  algébrique  plane,  et  M  l'un  des  pointa  de  celte  oourbe , 
quelle  est  reoveloppe  du  cercle  décrit  sur  OM  comnaie  dia- 
mètre? L'intersection  de  ce  cercle  avec  la  tangente  ea  M  est 
évidenunent  le  point  de  contact  du  cercle  avec  son  enveloppe. 
Car  le  point  infininiént  voisin  de  M  est  encore  sur  la  tan- 
gente ;  ainsi  Tenveloppe  cherchée  est  donc  aussi  le  lieu  des 
pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  l'origine  sur  les  tan- 
gentes. Or,  dans  le  théorème  ci-dessus,  on  sait  que  leliea  est 
le  cercle  décrit  sur  Taxe  focal  conune  diamètre  ;  donc ,  etc. 
(voir  t.  II,  p.  436).  Tm. 


RÉDUIRE  A  L'HORIZON  L'ANGLE  DE  DEUX  DROITES. 

9ASL  M.  A    SVBSS, 

profetiear  eu  ooU^e  royal  d'A]ig«rB. 


Pour  abréger,  désignons  par  Y  et  H  les  plans  de  projection. 

I*'  Cas.  Aucune  des  deux  droites  n'est  horizontale. 

Soient  AB ,  AC  (  fig.  40  ) ,  ces  deux  droites  qui  se  coupent 
au  point  A ,  et  qui  percent  H  respectivement  en  B  et  en  G  ; 
prenons  pour  V  le  plan  vertical  qui  contient  l'une  des  deux 
droites,  AB  par  exemple  ^  en  sorte  que  zy  {fig.  i) ,  étant 
la  ligne  de  terre,  et  Aa  étant  la  verticale  du  point  A  ,  la 
droite  AB  fait  en  A  avec  Ax  l'angle  BAs ,  un  des  angles 
donnés  ;  la  projection  de  AB  est  xy,  il  s'agit  de  trouver  la 
projection  de  AC  ;  ce  qui  se  réduit  à  trouver  le  point  G  où 
cette  droite  vient  percer  H ,  puisqu'alors  aC  sera  cette  pro- 
jection et  BjC  sera  l'angle  demandé. 

Concevons  que  le  plan  vertical  qui  contient  AC  tourne 
autour  de  Aa  comme  axe  pour  venir  s'appliquer  sur  Y  ;  AC 
viendra  se  placer  en  AC,  qui  fait  Tangle  C'A«,  un  des  angles 


-  361  - 

doonéft,  61  le  pôkiC  C  dans  ce  mouyernent  n'élant  pas  sorti 
de  H,  qoi  est  perpendiculaire  à  Taxe  de  rotation  A^x  sera 
rton  se  placer  en  C\  intersection  de  AG  avec  x^,  après 
avoir  décrit  dans  H  ane  circonférence  dont  le  centre  est  «  et 
le  rayon  aCf  ;  réciproquement  le  point  C  rétabli  dans  sa  vé- 
riCaUe  position  se  troavera  donc  en  quelque  point  de  cette 
circonférence. 

Un  second  rabattement  de  \C  va  nous  donner  un  second 
lieu  du  point  G. 

Qu'on  fasse  tonmer  le  plan  même  des  droites  (AJB,  AG) , 
autour  de  AB  pour  l'appliquer  sur  V  ;  la  droite  AC  Tiendra 
se  placer  en  AG"  qui  fait  avec  AB  l'angle  B AG'',  le  troisième 
des  angles  donnés ,  et  le  point  G  tombera  à  une  distance  AG" 
égale  à  AC  ^  ces  deux  longueurs  sont  les  rabattements  de  la 
même  distance  AG. 

Ed  relevant  ce  point  G*  pour  le  rétablir  dans  sa  véritable 
position  9  il  ne  sortira  pas  du  plan  perpendiculaire  à  Taxe  de 
rotation  AB,  perpendiculaire  par  conséquent  à  Y,  lequel 
plan  a  pour  trace  G'7 ,  perpendiculaire  à  AB  ;  le  point  G" 
rétabli  en  sa  vraie  position ,  devra  donc  faire  sa  projection 
verticale  en  quelque  point  de  cette  trace  G' 7  ;  ce  point  devant 
d'ailleurs  appartenir  à  H,  sa  projection  verticale  est  quelque 
part  sur  jcy;  cette  projection  est  donc  le  point  7  d'intersection 
de  la  perpendiculaire  G"7  à  AB  avec  jry. 

Élevant  alors  en  y  une  perpendiculaire  à  xy^  le  point  G 
sera  rinterseclion  de  cette  perpendiculaire  et  de  la  circon- 
férence (aCO,  et  Tangïe  demandé  sera  BotG. 

Gomme  vérification  on  observe  que  BG"  est  le  rabattement 
de  BC ,  et  doit  lui  être  ^al. 

La  construction  devient  impossible  si  le  point  y  tombe  en 
dehors  du  cercle  (oG'),  et  il  en  sera  ainsi  lorsque  BAG"<CBAG' 
ou  lorsque  BAG"  >  BAI ,  c'est  qu'en  efiét  l'impossibilité  est 
dans  la  question  même  ;  les  deux  droites  AB,  AC  dans  leur 

Am.llKM4TRÉII.   IV.  25 
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vraie  position  «  forment  avec  la  verticale  A«  un  ngle  Irièdre 
dont  les  trois  Taces  BA»,  BAC,  GAa  dk>i?ent  satisfaire  aax 
conditions  BAOBAa 4- CAa  et  BAC  <BAa  +  CAa,  les- 
quelles reviennent  à  BAC"  >  BAC  et  BAC"  <  BAI. 

2*  Cas,  L'une  des  deux  droites  est  horizontale  ; 

1"*  On  prend  pour  V  le  plan  vertical  qui  contient  cette 
horizontale  (AB  par  exemple). 

La  droite  AB  {/ig,  41) ,  sera  dans  ce  cas  parallèle  à  x^  ;  il 
n'y  aura  d'ailleurs  rien  à  changer  aux  constructions  précé- 
dentes, ainsi  queVindiquc  laBgure.  C'aG  sera  l'angle  cherché; 
la  vérification  seule  manquera^  il  y  aura  impossibilité  dans 
les  mêmes  circonstances. 

ar  On  prend  pour  V  le  plan  vertical  de  celle  des  deux 
droites  qui  n'est  pas  horizontale  de  AB,  par  exemple. 

Comme  AC  est  horizontale  et  ne  rencontre  plus  H  ;  on 
cherche  les  projections  d'un  point  quelconque  C  de  cette 
droite  pris  à  une  distance  arbitraire  AC  du  point  A  (fig,  42), 
en  sorte  que  le  premier  rabattement  autour  de  Aa  qui  don- 
nait dans  les  cas  précédents  la  longueur  de  AC  est  ici  inu- 
tile ,  puisque  d'ailleurs  ta  distance  AC  devant  se  projeter 
sur  H  en  vraie  grandeur,  la  projection  horizontale  de  ce 
point  C  sera  un  des  points  de  la  circonférence  décrite  du 
point  r  comme  centre  avec  AC  pour  rayon  ;  il  suflbm  doue 
de  rabattre  AC  autour  de  AB,  puis  la  constructioa  précé- 
dente s'appliquera  en  remarquant  que  la  projection  verticale 
du  point  C  devant  se  trouver  sur  la  parallèle  à  xy  passant 
par  le  point  A ,  sera  à  Tiotersection  (C)  de  cette  parallèle 
et  de  la  perpendiculaire  C'y  à  l'aie  AB  ;  en  abaissant  la 
perpendiculaire  CC  à  xy^  le  point  d'intersection  de  cette 
perpendiculaire  et  de  la  circonférence  («C)  sera  la  |»t>jectiDn 
horizontale  du  point  C ,  et  l'angle  BxC  sera  l'angle  cherché. 
La  vérification  manquera  encore  et  il  y  aura  impossibilité 
dans  }es  mêmes  circonstances. 


PROPRIETE  DU  FOYEfl  DE!  LA  PARABOLE. 
FAa  M.  F.  M.  FAZoaroar. 


Si  par  le  foyer  d'une  parabole^  on  mène  une  perpendiculaire 
à  son  axe  et  que  l'on  prenfie ,  à  partir  du  foyer ^  eur  cette  per- 
pendiculaire^ deux  distances  égales  ^  le  trapèze  formé  en 
abaissant  de  ces  points  des  perpendiculaires  sur  les  tangentes 
est  constant. 

L'équation  de  la  parabole  étaut 

réquatîoD  d'une  tangente  au  point  {x\y)  sera 
yy=p[x+x'). 

La  perpendiculaire  ô  abaissée  du  foyer  sur  cette  tangente 
aura  pour  expression 

^^p(p  +  2^) 

Appelons  ^b  la  distance  des  deux  points  pris  sur  la  per- 
pendiculaire à  Taxe  passant  par  le  foyer  ;  la  hauteur  <^  du 
trapèze  sera  la  projection  de  la  ligne  '2b  sur  la  tangente  ;  on 
aura  donc 

on  trouvera  par  conséquent  pour  la  surface  du  trapèze 

expression  indépendante  des  coordonnées  af^  y  et  qui  dé- 
montre le  théorème  énoncé. 
Cette  propriété  caractérise  la  parabole.  En  effet  si  Ton 
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cherche  généralemeDl  qoelle  est  la  ooarbe  telle  que  le  tra- 
pèze compris  entre  la  ligne  qui  joint  deux  points  donnés, 
la  tangente  et  les  perpendiculaires  abaissées  de  ces  points  sur 
la  tangente,  soit  équivalent  à  un  carré  donné  m%  on  trouve 
pour  solution  la  parabole. 

En  prenant  pour  axes  la  droite  qui  joint  les  deux  points 
donnés  et  la  perpendiculaire  élevéa  en  son  point  milieu, 
réqontion  difRrentîelle  de  la  courbe  cherchée  sera  r 

^     ""  dx  ^b 


on  en  déduit  en  posant 

^-» 

Différentiant,  on  a 

équation  à  laqœUe  on  pourra  satisfaire  de  deux  manières  r 
1*  En  posant 

d'où 

(k  désignant  une  constante  arbitraire) ,  et  par  suite 

intégrale  générale  qui  représente  un  système  de  lignes 
droites; 
2^  En  posant 
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•olotioBcnfBlièrc  «foi  donne  cb  intégrant 
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éqaatiOD  qui  démontre  le  théorème  énoncé.  On  démontre- 
rait d'une  manière  analogue  la  proposition  suJTante  et  sa 
réciproque. 

Si  Von  prend  sur  Vaxe  d'une  parabole  el  à  partir  du  foyer 
deux  distances  égales  ^  et  que  des  points  ainsi  obtenus^  on 
abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  tangentes  ^  on  formera  un 
trapèze  dont  la  surface  variera  en  raison  inverse  de  la  tan- 
gente trigonométrique  de  Vangle  que  la  tangente  à  la  courbe 
fait  avec  F  axe  y  qui  sera  par  conséquent  minimum^  quand 
on  considérera  la  tangente  au  sommet  ^  et  qui  n* aura  pas  de 
maximum, 

Note,  Ces  propriétés  sont  des  conséquences  directes  de 
cette  proposition.  L'aire  d'un  trapèze  est  double  de  l'aire  du 
triangle  qui  a  pour  base  un  c6té  non  parallèle  et  pour  som- 
met le  milieu  du  côté  opposé.  Dans  le  cas  actuel  ce  milieu 
est  snr  la  tangente  an  sommet  de  la  parabole  et  dans  les  autres 
coniques  il  est  sur  le  cercle  à  diamètre  focal.  Tm. 


ANNONCES. 


I.  Essai  SUT  les  principes  fondamentaux  4e  Vanalffse  êrasis- 
cendante,  SuiTi  des  éléments  du  calcul  diflérentiel  résomés^ 
à  «n  point  de  yne  purement  algébriqse ,  par  Emett  Ia- 
marie  y  ingénieur  des  ponts  «t  cbanssées ,  professeur  à  l'U- 
niversité  de  Gand.  Liège,  1843 ,  VIII,  p.  128,  in-^,  1  pi. 

Sa  attendant  l'analyse  de  cet  ouvrage,  nous  transcriveiifr 
ropinioo  d'an  joge  comptent ,  d'une  grande  autorité. 


«  M.  Lamarle  est  bien  connu  de  TAesdémie  pour  ôiYen 
travaux ,  et  en  particulier  pour  un  mémoire  sur  la  Qexion 
des  pièces  chargées  debout,  dont  elle  a  ordonné  rinsertioo 
dans  le  recueil  des  Savants  étrangers.  Le  nouvel  ouvrage 
qu'il  donne  aux  géomètres,  a  surtout  pour  objet,  comme 
son  titre  l'indique,  l'étude  approfondie  des  premiers  prin- 
cipes de  l'analyse  transcendante,  et  de  la  métaphysique  qui 
les  éclaire  et  les  domine.  D*après  le  (aient  de  Tauleur,  élève 
distingué  de  l'école  Polytechnique,  on  doit  être  assuré  d'y 
trouver  des  remarques  utiles  pour  l'enseignement ,  et  des 
discussions  philosophiques  instructives  pour  les  savants  eux- 
mêmes,  qui  parfois  négligent  trop  cette  partie  importante 
de  la  science.  •  (Comptes  rendus^  }um  1845,  n**  22,  p.  164:2.) 
Nous  croyons  qu'on  a  singulièrement  embrouillé  cette  mé- 
taphysique, en  s'obstinantà  déGnirrinfiniment  petit,  chose 
aussi  indéfinissable  que  l'infiniment  grand;  et  à  vouloir 
rendre  claire  l'idée  certaine ,  innée ,  du  coefficient  difléren- 
tiet;  le  sentiment  du  mot,  de  V existence^  sont  des  notions 
qui  ont  le  plus  grand  degré  de  certitude  possible  ;  qui  peut 
les  rendre  claires  ?  Les  efTorts  que  font  les  métaphysiciens 
pour  expliquer  la  certitude^  introduisent  une  source  inépui- 
sable d'obscurité  dans  toutes  les  sciences ,  sans  en  excepter 
les  mathématiques. 

Trigonométrie  et  géométrie  analytiqtie ,-  par  P.  Lenthéric , 
professeur  â  la  faculté  des  sciences  et  au  collège  royal  de 
Montpellier.  Ouvrage  autorisé  par  le  conseil  royal  de 
rinstruction  publique ,  pour  renseignement  dans  les  col- 
lèges de  l'Université.  Montpellier,  1841 ,  in-8*,  p.  480  , 
5  pL,  lith.  ;  chez  Bachelier,  libraire  à  Paris. 

Tous  les  ouvrages  élémentaires  étant  rédigés  aujourd'hui 
pour  apprendre  aux  élèves  à  répondre  aux  examens, 
doivent  avoir  et  ont  en  effet  la  même  physionomie.  Tous  sont 


—  367  - 

modelés  sur  le  programme  des  connaissances  exigées  poar 
Técole  Polytechnique.  £t  comme  la  partie  de  ce  pro- 
gramme ,  reladye  à  la  géométrie  analytique ,  nous  semble 
trés-arriérée,  renseignement  Test  également  ;  et  il  est  heu- 
reux qu'il  en  soit  ainsi,  c'est-à-dire,  que  l'enseignement 
réponde  aux  exigences  officielles.  Car  le  premier  devoir 
d'un  professeur,  est  de  faciliter  aux  élèves  Teutrée  de  la 
carrière  et  d'assurer  leurs  succès.  L'ouvrage  que  nous  an- 
nonçons renferme  t>eaucoup  de  problèmes  d'examen,  et 
aussi  quelques  théories  générales  ;  nous  citerons  les  méthodes 
pour  la  détermination  des  centres  et  des  diamètres  des 
courbes  exprimées  par  des  équations  algébriques  et  ra- 
tionnelles; pour  mener  des  tangentes,  pour  trouver  des 
asymptotes;  les  propriétés  des  diamètres  conjugués  sont 
démontrées  sans  le  secours  de  la  transformation  des  coordon- 
nées ;  ce  qui  donne  plus  de  rapidité ,  fait  gagner  du  temps , 
économie  si  précieuse  dans  les  examens.  On  remarque  des 
facilités  du  même  genre  dans  les  formules  trigonométriques. 


THÉORÈMES  DE  M.  CAUCHY  ET  D'EULEB 
Sur  les  réseaux  polygonaux  et  sur  les  polyèdres , 

d'après  11.  GHUNERT  (Crelle ,  t.  U ,  p.  367.  1827  ). 

I.  Soit  un  réseau  polygonal  situé  ou  non  dans  un  même 
plan  ;  et  soit  A  le  nombre  des  côtés,  S  le  nombre  des  sommets 
et  F  le  nombre  des  figures ,  supposons  qu'il  survienne  une 
nouvelle  figure  de  k  côtés,  ayant  ^'  côtés  en  commun  avec 
le  premier  réseau ,  et  k"  non  communs  ;  représentons  par 
A',  S',  F'  les  nombres  qui  dans  le  second  réseau  sont  ana- 
logues aux  nombres  G,  S ,  F,  dans  le  premier  réseau.  On 
a  évidemment  ces  équations 


F  =  P  -f  1  , 

s'=  s  +  r  — I. 

Le  nouveau  réseao  ayant  k'  côtés  en  communs ,  a  aussi 
A'-fl  sommets  en  commun,  et  par  conséquent  A:''—!  som- 
mets non  communs  ;  ce  qui  donne  la  quatrième  équation,  et 
rondéduitS'+F'  — A'=S  +  F  — A;doncS+P— A  est 
constant  ;  mais  pour  une  seule  figure  S  =  A  et  F  =  1  ;  donc 
S  +  F  —  A  =  1  ;  théorème  de  M.  Gaucby. 

II.  Si  dans  un  polyèdre  de  F  faces,  A  arrêts  et  S  sommets, 
nons  supprimons  une  face,  le  polyèdre  devient  un  réseau, 
le  nombre  des  figures  est  F —  i ,  donc  S  +F — 1  4-  A  =  f , 
ouS+F=:A-[-2;  théorème  d'Euler.  Tm. 


QUESTION  PROPOSÉE. 

98.  Soit  n,  le  nombre  des  faces  triangulaires  ;  n^  le  nombre 
des  faces  qnadrangulaires,  etc.,  d'un  polyèdre  et  N  le 
nombre  des  diagonales  du  polyèdre;  faisant 

ii,+  2»,  +  3»,-{-...  =  L, 
1.3.n,-|-  2.4»^  +  3.5«,  +  4.6/t»+elc...  =  M, 
on  a  8N  =  (2  +  L)(4+L)^4M, 

et  pour  les  polyèdres  réguliers,  en  particulier 

N 

Tétraèdre 0, 

Hexaèdre 4, 

OcUèdre 3, 

Dodécaèdre...       100, 

Icosaèdre 36, 

(Geimtil,  chef  éTinsiUutian.) 


GRAND  CONœURS  DE  1845.  (r.  t.  III ,  p.  377). 

QUESTIONS    PROPOSÉES. 


Mathématiques  spéciales. 

Etant  donné  un  cercle,  et  un  point  sitoé  dans  son  inté- 
rieur, on  imagine  que  sor  chacun  des  diamètres  de  ce  cercle, 
on  décrjve  une  ellipse  qui  ait  ce  diamètre  pour  grand  axe, 
et  qui  passe  par  le  point  donné  ;  on  demande  V  Téqua- 
tion  générale  de  ces  ellipses;  2*^  le  lieu  géométrique  de 
leurs  foyers;  V  fe  lieu  des  extrémités  de  leurs  petits  axes. 

Mathématiques  élémentaires. 

Soient  dans  un  même  plan  deux  cercles  qui  ne  se  coupent 
point,  G  et  O'  leurs  centres ,  AB,  A'B'  leurs  diamètres, 
qui  tombent  tous  deux  sur  la  droite  qui  passe  par  les  deux 
centres. 

1^  On  demande  de  prouver  qu'il  existe  sur  cette  droite, 
deux  points  C  et  D ,  tels  que  le  produit  de  leurs,  distances 
au  centre  de  chaque  cercV^  est  égal  au  carré  du  rajon  de 
ce  cercle ,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

OC.OD  =  ÔA* ,      OCCD  =  îyÂ!\ 

^  Soit  comme  dans  la  figure  le  cas  où  l'un  des  cercles  O 
tombe  en  dedans  de  l'autre  O'  ;  on  peut  d'un  point  P  pris 
sur  le  diamètre  AB  du  cercle  intérieur ,  élèvera  ce  diamètre 
une  perpendiculaire  qui  rencontre  les  deux  cercles  en  M  et 
M'  :  or  si  l'on  considère  les  distances  de  ces  points  à  l'un  ou 
à  l'autre  des  deux  points  C  et  D  ci-dessus  déterminés ,  et 
par  exemple  au  point  G,  on  demande  de  prouver  que  le 

AtIN.  DC  llATHtH.    lY.  26 
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rapport  de  ces  distances  est  coostant,  quelle  que  soit  la  po- 
sition dn  point  P,  et  que  le  carré  de  ce  rapport  est  égal  an 
rapport  des  distances  du  point  G  aux  centres  des  deux  cer- 
cles, c'est-à-dire,  que  Ton  a 

âiC      CO 


cîT    ^ 


QUESTIONS  PROPOSÉES. 


99.  Soient  un  hyperboloïde,  son  cône  asymptotique  et  on 
plan  principal  commun;  tout  plan  tangent  à  Tbyperboloïde, 
perpendiculaire  au  plan  principal ,  retranche  du  oôoe 
asymptotique  un  cône  fermé,  de  volume  constant;  démon- 
trer le  théorème  général  dont  celui-ci  est  un  corollaire. 

Tm. 

100.  Soit  un  arc  continu,  sans  points  singuliers,  et  sa 
corde  ;  si  Ton  joint  le  point  de  Tare  où  la  tangente  est  pa- 
rallèle à  la  corde ,  aux  deux  extrémités  de  la  corde ,  oo 
forme  un  triangle  dont  Faire  est  plus  grande  que  la  moitié  de 
Taire  du  segment. 

101.  Quatre  droites  dans  un  même  plan  forment  quatre 
triangles;  dans  chaque  triangle  existe  un  point  de  rencontre 
des  trois  hauteurs ,  les  quatre  points  de  rencontre  sont  sur 
une  même  droite. 

lOa.  Quatre  points  situés  sur  une  circonférence  sont,  pris 
trois  à  trcMS ,  les  sommets  de  quatre  triangles  ;  dans  chaqœ 
triangle  existe  un  point  de  rencontre  des  trois  hauteurs;  ces 
quatre  points  sont  sur  une  seconde  circonférence  égale  à  la 
première. 
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THÉORÈMES  ET  PROBLÈMES 
Sur  les  foffors  et  centres  des  coniques. 

(  Suite.  V.  p.  33S.  ^ 

XXVIII.  Théaréfne.  Le  lieu  des  foyers  d^one  conique, 
passaot  par  ud  point  fixe  et  touchant  trois  droites  dans  un 
même  plan ,  est  une  ligne  du  sixième  degré. 

Démonstration.  Prenons  les  données  et  la  notation  relatives 
ao  Ihéorème  XV  (p.  307) ,  on  a  donc  Téquation 

[ty  —  ux'Y  4-  2a/i'.r'  +  2tny  +  n" — 2/i'a/y  =  0 ,    (1  ) 

soient  a .  p  les  coordonnées  du  foyer ,  nous  avons  trouvé  : 

2L 

P'C087+ap=  —  (2CCOS7  —  B), 
m 

2L 

a'cos7+ap=  —  (2ACOS7--B)  (t.  II ,  p.  429)  ; 

mais  ces  valeurs  de  a  et  p  sont  relatives  au  centre  placé  à 
i'origioe  -,  dans  le  cas  actuel ,  il  faut  remplacer  a  et  p  par 
2—/  et  p — M,  et  considérant  que  l=zl'  =  0,  et  alors 

UL       ,     4CL        ,    4BL  ,      ,. 

— T  =  ^  »  =  «  7  — -,    =s  —  2a/  —  2/i';     faisant   ces 

substitutions^  il  vient- 

a«  +  (2aCOS7  +  P)/  =  a'cOS7+aP— /i'    \ 
(2Po087+a)u4-p/=::.p'COS7+otp— n'    )•  ^®^ 

On  a  de  plus  -. 

—  2den'+f'+  2/du  +  2efi  =0,  (alj 

où  7i'  =  a  +  6^-|-<?w, 
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a,  b,  c  Boni  dos  quantités  connues,  les  équations  (â)  devien- 
donc  : 

«{«+<?)  4-/(2fltC087+P+6)  =  a" C087+aP—tf, 

a(2pCO»7  +  y.-t-C)  +  r{p  +  ^)-=:ip'COS7  +  ap  — tf; 

d'où 

M  =  p  {^•+2apC0S7+a')+ 6(^— O  — 2aa, 
N  =a(p'  +  2aj3c087+a*)  +  cr(a'— p»)— 24ip. 

Mettant  la  valeur  de  n'  dans  Téquation  (1),.elle  prend  cette 
fornie  : 

les  coeflBcients  sont  connus  ;  remplaçant  ensuite  u  et  /  par 
les  valeurs  trouvées,  on  obtient  une  équation  du  sixlèuie 
degré  eu  a  et  p ,  et  qui  est  le  lien  des  foyers 

Observatùm.  Lorsque  7  =  -  «r,  les  équations  (2)  se  rédui- 

sent  à  une  seule  équation  ;  osais  les  valeurs  qu'on  a  trouvées 
pour  r  et  tt  subsistent  toujours  ;  parce  qu'on  a  divisé  par 
008  7  les  deux  termes  de  la  fraction  qui  donne  la  valeur  soit 
de  a ,  soit  de  |3  ;  on  peut  d'ailleurs  arriver  directement  à  ce 
résultat,  en  soustrayant  les  équations  (2)  membre  à  membre, 
l'une  de  l'antre ,  et  on  obtient  : 

2i5a  — 2a/  =  |3»— a^  (4) 

équation  qui  ne  dépend  pas  de  7. 

XXIX.  Théorème  Le  lieu  dos  foyers  d'une  conique  ton- 
cbant  quatre  droites  donnéos  est  une  ligne  du  troisième  degré. 

DémomtraiUm.  Même  système  de  coordonnées  que  dans 
le  paragraphe  précédent  ;  le  lieu  des  centres  est  une  droite, 
soit  a'  +  b't-{-&u  =  0^  l'équation  de  cette  droite  (p.  306), 
remplaçant  /  et  u  par  leurs  valeurs ,  il  vient  : 
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équation  du  troisième  degré,  liea  des  foyers. 

La  courbe  passe  par  Torigine ,  c'est-à-dire  par  l'inter- 
section de  deux  côtés  du  quadrilatère  ;  elle  passe  donc 
également  par  les  cinq  autres  points  d'intersections,  ce  qu'on 
pouvait  prévoir.  Car,  chaque  diais^onale  représente  une  co- 
nique satisfaisant  à  la  question,  et  ayant  son  centre  an  mi- 
lieu de  la  diagonale ,  et  ses  foyers  aux  extrémités. 

La  courbe  n'a  qn*une  asymptote ,  parallèle  à  la  droite  des 
centres }  deuxième  espèce  d'Euler  ,  et  comprenant  les  sept 
hyperboles  défectives  de  Newton ,  parmi  lesquelles  on  ren- 
contre la  cissoïde  des  anciens  et  le  folium  de  Descartes. 

Faisant  f '  -♦-  a^f  cos  7  +  a'  =  z\  et  remplaçant  a,  fr,  c,  a', 
b\  d  par  leurs  valeurs ,  on  obtient  : 

L'équation  de  la  tangente  à  l'origine  est  donc 
y{^r-éf)^xW'-à!f)  =  0, 
Téquation  de  la  diagonale  qui  passe  par  l'origine  est 

ainsi  ces  deux  droites  font  des  angles  égaux  avec  la  bissec- 
trice de  l'angle  des  axes  ;  on  peut  donc,  .«ans  que  la  courbe 
soit  tracée,  mener  des  tangentes  aux  six  points  d'intersec- 
tion des  cùtés  du  quadrilatère. 

Passons  aux  coordonnées  polaires ,  on  a  |3  sin7  =  z  sin^., 
asin 7  =  zsin  (7-}- 7)  ;  d'où 

z«[Af(/'e-ey)8in9  +  ee'(/'i/-.rf/lsin{?-|-7)]  +  \ 

H.z[(Ay"-^er)sin7+jC^'(^e'-erf')sin(27-f7)]+  [  (7) 
+./r'[(çr-/O8ioy+«-///')Hn(^-f-7)]=i;0;  ; 

équation  facile  à  construire. 
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Corollaire,  Lorsque  £^  ==  e'  =  0 ,  le  quadrilatère  devieal 
un  paraUélogramme  et  Téquatiou  (6)  se  réduit  à 

qui  appartient  à  une  hyperbole  éqailatère  concentrique  la 
parallélogramme ,  et  dont  les  asymptotes  sont  parallâes  aoi 
bissectrices  des  angles  du  parallélogramme. 

XXX.  Théorème.  Le  lien  des  centres  d'une  conique  ayant 
un  foyer  fixe  et  une  corde  fixe ,  est  une  ligne  du  troisième 
degré. 

Démonstration.  Même  notation  qu'au  problème  Xll 
(p.  322)  y  teiu  étant  les  coordonnées  du  centre ,  on  a  : 

/(»r  +  N'  — 1)=— PN,  a(M'  +  N'— 1)  =  — PM, 
My+Nx'  +  P  =  /,     My'-f-Nx"+P=^^ 

ces  deux  dernières  équations  donnent  M=a+6P,  N=C'f</Pt 

""      d     ' 


/a/'-xy'  =  . 


abc 
et  M*+N'—  l  =  c+/P+grF  où  e,  /,  ^  représentenl 
des  quantités  connues  ;  mettant  ces  valeurs  dans  celles  de  i 
et  a ,  on  obtient  .- 

P*(^'+^)+Pf/'+^)  +  «'  =  tt,    • 
^{gu+b)-\-V(fu^a)  +  eu=(^', 
éliminant 
f(cu—at)''{gt-^d)'^{cu—at)  (bi-^du)  (/ï+c)+€t(bi—iiuy=(i 

équation  du  troisième  degré ,  lieu  des  centres. 

Le  foyer  mobile  décrit  évidemment  une  courbe  semblabk 
à  celle  du  centre,  de  dimension  double  et  semblablemeDi 
située  par  rapport  au  foyer  fixe. 

XXXI.  Théorème.  Le  lieu  du  centre  d'une  conique  ayaoi 
un  foyer  fixe  et  une  corde  fixe ,  passant  par  ce  foyer ,  es\ 
une  conique 

Démonstration.    Même   notation   qu'au    probiènie  XIX 
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(p.  32â);  et  prenons  la  corde  fixe  pour  axe  des  x  ;  faisons    "^ 
7  =  0  dans  l'équation  (1)  de  la  page  323 ,  on  a  :  (^ 

a:»(| -N')  — 2PNjr  — P*  =  0; 

mais  les  racines  de  cette  équation  sont  j/  et  x",  ainsi  P  et  M 
sont  des  quantités  connues  ;  on  a  :  r 

PN  PM 

^  =  — ^>,  .   ..T, — :,  a  =  — 


éUmînantM,  on  obtient  NV+/'(N'— 1)  +  PNi  =0,  co- 
nique dont  le  centre  est  an  foyer  fixe  et  le  foyer  mobile 
décrit  une  conique  semblable  et  semblablement  située  par 
rapport  au  foyer  fixe. 

Corollaire.  Dans  Thyperbole,  on  peut  avoir  j:"==:«  , 
alors  N*  =  1 ,  et  la  conique  devient  une  parabole. 

XXXII.  Théorème.  Le  lieu  des  foyers  d'une  conique  pas- 
sant par  les  extrémités  d'un  diamètre  fixe,  et  ayant  un  axe 
principal  constant  de  grandeur,  est  une  conique. 

Dénumitration.  Prenons  le  centre  pour  origine,  le  dia- 
mèUre  fixe  de  longueur  ^  pour  axe  des  jt  ,  et  les  coor- 
données rectangulaires  : 

1^  Ellipse,  et  2b  le  petit  axe  principal  donné;  a  et  f:  les 
coordonnées  du  foyer  ;  l'équation  de  Tcllipse  est 
A/+Bxr+Cr"+F=0,  donc  WVF=0,  ou  4CL^+4FL=0, 

donc       --^^  +  '''.-^3  =  0(1),(l.I,p.490); 
m  m         fil 

on  a  de  plus  ; 

a*=— -  — ^',  Ê'=— -— 6\  (t.  Il,  p.  430)^t  ap  =  ^» 
mm  m 

(l.  11,  p.  429). 
Eliminant   entre  ces  trois  équations  et   Téquation  (1) , 

l       l'      n 

-,  —,  —,  il  vient,  toute  réduction  fait«  : 
ffi    m    m 

x'b'+p^b'  —  d')  =b^d^  —  b'). 
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lieu  des  foyers  ;  on  a  essenliellement  a>b  ^  dooc  ce  lîea 
est  une  hyperbole,  conceotriqQe  aux  ellipses  : 
2®  Ellipse,  et  2a  Iç  grand  aie  principal  donné;  alors 

mm  m 

tin 
éliminant  —,—,—,  entre  ces  équations  et  Téquation  (t), 
n(    m    m 

il  vient  a'(a'  — ^')  +  a*p*=a'(a"— éOî  on  a>rf;  doocle 
lien  est  une  ellipse. 

3®  Hyperbole  ;  si  l'axe  2b  qui  ne  rencontre  pas  est  donné, 
il  suffit  de  changer  -f6Ven  —6*,  et  l'équation  du  lieu  cher- 
ché est  a*6*  +  l5'(6'+€r)  =  6'(6*+if);  c'est  celle  d'une  el- 
lipse. Si  l'axe  focal  2a  est  donné,  l'équation  du  lieu  est 
^•(a*— fi^-fa^p'  =  a'(a'— fl?^),  on  a  essentiellement  a  <^; 
ainsi  le  lieu  cherché  est  une  hyperbole. 

On  peut  avoir  rf=  oo  ;  c'est  alors  une  asymptote  qui  est 
donnée  ;  le  lieu  du  foyer  est  uno  droite  parallèle  à  l'asymp- 
tote •  si  l'axe  qui  ne  rencontre  pas  est  donné ,  et  une  droite 
perpendiculaire  à  l'asymptote ,  si  l'axe  focal  est  donné. 

Remarque  T.  C'est  le  problème  du  concours  général 
(p.  369) ,  je  ne  sais  pourquoi  on  a  restreint  le  sujet  à  l'el- 
lipse et  à  l'axe  focal  seulement.  Quant  aux  sommets,  nous 
en  parlerons  plus  loin. 

Remarque  II.  Si ,  au  lieu  de  donner  un  axe  principal, on 
donne  le  produit  des  axes  principaux  ou  la  somme  algé- 
brique de  leurs  carrés ,  le  lieu  du  foyer  est  une  ligne  do 
quatrième  degré  et  dans  le  dernier  cas,  une  cassinoide, 
concentrique  aux  coniques  et  ayant  ses  foyers  sur  le  dia- 
mètre perpendiculaire  au  diamètre  fixe,  et  dans  le  premier 
cas  réquation  du  lieu  est 

S*  est  le  produit  des  carrés  des  demi-axes  principaux. 

(  La  suite  prochainement.) 
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NOTE 

Sur  la  reUUion  mUre  les  deux  rayons  et  la  distance  des  deux 
centres  de  deux  circonférences ,  Vune  inscrite  et  Vautre 
circonscrite  au  même  polygone. 

(  D'après  M.  Gharles^^astaTe-Jtcob  Jaeobi,  profeMoar  à  Kœnigsberg  ;  Crelle, 
t.  111,  p.  376,  tn  1888.  )(') 


I.  Ealer  a  le  premier  indiqué  la  relaiîon  qui  existe  entre 
les  deox  rayons  et  la  distance  des  deax  centres  de  deux  cir- 
ooaférences ,  l'une  inscrite,  l'aulre  circonscrite  à  un  triangle 
(Nov,  Comm.  Petr, ,  t.  I,  i 747— 48).  D'où  Ton  déduit  avec 
facilité  la  proposition  réciproque,  que  lorsque  cette  relation 
existe,  il  est  possible  dlnscrire  à  l'une  des  circonférences 
UD  triangle  qui  soit  circonscrit  à  l'autre  circonférence ,  et 
cela  quel  que  soit  le  point  de  départ  du  triangle  inscrit;  et 
par  conséquent  quand  le  problème  est  possible,  la  relation 
existe ,  et  quand  le  problème  est  impossible ,  la  relation 
n'existe  pas.  {f^oir  t.  I,  J  19 ,  p.  86). 

II.  Guidé  par  des  considérations  organiques  empruntées 
à  Maclaurin  et  à  Braikenridge,  M.  Poncelet  a  établi  ce 
théorème  général.  «  Quand  un  polygone  quelconque  est  à 
»  la  fois  inscrit  à  une  section  conique  et  circonscrit  à  une 
»  autre,  il  en  existe  une  infinité  de  semblables  qui  jouissent 
»  delà  même  propriété;  ou  plntôt  tous  ceux  qu'on  essayerait 
»  de  décrire  à  volonté,  d'après  ces  conditions,  se  fcrmc- 
•  raient  d'eux  mêmes  el  réciproquement ,  etc.  [Prop.  proj. 
«  p.  361 ,  1822).  » 


(*)  L'illustre   «uteur   des  Fundamenta   nova  theoriœ  funetionum  ellipix- 
«orum,  1839. 
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III.  Nicolas  Fass,  aateur  d'un  éloge  d'Euler,  prononcé 
le  23  oct.  1783,  a  publié  en  1792,  dans  les  Nwa  acta  Par., 
quelques  nouveaux  problèmes  sur  les  quadriUUère$  simul- 
tanément circonscriptibles  et  inscriplibles ,  et  a  donné  en 
même  temps  la  relation  analytique  y  relative. 

lY.  En  1798  ,  le  même  analyste  a  inséré,  dans  les  Nwa 
acta^  un  mémoire  intitulé  de  Polygonis  syfMnetricé  irregula' 
ribus  cireulo  simul  inscriptis  et  circumêcriptis.  Il  indique  les 
relations  analytiques  pour  des  polygones,  depuis  le  triangle 
i  jusqu'à  Toctogone  inclusivement  ;  mais  pour  des  polygones 

seulement ,  tels  que  le  diamètre  commun  aux  deux  ciroon- 
férenccs  passe  par  un  sommet  du  polygone ,  elle  divise  par 
conséquent  symétriquement.  D'après  cette  restriction ,  Foss 
croyait  que  ses  solutions  n'étaient  pas  générales.  M.  Jacobi 
fait  observer  que  depuis  la  découverte  du  théorème  de 
M.  Poncelet ,  ces  solutions  ont  acquis  le  mérite  de  la  géné- 
ralité. Car,  d'après  ce  théorème,  on  peut  toujours  placer 
les  polygones  de  manière  à  satisfaire  à  la  condition  voulne 
par  Fuss.  Voici  les  résultats. 

rs=  rayon  du  cercle  inscrit;  R=  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit ;  a  =  distance  des  centres  ^  R-f-  ^ ^p,  R  —  az=q. 
Nombre  des  côtés. 

3;  pq^2r(a+q), 

5  ;  pY+PV^P'hq)-pqr'{p+q)'-r^{p+q){p-qy=0, 
6;  3pY-^PVr*(P*  +  q')  =  rHp'-9y. 
7;  2pqr[pq--r{p^q)  —  2r']  V(p-r){p+q) 
+  2r[py^r*(p*  +  q^)]\/iq^r){p  +  q) 

=±[pq-^p-9)]lpY  +  ^>'-q'n^ 

y .  M .  Steiner,  ayant  pour  système,  et  qu'il  suit  avec  beau- 
coup de  bonheur,  de  tout  trouver  lui-même,  avant  de 


3 
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prendre  oooiiaiManoe  de  ce  qa'ont  fait  les  antres ,  a  publié 
des  relations  pour  des  pol^ones  de  4,  5,  6  et  8  oôtés 
(Grelle,  t.  II,  p.  287,  1827);  M.  Jacobi  a  vérifié  que  ses 
résultats ,  excepté  ponr  Toctogone  étaient  identiques  avec 
ceux  de  Fuss.  Il  est  probable  que  le  résultai  très- compliqué 
de  M.  Steiner  pour  l'octogone  est  fautif;  il  n'a  pas  donné  le 
polygone  de  7  côtés,  le  plus  difficile  de  tous  les  huit. 

YI.  Le  but  principal  de  ce  mémoire ,  est  de  rattacher  la 
redierche  de  la  rekUimi  à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 
L'illustre  géomètre  parvient  à  ce  théorème  :  «  R  et  r  étant 
>  les  rayons  des  deux  cercles  dont  Fun  est  inscrit  et  l'autre 
"»  est  circonscrit  à  un  polygone  de  n  côtés,  et  a  étant  la 
»  distance  des  deux  centres  ;  si  Ton  détermine  tt  et  a  par  les 

»  équations  :  cosa= j^^;  n'  =  _-f__,  Ton  a  toa- 

»  jours   I  — =  -  I  i  où  i  dé- 

J 0  Ki  — ir"sin>      " J o  \/ 1  —  ir'sin' r 

»  signe  le  nombre  des  toors  que  fait  le  polygone  dans  le 
»  périmètre  du  cercle  j  cette  équation  exprime  en  même 
»  temps  l'équation  de  condition  qui  existe  entre  R ,  r,  a, 

VII.  Dans  le  même  mémoire,  l'auteur  donne  une  con- 
struction géométrique  pour  la  multiplication  et  Taddition  des 
fonctions  elliptiques.  Nous  nous  occupons  d'une  traduction 
complète  de  cette  production  de  génie. 


GENERALISATION 

de  la  théorie  des  nombres  associés  et  théorèmes  y  relatifs, 

(  D'après  M.  Lejeune-Dirichlet(Crelle,  t.  III,  p.  300.  1S28. } 

1.  Observation  préliminaire.  Dans  tout  ce  qui  suit,  il  ne 
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s^agit  que  de  nombres  entiers  ;  la  lettre  p  est  exclasifemeot 
consacrée  à  désigner  un  nombre  premier  ;  <z  =  ^  désigne  que 
a  est  égal  k  b\  asiz  6  désigne  que  a  est  un  multiple  de  h  ; 
a<^b  désigne  que  a  n*est  pas  un  multiple  de  b.  Ces  sym- 
boles ne  sont  pas  ceux  de  l'auteur. 

II.  Définition  d'Euler.  Si  l'on  a  m/»  —  i  =p  ;  /n  et  n  étant 
moindres  que  p^  mein  sont  dits  nombres  asêociés  {voir  1f^ 
Ann.,  t.  III,  p.  193,  et  Prouhet,  t.  IV,  p.  273). 

III.  Définition  générale  de  M.  Lejeune  -  Dirichlet,  Si 
mn  —  a=[f;  a<ip'^  et  m  et  n  <ip\  m^Xn  sont  des  nom- 
bres associés  ;  lorsque  a  =  i  ;  cette  définition  rentre  dans 
celle  d'Euler. 

IV.  Soit  [p  —  i]  le  produit  continuel  de  1  jusqu'à/?  — 1 
inclus.  Chaque  facteur  m  de  ce  produit  a  son  associé  n  daos 
le  même  produit ,  relativement  à  p ,  et  n'en  a  qu'un  ;  à  moins 
que  m  ne  soit  égal  à  /t,  cas  que  nous  réservons  ;  le  produit 

se  partage  donc  en groupes  de  nombres  associés;  donc 

on  a  ce  théorème  : 

[p-i]-^a  ^    =/,. 

Les  moyens  de  démonstration  sont  les  mêmes  qu'on  a  em- 
ployés pour  établir  le  théorème  de  Wllson  (t.  III ,  p.  194). 

V.  Venons  au  cas  où  m  =  /i  ;  donc  ni* — a=p  ;  on  aura 
évidemment  aussi  (p  —  m)* —  a=p  -,  m  et  p  —  m  sont  les 
deux  seuls  nombres  qui  soient  associés  h  eux-mêmes,  associés 
doubles  {f^oirp.  273).  S'il  y  avait  un  troisième  x,  on  aurait 

donc  :  X* — /n*^  (jT  —  m){X'\-m)=p ,  congruence  impos- 
sible.  Il  reste  donc  ^— — groupes  de  nombres  a^ociés  iné- 
gaux  ;  ainsi  l'on  a  : 

[/?—!] — a  2  m[p^m)-=zp,  ou  bien  [/? — 1]+^  '  nC'=:p\ 
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maïs  /?i'=5;?  +  rt; 

donc  [p^  i]  +  ^  *   =/'• 

YI.  DiffinUUm  du  résidu  quadratique.  On  dit  qae  le  nomtoe 
a  est  résida  quadratique  da  nombre  premier  p^  lorsqu'on 
peut  satisfaire  à  cette  congruence  :  x^—a=p  ;  il  est  évident 
qne  Tanité  est  résida  qoadratique  d'an  nombre  premier 
qaeloonqne.  11  suflBt  de  faire  x  ==  f  ;  en  général ,  si  a  est  on 
carré ,  il  est  résido  quadratique  par  rapport  à  an  nombre 
premier  quelconque  \  on  fait  x  égal  à  la  racine  carrée  de  a. 

VU.  Les  deux  théorèmes  (lY  et  Y )  peuvent  se  réunir  en 

tzl     . 
un  seul;  savoir  :  Ip — i]±a  «  =:p'^  le  signe  supérieur  a 

lieu  lorsque  a  est  résidu  quadratique  relativement  kp  ;  et  le 

signe  inférieur  lorsque  a  n'est  pas  résidu  quadratique. 

YIII.  Théorème  de  fVihon.  Lorsqae  a  =  l  ;  on  a  donc 

IX.  Théorème  d'EuUr,  [p  —  \]  =p  —  i  ;   donc 

—  1  dz  a  '^  =/?  ;  ou  changeant  les  signes ,  a  ^  ±:\  =/?  j 
le  signe  supérieur  lorsqae  a  n'est  pas  résidu  quadratique,  et 
In  signe  inférieur  lorsque  a  est  résidu  quadratique. 

tzl 

X.  Théorème  de  Fermât,  a  »  =/?  rp  1  ;  élevant  au  carré 

on  a  donc  a'*' —  \=p. 

Observation.  M.  Lejeune-Dirichlel  donne  une  seconde  dé- 
monstration du  théorème  de  Fermât ,  que  M.  Catalan  a  trou- 
vée de  son  côté,  par  les  considérations  sur  les  fractions  pério- . 
diques  (  1. 1 ,  p.  463,  et  t.  lY,  p.  273  ).  Tm. 

Avie  concernant  len  tables  de  Callet. 

Le  logarithme  naturel  de  1099  est  fautif  :  au  lieu  de 
7,0021(1)5954403,  il  faut  lire  .  7,002155954403.  On  trouve 
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cette  rectiOcation  dans  le  Journal  de  Crelle,  t.  IV,  p.  â91. 
EUc  est  signalée  par  M.  le  professeur  Gadermann  de  Glèves. 


'  LES  TROIS  RACINES 

dû  léqwUwn  du  troisième  degré  flo«^'+  a,x*  -f-  ^.^^  +  ^» = <> 
déduites  des  formules  de  Cardan^  lorsque  ao  =  0. 

•  *t  ( iy«prè8  M.  BonniâkowBki  (Crelle,  I.  III ,  p.  347). 


iîoU  Téqualion  ^ïo J^*+ ût,j:*+ ^«J^-H^j  =  0. 

1  a 
FaisoDS   X  =zy  —  -  ~L ,  il  vient  j^  +py  4-^=0, 

OU 

P'^a^       3a;'     ^""27  ^o^       3  a.'  '^  ao' 
et  les  trois  valeurs  de  j:  sont  -. 


a  est  une  racine  cubique  imaginaire  de  l'unité. 
A  =  —  ^ï."  -  -  fl^a.Oo  +  -  ^,«0  ; 


B  =  V+(^_l.-)'. 


Faisant  ûo  =  0,  il  vient  :  A  =— a,*;  Bs=0; 


d'où 


x=«;       x=-;       0:  =  -. 


^ 
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Ponr  trouver  la  véritable  valear  du  symbole  -  »  il  faut , 

d'après  la  règle  da  calcul  différentiel ,  connaître  la  valeur  de 

dK       ^     dB 
-7-  et  de  -7-. 

Or  -=— =  — -a,a,  +  ^s^o,  et  faisant  «0  =  0,  ona  : 
d^         i 


^«r~6^'^" 


On  a; 
donc 


dE^ 
da^ 


=*^è+ ('*•"•"  ^'"'0''" 


=  0. 


dR 


Faisant  z  —  -— É ,  pour  a,  =  0','  on  a  z 


Ô' 


d'oo 


d'où 


^■^  +  ho-ê-^.: 


dao 


da^       dal 


faisant  «0  =  0,  on  trouve 


'  dd" 


L27    ^'       2.27    •    '  J 
différen liant  la  seconde  valeur  de  x  d'après  a.,  il  vient  : 

-iA^^B   B"1 
3     Ida^       da^'        J 

Faisant  a»  =  0,  et  remplaçant  les  diverses  quantités  par 
les  valeurs  trouvées  ci-dessus,  on  a,  toute  déduction  faite  : 

•^"-      2a.  "^V    i<       ^/ 


»:- 
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la  seconde  valeur  s*obtienl  eu  changeant  le  signe  du  radical  ; 
ur  ces  deux  valeurs  sont  les  racines  de  l'équation 

a^j^  -f-  a^x  -f-  tf|  =  0. 
C.  Q.  F.  T.  Tm. 


SOIXANTE  THEOREMES 

mr  les  coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère  et  auUint  sur 
les  coniques  droonscrites  à  un  quadrilatère. 


1.  Avec  les  six  coefficients  d'une  équation  du  second  degré 
à  deux  variables,  on  peut  former  les  six  fonctions  m^n,  k^ 
k,  /,  r,- qu'on  rencontre  dans  toutes  les  propriétés  des  co- 
niques ,  et  dont  nous  avons  fait  connaître  les  relations  mu- 
tuelles (t.  I ,  p.  489).  Ces  relations  donnent  toujours  les  so- 
lutions les  plus  simples  ,  les  plus  rapides ,  les  plus  fécondes. 
Voici  un  exemple  frappant  de  cette  fécondité.  Il  suffit  (le 
connaître  les  rapports  de  cinq  de  ces  quantités  à  la  sixième, 
pour  que  la  conique  soit  complètement  déterminée.  Soit  udc 
conique  inscrite  dans  un  quadrilatère  et  rapportée  à  des  axes 
quelconques,  et  soit  dy-\-ex-\'f=0  l'équation  d'un  côté 
du  quadrilatère  }  les  trois  autres  droites  ont  des  équations 
analogues,  avec  les  nfiémes  lettres,  mais  accentuées,  d;^d\ 
d'\  etc.  Ce  côté  étant  tangent,  on  a  la  relation  : 

m/-'-  2^e/i+  %fek^^fdlé+  /e"+  l'tt  =  0  (t.  II,  p.  1 08) 
et  trois  équations  semblables  pour  les  trois  antres  côtés. 
Choisissons  m  pour  le  comparer  aux  cinq  autres  quantités  ; 
nous  avons  donc  quatre  équations  du  premier  degré  entre  les 
cin  I  rapports  : 

n       k       k'       l       l' 
m 
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Ëliminanl ,  par  la  formule  de  Cramer,  trois  quelconques 
de  ces  rapports ,  on  obtient  une  équation  toujours  du  premier 
degré  entre  les  deux  rapports  restants.  Considérant  ces  deu^t 
rapports  restants  comme  les  coordonnées  courantes  d'an 
point,  il  s'ensuit  que  le  lieu  géométrique  de  ce  point  est  une 
droite.  Les  cinq  rapports ,  pris  deux  à  deux,  fournissent  dix 
combinaisons.  On  a  donc  dix  points  pour  chacun  desquels  le 
lieu  géométrique  est  une  droite.  Nous  avons  choisi  m  pour 
dénominateur  commun  ;  mais  on  peut  prendre  pour  cela  une 
quelconque  des  six  quantités  ;  il  existe  donc  soixante  points 
différents,  et  qui  ont  pour  lieux  géométriques  soixante  droites 
différentes,  qui  peuvent  donner  matière  à  autant  d'énoncés 
de  théorèmes.  Or  la  théorie  des  polaires  réciproques  nous 
apprend  qu'à  chaque  propriété  d'one  courbt!  inscrite  dans  un 
polygone  correspond  une  propriété  d'une  conique  circonscrite 
à  un  polygone  homonyme.  On  a  donc  cent  vingt  théorèmes. 
Toutefois  ces  cent  vingt  théorèmes  ne  sont  qu'une  richesse 
spécieuse  ;  ils  se  réduisent  aux  deux  théorèmes  suivants. 

H.  Théorème,  Le  lieu  géométrique  du  polo  d'une  droite 
fixe,  relativement  à  une  conique  inscrite  dans  un  quadrila- 
tère ,  est  une  droite. 

Démonstration.  Choisissons  k  pour  le  dénominateur  com- 

In         ,     ^ 
rauQ  9  <^1  T  <^1  T  P^ui*  1^  <l®ux  rapports  restants  (1)  -,  le  lieu  du 

point  qui  a  ces  deux  rapports  pour  coordonnées  est  donc  une 
droite  ;  mais  ces  coordonnées  sont  celles  du  pôle  de  l'axe  des 
X,  qui  représentr  une  droke  quelconque  ;  donc ,  etc.  Ln  con- 
stmclion  de  la  droite  est  facile.  Soit  ABCD  le  quadrilatère , 
V  la  droite  donnée  ;  la  diagonale  AC  représente  une  ellipse 
inscrite  ;  pour  avoir  le  pôle  de  D' relativement  à  cette  ellipse, 
il  faut  prolonger  AG  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  IV  en  un 
point  £  ;  prendre  entre  A  et  G  un  point  F  harmonfquement 
conjugué  à  E  ;  de  sorte  que  C ,  F ,  A ,  E  s<rfef>t  quatre  points 

ARR.   DK  MaTB«M.   IV.  27 
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liarOAûniqaemeol  placés  i  et  F  sera  le  pôle  de  D".  On  fera  da 
même  pour  la  diagouale  BD  ^  on  a  sÂosi  deux  points  de  la 
droite  des  pôles.  En  se  serTant  de  la  troisième  diagonale ,  on 
obtient  un  troisième  point,  en  ligne  droite  ayec  les  deux  pre- 
miers i  théorème  de  géométrie  élémentaire,  utile  exercice. 
Si  la  droite  D' se  transporte  à  Tinfini,  ses  pôles  sont  les  cen- 
tres des  coniques ,  le  point  F  est  au  milieu  de  la  diagonale, 
et  on  retombe  sur  le  théorème  de  Newton. 

III.  Théorème.  L*enyeloppe  de  la  polaire  d'un  point  fixe , 
prise  relativement  à  une  conique  drconscrite  k  un  quadrila- 
tère ,  est  un  point  fixe. 

DémanstrcUion,  Faisant  usage  des  propriétés  des  polaires 
réciproques ,  on  voit  que  ce  théorème  est  une  conséquence 
immédiate  du  théorème  précédent.  Soit  ÂBCD  le  quadrila- 
tère ,  et  E  le  point  fixe  ;  soil  F  l'intersection  des  côtés  opposés 
AB ,  CD  ;  menons  £F^  et  un  rayon  FG  harmoniquement  con- 
jugué à  FE  ;  de  sorte  que  FE,  FD,  FG,  FA  forment  un  fais- 
ceau harmonique  ;  le  point  fixe  cherché  est  sur  FG.  On  fera 
la  même  construction  pour  les  deux  autres  côtés  opposés  AD, 
BG  ;  on  a  donc  deux  droites  sur  lesquelles  se  trouve  le  point 
d'enveloppe  des  polaires. 

On  peut  encore  em))loyer  au  même  but  les  deux  diagonales 
AG,  BD  ;  ce  qui  donne  lieu  aussi  k  un  théorème  de  géométrie 
élémentaire. 

Lorsque  le  point  donné  s'éloigne  à  l'infini ,  sa  polaire  de- 
vient un  diamètre  conjugué  à  celui  sur  lequel  se  trouve  le 
point.  On  a  donc  cette  proposition  :  Si  par  tous  les  centres 
dos  coniques  circonacrites  à  un  même  quadrilatère ,  on  mène 
des  diamètres  parallèles,  les  diamètres  sont  respectivement 
coiùugués  par  un  même  point  fixe. 

Rnnarqtie.  Nous  donnerons  incessamment  k  tUorie  des 
polaires  réciproques.  Doublant  nos  richesses  et  éconoBMiant 
la  moitié  du  travail ,  cette  brillante  invention  de  M.  Ponce- 
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kt,  gtombÊte  français ,  «l'esl  pas  admisâ  éalis  retseignemtnt 
fhoçais,  dans  ee  qa'oa  appelle  rinsiTDClioiiClASsiqiie. 

IV.  Théorème.  L'enveloppe  de  la  polaite  d'un  point ,  prise 
par  rapport  à  une  conique  inscrite  dans  un  quadrilatère,  est 
une  ligne  du  troisième  degré. 

Dênumstration.  Dr  +  E-^  +  2F  =  0  est  la  polaire  de 
rorigine.  Remplaçant  les  coefficients  par  leurs  valeurs,  il 
▼ienl: 

(if /+  kn)j^  +  (kr  +  k'n)x  +  »•  —  /r  =  0.         (1  ) 

Faisons— =2;  les  quatre  équations  relatives  aux  quatre 
m 

côtés  du  quadrilatère  donnent  (t.  II ,  p.  108)  : 

^=az+b;  !^=a!z^b'',  L  =  a:'z^b',  ^-  =  d"z^V\ 
m  m  m  m 

Les  a  et  les  ^  sdnt  des  quantités  connues.  Sub^tuant  ces 
valeurs  dans  l'équation  (1) ,  on  obtient  une  équation  de  cette 
fome  : 

X{p7^+qz+r)+x{p'z*+q'2r^iJ)+p"z'^fz+H'=0.  (2) 
Les/i,  q,  r  sont  des  quantités  connues  ;  dérivant  par  rapport 
àz,ona  : 

22  [pr  +y^  +p")  +  ^J^ + q'^ + q"=o. 

Eliminant  z  entre  cette  équation  et  l'équation  (2),  le  résultat 
est  une  équation  do  troisième  degré,  répondant  à  l'enveloppe 
de  la  polaire  de  l'origine,  qui  représente  un  point  quel- 
conque du  plan;  donc,  etc.  Les  termes  du  troisième  degré 
^^^  ipy  -^P*^)  (^y + 9'*^)'  >  1*  courbe  est  donc  de  la  sixième 
on  de  la  septième  espèce  d'Euler  (Int.  in  An.,  t.  II ,  p.  120). 

Corollaire.  Si ,  par  tous  les  centres  des  coniques  inscrites 
à  nn  quadrilatère,  on  mène  des  diamètres  parallèles,  les  dia- 
«Dètres  respectivement  conjugués  enveloppent  uoe  ligne  du 
troisièaie  degré. 


y.  Théorème,  Le  Ik^a  des  pôles  d'une  droite  fiie,  nlili- 
vement  à  des  coniques  circonscrites  à  un  c[uadrilatère,est 
une  ligne  du  sixième  degré. 

Démonêêraiion.  Par  les  polaires  réciproques;  toatefoi» 
lorsque  la  droite  s'éloigne  à  l'inâni ,  le  lien  des  pôles  est  dn 
second  degré  ;  il  devient  lo  lieu  des  centres  (  p.  304).     Tm. 


Mnémonique  des  six  fonctions  élémentaireê. 

VI  Ces  fonctions ,  base  analytique  de  la  théorie  des  coni- 
ques, sont  des  dérivées  premières  de  la  fonction  L.  En  effet, 
on  a  : 

L  =  AET—  BDE  +  CD*+  F  (B*—  4AC)  ; 
d'où 

dh 


dL  _      dL_ 
dk"   '  31"" 


rfC 


dh  dL  dL 


Ces  équations  sont  utiles  aussi  quand  il  s^agit  de  questions 
de  moicimis  et  de  minimis  sur  L  et  dans  de  certaines  qaestioiis 
de  haute  analyse.  Tm. 


ESSAI 

Sur  la  détermination  approximative  des  raeines  imaginairei 
d^une  équation  algébrique. 

{  Suite.  V.  p.  173.  ) 


IX. 

Calculons  la  distance  mm,. 

Soient  P=c,  P  =  c+^c,  deux  courbes  infiniment  voi 
sines,  comprises  entre  P  =  A  et  P  =  0. 
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La  partie' ti.|A.  d®  1^  tangeote  mG  interceptée  par  ces  doux 
courbes  sera  d'abord ,  eo  appelant  dn  la  distance  normale 
des  deax  courbes  comptée  à  partir  du  pointu,  où  la  pre- 
mière de  ces  courbes  est  rencontrée  par  la  tangente  mG ,  et 
par  f  cdui  des  deux  angles  positifs  que  la  tangente  de  cette 
courbe  au  point  (jl,  fait  avec  la  partie  positive  de  l'axe  des  Xy 
pour  lequel  sin  (0  —  7}  est  positif  D  : 

dn 

****''' sîn(ô—(p)' 

mais  j:,^  ^ix-^-tixy  y-^  dy  étant  les  coordonnées  res- 
pectives des  deux  points  (ji  et  v,  on  a  : 
dx       dy  drC  dn 


dx        dy      dx       -^  dy^  V   te)  "^  \ 

et 

dV  dP.  . 

.—  dx-] dy  z=dc, 

dx  ay 

d'où  Ton  tire 

dn 


V/(0HS)" 

<m  peut  donc  écrire  : 

±de 


Y-^t' 


vAlRîy  •'■"-). 


O  NoQf  deroD»  dire  que  la  partie  de  la  tangente  A  la  courbe  P  — C,  qui 
^écemiine  Tapgle  f  est  toujoun  du  même  c^ié  de  mG;  cela  résulte  de  ce  que 
les  laogeDlea  aux  courbei  P~C  ne  peuvent  être  parallèles  à  l'axe  des  x^  ni 
«oincider  avec  «lO,  or  Toici  comment  ce  dernier  point  peut  eue  établi:  si  mG 
pouvait  être  tangente  à  une  courbe  P->C,  cette  courbe  couperait  en  deux 

points  la  courbe  P  —  3  Q  •  sous  le  même  angle  d'ailleurs  ;  on  pourrait  donc 

A 
trouver  une  autre  courbe  P~  G ,  n'ayant  qu'un  point  commun  avec  P~  g  Q,  et 

oMpant  eella  dernière  s*us  des  angles  égaux ,  ee  qui  est  impoosible,  car  cette 
courbe  avrait  un  point  anguleux. 


Je  signe  dz  étant  éyidemnent  celni^  de  ik.Detkoa  àèM 
)»  loogaeor  cherchée  : 

ztdc 


^"h  =  l 7 


(sy+ (!)•-<.-.. 


rintégrale  da  second  membre  étant  prise  dépôts  la  coorbe 
P  =  A  jusqu'à  la  courbe  P  =  0. 

X. 

Maintenant ,  pour  que  cette  expression  soit  plus  grande 
que  la  valeur  dé  p  : 

dzA 


P  == 


\/(i^)'+(9---<«-.)= 


v1 


il  suflBt  que  l'expression  positive 

aille  en  diminuant,  à  mesure  qu'en  suivant  la  tangente mG 
on  s'éloigne  du  point  m ,  ce  qui  exige  que  pour  un  pareO 
déplacement,  la  différentieUe  de  l'expression  (6)  soit  né- 
gative. 
Or  la  difTérentielle  dont  il  s'agit  a  pour  valeur  : 

^  1  [di)  -^[dy]  1  «>^^-T)^f+sm  (6-,)  (-^.^-^—rf.^ 


(*)  Pour  pouToir  dire  que  =i=  À—  f^  de ,  i|  Taut  que e  Tarie  daDS  le  i 
sens  quand  on  parcourt  la  droite  mm^f  or  si  cela  n'était  pas,  il  faudrait  qae* 
pût  rester  constant  dans  le  passage  d'un  point  de  mmt  à  un  point  de  la  mène 
ligne  inflninieBt  voisin  du  premier,  ou  bien  que  mm,  pOi*  être  tanfoMeà 
•ne  coorbe  P  ~  C ,  ce  qui  a  été  démontré  élre  impotfible. 


-  t»l  — 

iodépendammenl  du  facteur  |  (-j- )  +(^)  (    *  9  4u> 
m  peat  rien  ao  signe  ;  d'ailleurs 

dP  ^d——  —  d  — 

^     j.  j.     .       dx    '  dy      dy    '  dx 
,=-«CUDg^.  d'où  rf,=     /^Y^/iPY     ' 

ndwtitoaat,  il  vient  : 

fd9  .dp     dP  ,  dP 


.    /A        .  /«*  .  ^    .   «^P  ^  dP\ 


OD  effectuant  les  difiërantialions ,  et  divisant  par  la  diflëren* 
tidle  de  la  variable  indépendante , 

^,,     .fdPd'P      .dPifP.^    dPdV    ,    dP  «fP  .,^\ 

,  .  ,,      fdPd'P    ^  dp  d'P  .     dP  d'P     .  «a» <rp  .  ,\ 

(rfPV 

mettre  sons  la  forme  : 

dP  d? 

d.^  rf.^ 

dP  dP 


(7) 


cos(«— y)  f  cose-— ^+sine— ^ 
*  dx  dy 

dP  dP 

dx  -  rfj:  i 

H-  sin  (9  —  f)  f  cos  •  -^  — sin  0  -3^ 


en  remarquant  que 


—  89i  - 


d. 


dx 
dP 


dPd'P       dP    d'y    _      dx /dP\' 
dxdx*"^  dy  dxdy  ~    dy     \dy)  ' 


d. 


dP  £P_   .dPfP 
dx  dxdy        dy  dy* 


dx 
dP 


dx 


ca  verta  de  la  relation 


dx'' 


dy' 


(f)" 


XI. 

L'expression  (7)  peut  se  mettre  sons  une  forme  beaucooi 
pins  simple.  Remarquons  d'abord  que  cette  exprewioo  r 
vieot  à 


(8) 


_eos(e-,)jcose^^  +  sine^t| 


(- 


810(6  —  f) 


ày 
eosel^'-sinei^l. 

dy  dx     ) 


Or  considérons  la  courbe  représentée  par  une  éqaatioi 
de  la  Torme  lang^  =  c ,  et  passant  par  le  point  (&  de  la  tan 
gente  mG ,  dont  les  coordonnées  sont  les  valeurs  de  x  ( 
de  y  qui  se  trouvent  dans  l'expression  (7)  ;  soit  %  Ton  d< 
deux  angles  positifs  que  la  tangente  de  celte  couit>e  a 
point  x^y  fait  avec  la  partie  positive  de  Taxe  des  jr,on  aun 


tangx  =  — 


d,  tang  7 
dx 

tang  y  ' 
•   dy 


-  898- 

d'où 

rf.tangy 

8inz=- 


C08x  = 


détenninoDS  le  signe  placé  devant  le  radical,  noua  avons  : 
sinx     _  — cosx sinx^fa^ — coax<(y 

dx  dy  dx        ^^      dy        ^ 

sinx^  —  C08x<a(r 

^.tangf 

Supposons  qne  dxtidy  soient  les  accroissements  de  x 
et  de  y  qui  se  rapportent  à  un  déplacement  mCuîmenl  petit 
efleclué  sur  la  portion  de  la  tangente  à  la  courbe  P=C,  qui 
détermine  l'angle  r ,  si  nous  supposons  que  la  courbe  P=C , 
occupe  la  potitioD  que  nous  lui  ayons  donnée  dans  la 
fig.  B  n>  on  aura  : 

^=:Aco8f,      «(^  =  Asinf,      ^.tangf  ss  —  A:, 

h^Kk  étant  des  quantités  infiniment  petites  positives.  Donc, 
si  nous  prenons  X  de  manière  que  sin(x — r)  soit  positif,  ce 
qui  revient  à  considérer  la  partie  de  la  tangente  à  la  t-ourbe 
tang  fsasC,  située  an-dessus  de  la  tangente  à  la  oourbe  PsC, 
on  aura  : 

^.  langf  d.\»ji%9 


(*)  Je  me  tiiij  aMuré  que  teutet  les  autres  poiHiODt  conduîiaient  au  même 
réfulut. 


f  étant  un  nombre  positif.  Il  faudra  donc  prendre  alors  les 
signes  supérieurs  dans  les  expressions  de  sin  ^  et  oos^t 
écrites  plus  haut,  ce  qui  donnera  x 

_  dAàngj 

dx 
fin  y^  = ^ 

\/(=^')"+(^y 


«MX 

d'où 


dr 


^'=-V(^')'+(^)"' 

d'où  substituant  dans  l'expression  (8),  et  supprimant  le  fac- 

^^  (^^-f )  (OQsteinx--sin6c08x)-T8Ui(9--t}(ooÉtoQSx-MQMBx)t 
ce  qui  revient  à 

cos  (0 -.9)sin  (z  — ft)  — sin (6— y)  cosOc -û) , 
ou  enfin 

(9)  -  sin(x  +  f— 26). 

XXL 

Sous  la  forme  que  noas  venons  d'obtenir,  0  est  liidle  de 
reconnaître  que  la  différentielle  de  l'expression  (6)  ne  peut 
être  supposée  indéfiniment  négative,  mais  qu'an  con- 
traire elle  finira  toujours  par  être  positive,  et  qu'elle  est 
m(^me  positive  si  les  conditions  du  $  HI  ^  trouvent  remplies. 


—  »6  — 

RemarqooDS  poar  cela  que  lorsqa'nne  coarbe  tang^  =  c , 
touche  ane  coarbe  P  =  cQ  +  c, ,  il  y  a  au  point  de  contact 
Doe  inflexion  pour  la  courbe  P  =  cQ-|*c,  <  en  «Bat  cette 
dernière  courbe  fait,  comme  on  l'a  dit  au  %  IV,  le  même  angle 
avec  toutes  les  courbes  P  =  ir;  or  si  deux  points  consécutifs 
de  P  =  cQ  +  c, ,  appartiennent  à  la  courbe  tang  7  =  c ,  qui 
est  le  lieu  des  points  pour  lesquels  les  tangentes  aux  courber 
P=i;^  sont  également  inclinées  sur  l'axe  des  x,  il  est  éyjr 
dent  qu'il  y  aura  deux  points  consécutifs  de  P  =  cQ  -fc, ,  oii 
la  tangente  sera  la  même ,  et  par  conséquent  une  infleiiqn 
pour  cette  courbe.  Gela  étant,  concevons  la  courbe  Ps^cQ+c,, 
qui  passe  par  le  point  |i ,  et  dont  la  tangente  en  ce  point  fait 
un  angle  ^  avec  la  partie  positive  de  l'axe  des  x^  cette  courbe 
touchera  la  courbe  tang  7  =  c  qui  passe  an  point  ia,  et  par 
conséquent  admettra  un  point  d'inflexion  en  ce  point  ^ ,  donc 
si  contrairement  à  ce  que  nous  voulons  établir,  on  avait  : 

«n(x+f— 26X0  on  x-«<Ô— ?  ou  ;^_(p<2(e  — y>; 


d'où  0  —  9  > 


X 


Il  ne  serait  pas  vrai  de  dire ,  comme  le  supposent  les  oon> 
ditions  du  %  III ,  que  la  tangente  mG  de  la  courbe  P  =  5  Qr 

la 

fait  avec  toutes  les  courbes  P  =<r ,  comprises  entre  celle  de 
ces  conrbes  qui  passe  au  point  m,  et  celle  qui  passe  au  point 
de  rencontre  m,  de  mG  avec  la  courbe  Qs=s  0,  des  angles  plus 
petits  que  la  moitié  du  plus  petit  de  ceux  que  forment  avec 
la  courbe  P  as  0 ,  ou  les  courbes  P  =  c ,  celles  des  courbes 
P  =  ^rQ  +  c, ,  qui  ont  des  points  d'inflexion  dans  le  contour. 
Nous  conclurons  donc  que  les  conditions  supposées  étant 
remplies,  la  diflërentielle  de  l'expression  (6)  est  positive,  et 
par  conséquent  que  la  valeur  approchée  de  p,  déduite  des 
équations  (4)  et  (5)  est  plus  grande  que  la  partie  mm,  de  1» 


Ungeole  mG  à  la  courbe  P  =  ^  Q  '  ^^P^^^  entre  le  point 
de  cootacl  m  et  la  courbe  P  =  0. 


XIII. 

Je  dis  maintenant  qae  la  valeur  de  p  egt  plos  petite  qnc 
la  partie  mm,  de  la  tangente  mG,  coniprise  entre  le  point  m 
et  le  point  où  cette  ligne  rencontre  la  courbe  Q=0.  Pour  le 
faire  yoir,  calculons  cette  longuear  :  soient  Q=c,  Q=se+dcj 
deax  courbes  infiniment  voisines  et  ocHnprises  entre  Q=B 
et  Q=rO  ;  la  partie  dp  de  la  tangente  mG  comprise  entre  ces 
deux  courbes ,  pourra  être  mise  sons  la  forme  : 

±:dc 


dp^ 


V/(ë)"+(f )■"•'•-'+«»• 


6  et  7  représentant  les  mêmes  angles  que  ci-dessus ,  et  le 
signe  db  de  ^,  étant  choisi  de  manière  que  dp  soit  positif, 
et  par  conséquent  étant  celui  de  de,  puisque  b  ^^i  positif, 
et  de  plus,  plus  petit  que  90*,  d'après  les  conditions  du  $  III. 
Or  on  a  : 

dx"      dy'       dy^  dx' 
on  peut  donc  encore  écrire  . 
±dc 


dp  = 


V/(0 +(!)■■'»<•-'+'»'• 


d'où  Ton  déduit  : 


C  ±dc 

V(£)"+(f)"''°'-'+'«>- 

L'intégrale  étant  étendue  depuis  la  courbe  Q=  B  jusqulà  la 


—  aw  — 

courbe  Q=0.  Mainlenanl  poar  qoe  cette  loogneiir  soit  plot 
gnndeqae 

—  B  (*  dtde 


'dB         dB 


Pi 


ii  snfBt  que  l'expressioD  positiye 

tille  en  dfiminaaDt  à  mesure  qu'en  suivant  la  tangente  mG 
OD  s'âoigne  du  point  m ,  ce  qui  eiige  que  pour  un  pareil 
déplacement  la  diSërentielle  de  l'ei^vession  (10)  soit  néga- 
tive. Or  cette  expression  se  déduisant  de  Texpression  (6}  par 
réchange  de  6  en  90-)- 6 ,  on  voit  sans  aucun  calcul  que  le 
s«gne  de  la  différentielle  sera  celui  de  l'expression  (9) ,  dans 
laquelle  on  aura  changé  0  en  9a+0,  c'est-à-dire  celui  de 
l'expression 

8in(x+?— 26  — 180)  =  —  sin  (x  +  f — 26). 
Signe  qui  est  —  d'après  ce  qui  a  été  démontré  au  $  XII. 
Ainsi  comme  nous  l'avions  annoncé ,  la  partie  m/n,  de  la 
tangente  mG  comprise  entre  les  deux  courbes  Q=B,  Q=0, 
est  plus  petite  que  la  valeur  approchée  de  p. 

(  La  fin  prochainement.  ) 

sraa— a^aBsaggggssg ■   ■—■■■-■  ■    .    ■■  ..  ,  _, 

NOTE 

sur  les  racines  commensurables  fractionnaires. 

Théorème.  ^  étant  une  quantité  commensurabU  irréduc- 
? 
mUe ,  racine  de  l'équaiion 

Aa-*4-  A.x'"-+  ^.a:'^+ A«=  0  . 

(*)  Nous  admetlons  encore  ici  que  =i^  B  —  fdt  de ,  c'est-A-dire  que  les 
oonrtas  Q  —  C  n«  p«avent  être  tangentes  à  mG  ;  il  en  résulterait  en  effet  que 
I  —  r  poqrrait  être  droit ,  ce  qui  est  impossible. 


—  898  — 

A,  A.,  A,, A.»  sont  des  coefficieiiU entiers,  OD  auimlei 

conditions  suivantes  : 

A  =  p;     A«==â;      Aa4-A=p;     Aa*+A.«p  +  A.  =  p,- 

Aa5+Ayp  +  A,x  +  A,  =  p*..... 
et  enGn  : 

Aa-+  A.a-'p+  A..--'p-+ A.».|«P"-+ A^r=  r=^- 

Démonstration,  La  dernière  équation  est  évidente ,  puis- 
qu'elle exprime  que  -  est  racine.  Tous  les  terme» ,  le  premier 

eieepté ,  sont  divisibles  par  p ;  donc  Au*  est  aussi  drvisiUe 
par  p  ;  mais  a*"  est  premier  arec  p  -,  donc  A  est  divisible  par 
0  ;  ainsi  A  =s  p.  Le  même  genre  de  raisonnement  fait  voir  qae 
Am=  a.  La  sommé  des  deux  premiers  termes  doit  être  divi- 
sible par  |3;  divisant  cette  somme  par  a^\  le  quotient 
Aa-f-  A,  est  doiic  drvisible  par  p.  La  somme  des  trois  premiers 
termes  doit  être  divisible  par  p*  ;  divisant  cette  somme  par 
a"*^,  le  quotient  Aa*-f  A.7p-fA,  sera  divisible  par  p,  et 

ainsi  de  suite.  C.  Q.  F.  D. 

A      A 

Corollaire  L  --  et  —  doivent  être  des  nombres  entiers;  et 
P        « 
de  même , 

y+A.;     -"+A.^  +  A.;     -^+A,p.+A.p4- A,;  

La  loi  de  déduction  de  ces  quantités  est  évidente. 

et 

On  a  donc  ces  diverses  conditions  pour  reconnaître  si  ^  est 

P 
racine  ;  et  si  une  seule  manque ,  alors  on  est  sûr  que  la  quan- 
tité essayée  n'est  pas  racine. 

Corollaire  IL  Si  p  =  1 ,  ces  critériums  deviennent  illa- 
soires  $  alors ,  on  cherche  des  critériums,  en  considérant  a 
comme  diviseur,  et  on  tombe  sur  la  méthode  connue  (fotr 
t.  II ,  p.  523).  On  sait  d'ailleurs  qu'on  peut  toujours  ramener 
la  recherche  des  racines  commensurables  fractionnaires  à 
celle  des  racines  commensurables  entières. 


à 


OroUotre  II J.  Le  théorène  sabible  lorifae  «  et  |&  40Dt 
des  expressions  littérales  n'ayant  point  de  diTiseur  obammm. 

Observ€U%on.  Le  théorème  peut  se  démontrer  directement 
à  l'aide  du  théorème  de  M.  Gaoss  sur  le  produit  de  deux  po- 
lynômes (t.  III,  p.  47)  'y  car  le  polynôme  donné  étant  entier  et 

et 

divisible  par  x — -  doit  donner  un  quotient  à  coefiBcieots 

P 
entiers  $  mais  ces  divers  coeiBcients  sont  : 

dolic,etc.  Tm. 


RAYONS  DE  œURBURE  DANS  LES  CONIQUES. 

D'après  le  profetteor  Strehike  (  Grelle ,  tom.  II ,  pag.  3M.  1827  ). 

I,  Lemme.  Soit  (x — p)'+(^  —  ?)*='•'  l'équation  d'un 
cercle,  axes  rectangulaires;  «,  p;  a\  fl;  a",  j^"  étant  les  coor- 
données de  trois  points  pris  sur  la  circonférence ,  on  déduit .- 

a  —  a  a  —  a 

a  —  ot  a—  a 

II.  Soit  y = -  (a'— or")  Féquation  d'une  ellipse,  axes  rec- 
tangulaires j  a,p;  a',Çfi  a.",^!'  trois  points  pris  sur  cette 
ellipse.  Faisant  or  =  a  cosf,  on  aura  ^  =  ^8inv;  donc  aussi  : 

«sacosf,  p=6sinr;    a'=acosy,  p  =  6sin7; 

«"=co8t",  (i"=bsmff"i 
doù 

a  —  a'  a  2 

a+  «'  =  a(C0Sf-|-C0S<ï»'), 

P— I,  =--(COSf-i-C0S?'). 


'  Faisant  passer  une  dreonféraiMe  par  oes  trois  poinis,  oa 

aara,  d'après  le  tenme  I  : 

^       2b       .  +  ,'         a'—b\ 

%»  — —  COtl-^^  =  — -— (COS? +  C09t')  , 

d'oD  ToD  tire  : 

^  6  2  2  2     ' 

et  de  là  : 


'^  a  2 


et  r=  (.-/»)•+ (p- y)*. 

Faisant  f = f'=  r",  on  a  ponr  le  cercle  oscalateur  : 

^  = j— sin'fi     /»= — j-cos't; 

(a'8i0>+6'C08>f 

ab 
b* 

III.  H^erboU.  Soitr*=  .  (x» -^ a')  l'éqoatien;  faisant 

et  procédant  de  la  môme  maDÎère ,  on  trouve  finalement  : 

IV.  Parabole.  So\ix^=P^  l'équation  i 


d'où  l'on  tire 


^  =  — r»  P= — ô — '    " ; — • 

(  f^oir  Gerono,  t.  II ,  p.  170  ) 


Wi  — 


PROBLEME, 


Ttwmt  le  lieu  des  foyers  des  différenUs  ellipses  assujeiiies  d 
êire  tanfjentes  à  qwUre  droites  données. 


PAR    K.    VAU9USZJV* 

Élève  de  nMihématiqaes  spéciales  aa  collège  de  Saint-Louis, 
«ItMedeff.AMIOT. 


Soit  ABCD  le  quadrilatère  donné.  Je  prends  pour  axe  des 
X  one  des  tangeotea  AD,  et  pour  aie  des  y  une  perpendicu- 
laire AY  à  AD  menée  par  le  point  où  cette  dernière  droite 
coupe  la  taoyeote  oontiguë  Afi. 

Ceci  posé,  soient  F,  F'  deux  foyers  appartenant  à  une  des 
ellipses  en  question ,  et  soient  j:,  ^  les  coordonnées  du  point 
F  ;  x\  y  celles  du  point  F'. 

On  sait  que  le  produit  des  deux  perpendiculaires  atmisséos 
des  deux  foyers  d'une  ellipse  sur  une  tangente  à  cette  courbe 
est  constant  et  égal  à  &%  b  étant  la  moitié  du  petit  axe  de 
Tellipse.  Or  les  distances  des  points  F,  F  à  chacune  des  tan- 
gentes s'expriment  facilement  en  fonction  des  coordonnées 
de  ces  points  et  des  coelBcienls  constants  qui  entrent  dans 
Téquationde  cette  tangente.  Ainsi,  en  égalant  successive- 
ment à  b*  diacun  des  quatre  produits ,  on  aura  quatre  équa- 
tions entre  les  quantités  6%  x\  y\x  ^  y  et  des  coefficients 
connus.  On  pourra  donc  éHrainer  les  trois  quantités  6*,  j:',  ^' 
entre  ces  quatre  équations,  et  l'équation  résultante  en  j:,  r 
sera  celle  du  Heu  cherché. 

Telle  est  la  marche  que  j'ai  adoptée  pour  résoudre  la  ques- 
tion. J'effectue  rapidement  les  calculs. 
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Le  produit  des  distances  de  F  et  de  F'  k  AD  est  yy,  km 
on  a  la  relation  : 

^/=^'.  (1) 

Soit  ^=mar  FéquatioD  de  AB  ;  le  produit  desdistancescor- 
rcspondantes  sera  i 

On  aura  donc  : 

Soient  enfin  ^csm^x+w,  l'équation  de  BC  et^=i»^-j-«, 
celle  de  CD  y  on  aura  pareillement  :  l 

(^  — m,j:— »,)  (y — w.a:'—  n) 


(r-/iï,j:— »J(y— w,x'— »J       ^ 


■  =  ^%  (3) 

(4) 


Éliminant  b^  entre  ces  quatre  équations ,  on  aura  les  trois 
nouYelles  équations  : 

(X^mx){y—mx) 


yy= 


(j^  --  m,x—  «J  (y—  m,j:^—  nj 

^^= ;;;7+l ^- 

Chassant  les  dénominateurs,  simplifiant  et  ordonnant  par 
rapport  à  x\  y,  on  obtient  : 

y  (TOj<  + a:) +VCr — /iia:)  =  0 , 

y  {^y + r^K^ + '*.)  +  x'  («.r — "«.'j? — ntji) = — 

y  (/^aV + 'w.ï^  +  «.)  +  •^^'('w.r  —  '».'-*^  —  ^.»J = — 

Pour  éliminer  x\  y  entre  ces  trois  équations ,  je  prends 


dans  la  première  a:' en  foiictioD  dey,  et  porlaat  celte  va- 
leur de  X*  dans  io9  autres,  j'ai  : 

y\{jnx^y)  (w.>+m,j:+/i  J+(wr+j:)  {m,y^m*x—  /7t,/*,)]=— 
—  (mx  — ^)  (n  jr  —  n^,x  —  «.') , 

Eq  divisant  ces  deux  dernières  équations,  membre  à  mem- 
bre, chassant  les  dénominateurs  et  ordonnant  par  rapport  à 
X  et^ ,  on  obtient ,  toutes  réductions  faites  .- 

^y^n^^mSm^my-n^m^im^—m)^  n,njji[m,^m;}]+2xyn,n,(m^'^m,)  1  =  0. 
+x'[/iin^/i,(m,— mJ+m,/i/(/ii, — w)+w,/i,"(m — wi,)]  I 

+^[w,'n/l+mm,)--»,'/i,(^-»-'«'».)3+J^[»."«,('".--'»)--''.'«.('W.--''»)]     / 

Cette  équation  est  dn  troisième  degré  et  ne  peut  pas ,  en 
général,  se  décomposer  en  facteurs.  Donc,  dans  le  cas  géné- 
ral ,  la  courbe  est  du  troisième  degré.  Il  est  bon  d*observer 
qu'elle  passe  par  Torigine.  Or,  si  on  avait  pris  pour  axe  des  x 
une  autre  tangente ,  et  pour  axe  des^  une  perpendiculaire  à 
cette  tangente  menée  par  le  point  où  elle  coupe  la  tangente 
contiguê ,  on  aurait  eu  un  résultat  de  môme  forme.  Donc  : 

Jjà  courbe  passe  par  les  quatre  sommets  du  quadrilatère 
que  forment  les  quatre  tangentes  (*). 

On  pourrait ,  du  reste,  s'en  assurer  directement  en  portant 
dans  l'équation  de  la  courbe,  les  coordonnées  des  points  d'io- 
tersection  ;  mais  la  remarque  précédente  en  dispense. 

L'équation ,  dans  toute  sa  généralité ,  offrirait  une  discus- 
sion peu  intéressante;  mais  quelques  hypothèses  particulières 
sur  la  position  des  droites  vont  donner  des  résultats  asseï 
curieux. 

'/)  Et  pur  les  deux  autres  du  quadrilatère  complet  'p.  373\  Tm. 


—  kOk  ~ 

En  supposant,  par  exemple,  BC  parallèle  à  AD,  on  a 
.     m,  =  0.  Cette  hypothèse  rèdait  régnation  à  : 

jr3(m,— m)/n,~^x'(w--/»J/»,— [it,m,(w,— I»)— n,iiimjyj 

Si  on  suppose,  de  plus,  que  CD  soit  parallèle  à  AB,  ce 
quireTîent  à  faire  m^^m  dans  Tèquation  précédente, oo 
aura  : 

Cette  courbe  est  du  deuxième  degré.  De  plus,  si  on  fonne 
la  quantité  B*—  4AC ,  on  a  B*—  4AC  =  4m*4-  4m«,  quantité 
essentiellement  positive.  Ainsi  la  courbe  est  une  hyperbole. 
Mais  alors  le  quadrilatère  est  un  paraHèlogramme.  Donc  : 

Le  lieu  des  foyers  des  ellipses  assujeUies  à  être  tangentes  aux 
quatre  côtés  d'un  pareUlélogramme  est  une  hyperbole  qui  jmt 
de  la  propriété  de  paner  par  les  quatre  sommets  du  parallé- 
logramme. 

On  peut  supposer  que  ce  parallélogramme  devienne  rec- 
tangle. Pour  cela,  il  faut  faire  m  inCni.  IVlais  on  aura  alors 
une  indétermination  provenant  de  ce  que  /t.  devient  aussi 
infini.  Pour  parer  à  cet  inconvénient ,  je  remarque ,  en  re> 
prenant  l'équation ,  que  Fordonnée  à  l'origine  pour  la  droite 

CD  est  a  = 'y  d'où  n,  =  — m,a,  et  comme  id  m,ssm, 

m, 

//.  =  —  ma.  Portant  cette  valeur  dans  l'équation  (A),  elle 
devient  .- 
i»y' —  /«"j:'-}"  2mar;^  — -  [ma  +  w  (i  +  m')]  y  -f-  m*aj:  =  0. 
Divisant  par  m*  et  faisant  m  =  qo  ,  on  a  : 

y— ^—  «,r + «j:*  =  0. 

Aiosi,  dans  ce  cas,  Thyperbolc  est  équilatcre.  Elle  est 
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d'aiUeiira  facile  à  construire  ;  car  ses  axes  sont  parallèles  aux 
côtés  da  rectangle  »  et  son  centre  est  le  centre  même  de  ce 
rectangle. 

Enfin  on  pent  imaginer  qae  le  rectangle  devienne  un  carré, 
et  pour  cela  il  sufKt  de  faire  n.  =  a. 

Alors  l'équation  devient  : 

d'où 

(y  —  x){r  +  x)'--a[y  —  x)=:0', 
eC  par  suite  : 

(r  — JP)(j^  +  -a:  — a)  =  0. 

Ce  qui  donne  les  deuy  équations  distinctes  : 

qui  sont  celles  des  deux  diagonales  du  carré. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  dans  tous  les  cas  les  points 
qui  appartiennent  véritablement  aux  foyers  ne  forment 
qu'une  pùrtion  de  la  courbe  totale  f^). 


SUR  LES  FRACTIONS  CONTINUES. 


Mon  cher  M.  Terquem , 

Je  me  Tois  forcé ,  à  mon  grand  regret ,  de  répondre  à  la 
lettre  de  M.  Guilmin ,  contenue  dans  le  dernier  numéro  des 
AnnaU^l  cette  nouvelle  réponse  sera ,  du  reste,  mon  dernier 
mot  :  il  est  temps  de  mettre  fin  à  une  polémique  ennuyeuse 
pour  M.  Guilmin ,  pour  moi ,  et  peut-être  aussi  pour  vos 
lecteurs. 


(*)  Les  totres  points  apiMriienMiit  «ai   ooniqneii  «X'-iiiicriCet  (p.  372, 
XXIX).  Tm. 


M.  Guilmin  dit  en  commençant  :  «^  11  m'a  semblé  que 
M.  Catalan  démontrait  trop  longuement  nne  proposition  d'at- 
gèbre  élémentaire,  j'ai  cru  utile  aux  élèves  d'en  donner  qdc 
démonstration  pins  simple.  » 

M.  Guilmin  avait  parfaUcment  le  droit  de  trouver  ma  dé- 
monstration trop  longue  ;  et  il  a  bien  fait  de  chercher,  par 
deux  fois,  à  en  donner  une  qui  fût  plus  simple.  A-t-il  atteint 
le  but  qu'il  poursuivait?  C'est  ce  que  nous  verrons  tonti 
l'heure. 

11  ajoute  •  «  Cette  démonstration  ,  M.  Catalan  ne  Ta  pis 
comprise  ;  cependant  il  paratt  l'avoir  étudiée  avec  tant  de 
bonne  volonté ,  que  je  me  fais  un  plaisir  de  lui  venir  en  aide.» 

M.  Guilmin  qui ,  à  ce  qu'on  m'assure ,  et  ce  dont  je  suis 
fâché ,  a  pris  au  sérieux  quelques  plaisanteries,  bien  qu'elles 
ne  s'adressassent  qu'à  sa  note,  M.  Guilmin ,  dis-je.  me  plaisante 
à  son  tour  :  cela  est  de  bonne  guerre.  Je  pourrais  riposter  ; 
mais  je  préfère  la  logique  aui  épigrammes,  et  je  continue. 

Si  je  n'ai  pas ,  la  première  fois ,  compris  la  démonstration 
donnée  par  M.  Guilmin ,  ce  n'est  pas  tout  à  fait  ma  faute  : 
M .  Guilmin  le  sait  bien  ;  aussi ,  après  le  préambule  que  je 
viens  de  citer,  fait-il  nne  nouvelle  rédaction  de  la  démons- 
tration dont  il  s'agit ,  rédaction  aussi  claire  que  l'autre  était 
obscure. 

Malheureusement,  M.  Guilmin  regarde  comme  évidente 
la  proposition  qui  est  l'objet  même  du  débat,  et  il  fait  un 
long  calcul  pour  prouver  une  chose  évidente.  La  premiérr 
démonstration  péchait  par  la  forme  :  celle-d ,  si  je  ne  me 
trompe ,  pèche  par  le  fond  ;  et ,  chose  assez  singulière  >  eUo 
est  a  la  fois  incomplète  et  surabondante.  C'est  ce  que  je  vais 
tâcher  de  faire  voir. 

Supposons ,  pour  prendre  d'abord  un  exemple  très-simple  « 
qu'avant  démontré  la  rx)nvergence  de  la  série 
a -\- a* -\' a^  -{■ , 


OD  veniUe  trouver  la  valeur  de  relie  série,  c'est-à-dire  la 
limite  finie  et  déterminée  ven  laqmlle  tend  la  eomme  du  n 
premiers  termes^  lorsque  n  augmente  indéfiniment.  Si  Ton  re- 
présente par  X  cette  valeur,  il  me  parait  évident  que  Ton 
peut  écrire,  sans  aucun  calcul  : 

car  la  série  pourrait  se  mettre  sous  la  forme  : 

a  +  fl(fl-f  «•-fa5+ ). 

Ainsi ,  dans  cet  exemple ,  la  seule  difficulté  consiste  à  faire 
voir  que ,  pour  ^z  <C  1  »  la  série  a  une  valeur. 
Soit ,  en  second  lieu ,  la  fraction  continue  périodique 

i 


«-4- 


a  +  ... 

S'il  a  été  démontré  que ,  le  nombre  des  périodes  augmen- 
tant indéfiniment ,  les  réduites  successives  s'approchent  sans 
cesse  d'une  limite  finie  et  déterminée  a:,  on  aura  évidemment  .- 

xs=a  -] — . 

Mais  ce  qui  n'est  pas  évident ,  ce  qui  exigeait  une  démons- 
tration, c'est  que  toute  fraction  continue  composée  d'un 
nombre  illimité  de  termes,  a  une  valeur.  M.  Guilmin  ne  pa- 
rait pas  avoir  envisagé  ta  question  de  cette  manière  ;  aussi , 
comme  je  Tai  déjà  dit  9  admet-il  la  proposition  qu'il  s'agis- 
sait précisément  de  démontrer,  et  s'attache-til,  par  compen- 
sation ,  à  faire  voir  que 

a-] —  =£ï  + 


b+-i—  b  + 


et  cela  était  assez  peu  nécessaire. 
Permet tcz-root ,  monsieur,  de  Taire  ici  quelques  remarques 
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sur  des  fractions  continues  difffrreot^s  de  cdies  que  Ton  con- 
sidère ordinaîrenient  ;  remarques  qui  pourront  servir  à 
éckircir  encore  la  question. 
Soit  la  fraction  continue  (rès-s^imple  : 
i 


i  — 


i i 


i-   ' 


i  —  ... 

Si  Ton  termine  cette  fraction  au  premier  terme  ^  an  se- 
cond terme ,  etc.,  on  trouve  successiTcment  : 

1,      0,      00,       1,      0,      00, 

Ces  quantités  sont  périodique»  :  il  n'y  a  donc  pas  lieo  de 
chercher  une  valeur  pour  la  fraction ,  et  c'est  à  tort  que  Tea 
écrirait  : 

j?  =  1 , 

Soit  ensuite  la  fraction  continue  : 
6 


-.4» 


-t  +  - 

1  +  ... 

55 
13' 

138 

55  •       

-1  + 


On  (roove  successÎTement  : 

-'.  -'.  -" 

Il  n*est  nullement  évident  que  ces  nombres  tendent  vers  une 
limite  x ,  et  d  priori ,  rien  ne  fait  supposer  que  l'on  paisse 
écrire  : 

.=-.+1 

X 

Si ,  dans  le  premier  exemple ,  le  raisonnement  ordinaire 
conduit  à  un  résultat  absurde,  et  si ,  dans  le  second ,  le  mémo 
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raiiooiienieDt  coodait  à  an  réraltat  qui  est  peut-être  fiiax ,  il 
est  donc  alMolament  indispensable,  dans  la  théorie  élémen- 
taire des  fractions  continues ,  de  faire  voir  qu'une  fraction 

de  la  forme  a  -j —  a  une  valeur. 


^  + 


^  + 


a  -f-  etc. 

Considérons  plus  généralement  la  fraction  périodique 
a 


1  — 


1  — 


1  — 


1  —  etc. 


Ed  admettant  que  cette  fraction  ait  une  valeur  x,  nous 
aurons  : 

a 

X=Z ; '- 


1 


1    —X 

d'où 

Il  est ,  je  pente ,  assez  facile  de  démontner  i  \ 

i^  Que  ai;  cette  équalioa  a  ses  racines  réelles ,  la  fraction 
contiane  a  une  yalcaor  égak  à  l'uM  des  deux  racines  de  cetle 
équation  ; 

â*  Que  si  réipMition  a  ses  racines  imaginaires ,  la.  fkraetion 
l'a  pas  de  Taknr ,  c'est-à^re  que  les  réduites  se  reprodui- 
sent périodiquement,  en  passant  par  Tinfini. 

Agréez ,  etc.  E.  GATiLâri. 

Paris ,  10  juillet  1S4S. 
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SUR  LE  MOYEN 

d'obtenir  l'équtUion  d'une  courbe  en  coordannéee  rectangu- 
lairei^  lorsque  cette  courbe  est  donnée  par  sa  tangente. 

VAa  K.  TVRQVAir, 

Professeur  ao  Collège  roytl  de  PonUry. 


Eo  disant  qa'ane  courbe  est  donoée  par  sa  tangente,  j'en- 
tends qa'elle  est  donnée  par  une  équation  f{a,y^p)ssO, 
entre  les  coordonnées  x,  ^ ,  da  point  de  contact ,  et  k  tan- 
gente trigonométrique/^  de  Finclinaison  de  la  tangente  snr 
l'axe  des  x. 

Je  sapposerai  que  l'^nationysoit  algébrique ,  et  j'admet- 
trai qn'en  un  point  donné  d'une  courbe  quelconque ,  on  ne 
paisse  mener  qu'une  seule  tangente,  à  moins  que  le  pcnnt 
donné  ne  soit  un  point  multiple  ou  un  point  conjugué.  Or 
une  courbe  ne  peut  avoir  qn'un  très-petit  nombre  de  sem- 
blables points. 

Il  résulte  de  là  que  si  Véquation/eat  d'an  Aegré  pair  par 
rapport  kp ,  elle  doit  aroir  des  racines  égales  pour  des  va- 
leurs A'x  et  éy-  qui  répondent  à  ira  point  de  la  courbe  ;  car, 
si  cela  n'était  pas,  il  arriverait  qu'en  chaque  point  donné, 
quand  même  il  ne  serait  ni  un  point  conjugué,  ni  un  point 
multJ0e,  on  ne  pourrait  mener  aucune  taagentev  ou  l'on 
en  pourrait  mener  plusieurs. 

Par  conséquent,  le  polynôme  dérivé  de/ par  rapport  kp^ 
doit  être  nul.  Il  suffira  donc  d'éliminer /?  entre  /  et  sa  dé- 
rivée par  rapport  à  p  ,  pour  avoir  Téquation  de  la  courbe  en 
coordonnées  rectangulaires. 

Cette  démonstration  ne  s'applique  pas  au  cas  où  Féqua- 


tion/est  d'an  degré  impair.  Mais  la  suivante,  plus  générale, 
s'appliquera  à  tons  les  cas. 

Remplaçons/!  par/»\  et  supposons  que/?'  représente  lin* 
clinaison  d'une  sécante.  Pour  que  cette  sécante  puisse  carac- 
tériser la  courbe,  elle  ne  doit  point  rester  quelconque ,  mais 
elle  doit  être  assujettie  à  remplir  certaines  conditions,  par 
exemple ,  à  sous-tendre  constamment  un  arc  de  grandeur 
donnée.  Or  cet  arc  pouvant  être  compté  à  droite  ou  à 
gauche  du  point  donné  xjr^  il  en  résulte  qu'à  un  même  point 
donné  sur  la  courbe  répondent  deux  de  ces  sécantes ,  et  par 
conséquent ,  deux  valenrs  réelles  de  p^,  et  cela  quel  que  soit 
Tare  sous-tendu. 

Si  maintenant  Tare  sous-tendu  devient  nul,  la  sécante  de- 
vient tangente ,  et  à  chaque  valeur  d'x  et  dV  ne  répondra 
pins  qu'une  valeur  ûep\  Je  dis  que  cependant  le  degré  de 
l'éqnationy  n'aura  pas  changé.  Car  //  désignant  l'inclinaison 
delà  sécante,  et  p  l'inclinaison  de  la  tangente,  on  pourra 
po8er/>'=/»4-7r; 
d'où 

£t  quand  la  sécante  sera  devenue  tangente»  c'est-^-dire 
quand  r  sera  devenu  nul ,  l'équation  se  réduira  à 

Ainsi  le  degré  de  l'équation  ne  change  pas ,  a  à  chaque  va- 
leur d'à:  et  d'^  répond  une  valeur  de  moins  pour  p.  Donc , 
dnix  valeurs  iep  sont  devenues  égales. 

Quand  I  équation  /  est  du  second  degré  par  rapport  hp^ 
on  peut  trouver  l'équation  de  la  courbe  sans  élimination; 

car  soit  p'i^P?  (-^Sr)  +  v  (-*.;>')  =  0  ,• 
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on  aura  en  résolvant  par  rapport  à  p , 

Et  comme  les  valeurs  de/?  doivent  être  égales ,  on  doit  avoir 

c'est  TéquatioD  demandée. 

Pour  exemple  proposons-nous  ce  problème  :  Tronver  une 
courbe  telle  que  le  produit  des  distances  de  sa  tangente  à 
deux  points  fixes  soit  ^al  à  une  suriace  donnée  b\ 

En  désignant  par  2c  la  distance  des  deux  points  fixes ,  et 
par  p  Tinclinaison  de  la  tangente  en  un.  point  quelconque , 
on  trouvera  facilement  Téquation  suivante  : 

ou 


Et  par  suite  pour  Téquation  de  la  courbe 

J^y  — (^  — *")(JC'— 6'— <?*)=0; 
et  toute  réduction  faite 

{c'  +  b'')y*+b'x*  =  b*(eJ^V), 
Équation  d'une  ellipse  dont  l'origine  est  au  centre ,  et  qui  a 
pour  axes  b ,  et  V^c*  +  6\ 
On  résoudrait  de  la  même  manière  le  problème  suivant  : 
Quelle  est w  courbe  qui  jouit  de  cette  propriété,  que»  en 
prenant  pour  axe  des  abscisses ,  la  ligne  qui  joint  deux  points 
fixes ,  les  ordonnées  de  la  tangente  correspondantes  à  ces 
points  fixes ,  aient  un  produit  constant  égal  à  b\ 

Note,  Le  problème  proposé  est  indéterminé,  il  y  a  une  infi- 
nité de  courbes  qui  satisfont  à  la  question  \  Tenveloppe  de 
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toutes  ces  courbes  y  satisfait  aussi  i  et  c'est  l'équation  de  cette 
enveloppe  qai  est  ici  indiquée  ;  souvent  cette  enveloppe 
suffit,  par  exemple,  dans  cette  question  traitée  par  M.  Raal>e 
(Grelle ,  1. 1 ,  p.  330, 1826)  :  Étant  donnée  une  conique  et  un 
point  fixe  dans  son  plan ,  trouver  une  seconde  courbe  telle, 
que  chaque  point  de  la  conique  soit  également  éloigné  de  la 
seconde  courbe  et  du  point  fixe.  On  parvient  à  une  équation 
difiërentielle  du  premier  ordre  ;  il  est  évident  qu'une  solution 
particulière  résout  aussi  le  problème  ;  si  le  point  fixe  est  un 
fojer,  la  solution  particulière  est  un  cercle,  que,  par  analogie 
avec  ce  qui  existe  dans  la  parabole ,  M.  Raabe  a  désigné  sous 
le  nom  de  cercle  directeur.  (Voir  Blum.  t.  II ,  p.  60). 


RAYONS  DE  COURBURE  PRINCIPAUX 
de  rhélicoïde  ga%u:he. 

VAa  M.  F.  M.  PAIGVOV. 

Parmi  les  mrfaeen  conoMes^  trouver  celle  en  chacun  des 
painis  de  laquelle  les  deux  rayons  de  courbure  principaux 
sont  égaux  et  de  signes  contraires. 

L'équation  diffèreiitielle  des  conoïdes  est  : 

Oq  en  déduit,  par  la  différentiation  : 

Eliminant  j:  etj  enlre  ces  trois  équations,  on  obtient  : 
pU  +  q^r  —  2pqs  =  0. 

La  condition  pour  que  les  rayons  de  courbure  principaux 
soient  égaux  et  de  signes  contraires  est  d'ailleurs  : 
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Si  entre  cette  éqoation  et  la  précédente,  on  élimine  toar  à 
tour  /  et  r,  on  obtient  les  deox  équations  : 

(1)  r{p'-q')~\-îipqs  =  0. 

(2)  t(p*  —  q')-2pqs^0. 

Ou  peut  écrire  l'équation  (1)  sous  la  forme  : 

Od  eu  dédait  par  rintégratîon ,  en  désignant  par  Y  anc 
fonction  arbitraire  de^  : 

P  +<l 
On  déduit  de  môme  de  l'éqnation  (2)  : 

p  +? 

(X  désignant  une  fonction  arbitraire  de  x). 
Des  équations  (3)  et  (4)  on  déduit  : 

Y 

p  =  : 


^—X'^  Y*" 
Or  on  doit  avoir  entre />  et  q  la  relation 
dp        dq 

qui  devient ,  après  toutes  les  rédactions  effectuées  : 
^__£Y 
dx~      dyr' 

relation  qni  ne  peut  être  satisfaite  qu'en  posant  : 
(  a  désignant  une  constante  arbitraire). 


Od  a  donc  : 

{btic  représentant  aussi  des  constantes  arbitraires). 
On  a  alors  pour/i  et  q  les  yalenrs  suivantes  : 
c  —  ay 

ajc-j-b 

^"[ax+by  +  ic—ajrf 
L'cqnalion  différentielle  de  la  surface  cherchée  est  donc  : 
dz  =  {C'-ajr)dj:  (ajc  +  b)djr 

çax  +  b)'+{c^aj^y  *^  {ax+by+ic—ajrf 
On  trouve  en  l'intégrant  et  désignant  par  e  une  coustanle 

arbitraire  : 

ax-^-b 

c—ay       ^^  ^ 

On  voit  alors  que  la  surface  cherchée  est  un  hélicoide 
gauche.  On  pouvait  d'ailleurs,  en  partant  de  l'équation  de 
l'hélicoïde,  reconnaître  Texistence  de  cette  propriété  ;  mais 
1c  problème  résolu  prouve  que  cet  hélicoïde  est  la  seule  sur- 
Tace  Gonoïde  jouissant  deja  propriété  énoncée. 

Note.  Ce  problème  a  aussi  été  traité  par  M.  Catalan  (Jour- 
nal de  l'École  polytechnique,  cahier  29,  p.  127,  1843,  et 
Liouville.YII,  203, 184^). 

NOTE 

Sur  la  démonsiration  de  la  proposition. XJ  du  livre  IF  de  la 

Géométrie  de  Legendre, 

9AWL  m.  BAXTOH  (OX  CBAMV) , 

Ingénieur  des  ponts  et  chaofsées. 

Rappelons  d'abord  l'énoncé  de  cette  proposition  : 
Les  circonférences  des  cercles  sont  entre  elles  comme  les 
rayons ,  et  leurs  surfaces  comme  les  carrés  des  rayons. 
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Pour  (lémoDfrer  ce  théorème ,  Legeodre  suppose  tour  à 
tour  qu'au  lieu  de  cire.  R  :  cire,  r  :  :  R  :  r,  on  ait,  s'il  est  pos- 
sible, R  :  r  ::  cire.  R  :  cire,  r' ,  H  étant  en  premier  liea 
moindre  que  r,  ensuite  plus  grand ,  et  il  fait  voir  que  ces 
deux  hypothèses  conduiraient  à  des  résultats  absurdes. 

Les  partisans  de  la  méthode  des  limites  attaquait  cette  dé- 
monstration ,  en  ce  que  Ton  y  suppose  implicitement  qu'U  y  a 
des  circonférences  de  toutes  les  grandeurs.  Telle  est  TobjectioD 
reproduite  par  M.  Catalan ,  dans  la  préface  de  son  excellent 
traité  de  géométrie,  où  il  expose  d'ailleurs  que  le  mode  de 
démonstration  connu  sous  le  nom  de  réduction  d  Fabsurdeïm 
parait  avoir  un  vice  radical,  savoir  qu'il  n'indique  en  aucnoe 
manière  le  chemin  que  Ton  aurait  pu  prendre  pour  trouver 
tel  ou  tel  théorème. 

On  a  certainement  exagéré  les  difficultés  de  cette  réducOon 
d  l'abiurde ,  et  je  crois  exprimer  une  opinion  vraie  en  disant 
que  les  démonstrations  où  ce  principe  est  employé ,  ne  sont 
pas  plus  longues  que  les  démonstrations  par  la  méthode  des 
limites,  pourvu  que  Ton  tienne  compte  des  explications  pré- 
liminaires nécessitées  par  cette  méthode  môme.  Dans  beau- 
coup de  cas,  elles  sont  plus  courtes ,  et  leur  uniformité  pré- 
sente à  renseignement  des  avantages  incontestables. 

J'avoue  cependant  que  la  méthode  des  limites  fait  mieux 
voir  la  route  suivie  pour  découvrir  la  vérité.  Mais  celle  des 
infiniment  petits  atteint  bien  plus  parfaitement  ce  but,  et 
sans  doute ,  si  elle  n'est  pas  écrite  dans  les  traités  âémen- 
taires ,  c'est  qu'elle  se  présente  naturellement,  et  fournit  les 
notions  que  la  réduction  à  l'absurde  achève  de  démontrer. 
11  ne  pouvait  entrer  dans  les  vues  de  Legendre ,  d'écrire  ce 
que  tout  le  monde  aperçoit  intuitivement  ;  l'illustre  géomètre 
n'a  dû  insister  qae  pour  établir  les  choses  en  toute  ri- 
gueur. 

Ces  réflexions  étaient  nécessaires  pour  montrer  qu'il  est 


perms  de  préférer  à  l«  méiliodc  des  limites ,  te  principed'ex • 
baiÉstiOD ,  ce  bcaa  fleuron  de  la  géomélrie  aticteoiK».  le  re- 
viens maintenant  au  théorème ,  objet  de  cette  note ,  dont  on 
a  dit  que  la  démoastratioa  par  la  rcdoclion  à  Tabsorde  n'est 
pas  rigoureuse. 

Paisqoe  Von  ne  veut  point  admettre  qui!  y  ai4  des  CHroonfé- 
rences  de  tontes  les  grandeurs,  je  ne  supposerai  pas  un 
quatrième  terme  plus  grand  ou  moindre  que  dre.  r,  mais  je 
dirai  : 

Supposons,  s*il  est  possible,  qu'on  ail  drc.  H  :  cire,  r  :: 
K  :  r  ,  r  étant  un  rayon  moindre  que  r.  Gomme  il  y  a  évi« 
demment  des  rayons ,  sinon  des  circonférences  de  toutes  les 
grandeurs,  oelte  manière  de  présenter  ia  démonstration  écar- 
lera  la  difficulté. 

A  la  circonférence  dont  le  rayon  est  r' ,  que  je  suppose  dé- 
crite GOttcentriquement  à  cire.  /*,  circonscrivez  un  polygone 
régulier  dont  les  côtés  ne  rencontrent  pas  cire.  r.  Circon«* 
scrivez  à  cire*  R  un  polygone  semblable,  on  aura  ealro  les 
périmètres  de  ces  polygones,  et  les  rayons  des  cercles  inscrits 
fol.  R  :  poL  r'  ::  r  :  r' ,  et  comme  on  a  supposé  cire.  R  : 
ctrc.  r  ::  R  :  /■',  on  aura  aussi  cire,  R  :  cire,  r  ::  pol.  R  : 
pol.  f' ,  proportion  impossible ,  imisque  cire.  R  est  moindre 
que  poi.  R ,  et  dre.  r  plus  grand  que  pol.  r  ,  donc ,  etc.  Ce 
qn'on  vient  de  diresuflit  pour  achever  la  démonstration. 

Il  y  a  doDC  des  circonférences  et  des  cercles  de  toutes  les 
grandeurs ,  conclusion  qui  lève  une  grande  partie  des  objec- 
tions du  genre  de  celle  qui  a  été  faite  par  M.  Catalan.  Cet 
exemple  fait  voir  comment  il  semble  que  Legeodre  aurait 
admis  implicitement,  dans  les  démonstrations  de  plusieurs 
propositions  importantes ,  des  vérités  tout  aussi  difficiles  à 
prouver  que  celles  qui  font  Tobjet  de  ces  propositions.  Tout 
le  traité  de  Legendre  peut  être  mis,  par  des  moyens  analoi^nes, 
à  Tabri  de  ce  reproche. 

A»?r.  o*  Matbém.  IV  29 
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Dam  ce  qui  précède ,  je  n'ai  tonché  en  rien  à  la  déflnitton 
du  rapport  de  deux  quantités  inoommenaarables  entre  eUea, 
ce  sera  l'objet  d'one  antre  note. 

Abfo.  Nous  croyons  qne  le  principe  si  évident  d' Arbogmsl 
snfBt  à  tont ,  au  passage  des  dimensions  cùurbei  aox  dimen- 
sions reetilignês^  et  an  passage  du  oommensorable  à  riaooni- 
menaorable  ;  savoir  :  que  denx  quantités  constantes  sont 
égales,  lorsqu'elles  sont  comprises  entre  deux  limites  va- 
riables ,  et  dont  la  diflërence  peut  devenir  moindre  qu'aucune 
quantité  donnée.  Ce  principe  a  le  mérite  de  la  clarté  »  de  la 
rigueur,  de  l'universalité,  de  Tuniforraité,  et  même  de  la 
brièveté.  Nous  attribuons  ce  principe  au  célèbre  ana- 
lyste de  Strasbourg ,  parce  qu'il  est  énoncé  dans  un  mé- 
jnoire  présenté  à  l'Institut,  et  non-encore  publié,  sur  les  prin- 
cipes du  calcul  infinitésimal  ;  mémoire  qui  sert  de  base  aux 
travaux  les  {dus  récents,  et  à  l'enseignement  polytechnifue 
«ctuel  de  cette  partie  de  lasdeoce  (Voir  Cak.  des  iériwUùm9j 
préface,  XII ,  note  1800;  et  Laeraiœ ,  Cak,  diff. ,  tome  I , 
S  339). 

Ainsi  dans  le  cas  actuel  =  est  compris  entre  5  et  ^  ;  P  et  0 

aont  deux  poU^gones  réguliers  de  même  nom ,  l'un  droon- 

scrity  l'autre  inscrit  \  de  même  ^,  est  compris  entre  ~  elÇ,; 

R  A  Jt 

P       F    /^       p'  C      C 

'^^  R  "^  R^'  R  ~  R/  '  R  ^'  R^'  ^"*  ^^^^       mêmes 

P     p 
limites  variables  -g-  et  ^ ,  et  on  sait  que  9—p  peut  descendre 

C       C 
au-dessous  de  toute  grandeur  donnée  ;  donc  ^  »»  ?..  La  dé- 

R       A 

monstration d'Euclide  que  —  - —  est  un  rapport  constant, 

n'est  pas  sujette  à  l'objection  faite  contre  la  démonstration  de 
Legendre  (Euclidey  XII,  prop.  2);  là  on  lit  aussi  une  pn^NH 
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«Ikm  qae  j'ai  dit  erronément  n'être  pas  dans  Euclide  (t.  III, 
p.  587 ,  observaHon)  ;  Tillastre  géomètre  Alexandria  ne  s'oc- 

cape  pas  da  rapport =~^  ;  îl  était  probablement  arrêté 

par  la  difficulté  de  démontrer  qne  V^-p  peut  devenir  plus 
petit  qo'ancane  quantité  donnée  $  la  découverte  de  la  con- 
stance de  ce  rapport  est  un  des  nombreux  titres  d'Ârchimède 

i  l'immortalité  ;  il  a  trouvé  que  cercle  R  =  -  R  circonf.  R  ^ 

cerde  R     ^        .    .    j       circonf.  R      ^        . 

or  — 5; —  est  constant  ;  donc 5 ,  est  aussi  un  rap- 

i\  il 

port  constant  double  du  premier. 

Tm. 


THEOREME 

sur  le  triangk  sHué  dan$  k  plan  d'une  conique. 


I.  Problème.  Etant  données  deux  sécantes  dans  le  plan 
d'une  conique,  mener  par  leur  point  d'intersection  dem 
autres  sécantes  simultanément  conjuguées  harmoniques  par 
rapport  aux  premières  sécantes  et  conjuguées  par  rapport 
à  la  conique. 

Solution.  Soient  MN ,  MP  les  deux  sécantes  données  ;  je 
prends  MN  pour  axe  des  x  et  MP  pour  axe  des  ^  $  et  soient 
y  =px  ^y^=qx  l'équatiou  des  deux  autres  sécantes  ;  féqua- 
tion  de  la  conique  est  à  six  termes  \  les  nouvelles  sécantes 
devant  être  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  axes, 
on  ap  -f-  9  =  0  (Foir  t.  II ,  p.  306 ,  Observation).  Les  mêmes 
sécantes  devant  être  conjuguées  par  rapport  à  la  conique  ^ 

ona:  A/— 0  =  0(1.  I ,  p.  495); 
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d*où 


-\A> 


ainsi  ic  problème  est  toujours  possible  dans  Tellipse  et  la  pa- 
rabole ;  pour  l'hyperbole,  le  problème  n'est  possible  que  lors- 
que A  et  G  sont  de  même  signe ,  c'est-à-dire  lorsque  les  deux 
sécantes  axes  sont  toutes  deux  simultanément  parallèles  à  des 
diamètres  qui  rencontrent  ou  qui  ne  rencontrent  pas. 

Soit  r  le  produit  des  segments  formés  par  sécante  MN ,  ei 
s  le  produit  des  segments  formés  par  la  sécante  MP ,  pris  à 
partir  de  M ,  on  aura  : 


•'V> 


III,  p.5!l)î 


a  étant  l'angle  que  forme  la  troisième  sécante  avec  Taxe  des 
X ,  et  a'  l'angle  qu'elle  forme  avec  l'axe  des^,  on  a  : 


sin  a     %     /s 


il  est  évident  qu'une  sécante  entre  dans  l'angle  des  coordon- 
nées de  même  signe,  et  l'autre  dans  l'angle  adjacent.  Lorsque 
les  deux  axes  donnés  sont  des  tangentes ,  la  sécante  intérieure 
devient  un  diamètre. 

II.  Théorème.  Un  triangle  ABC  étant  situé  dans  le  plan 
d'une  conique,  si  par  le  sommet  A  on  mène  deux  sécantes 
simultanément  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  cô- 
tés AB,  AC,  et  conjuguées  par  rapport  à  la  conique;  de 
même  aux  sommets  B  et  G  ;  les  trois  sécantes  intérieures  se 
coupent  en  un  même  point  ;  de  même  deux  sécantes  exté- 
rieures parlant  des  sommets  A  et  B,  et  la  sécante  intérieure 
fmrtant  de  G  :  en  tout ,  quatre  points  de  rencontre. 

DémfmstnUiùn.  Soient  a  et  a'  les  angles  que  forme  la  se* 
cante  intérieure  partant  de  A  avec  les  côtés  AC  et  AB  ;  p  et 
,3'  les  angles  que  forme  la  sécante  en  B  avec  BA  et  BC  ;  y  et 
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7  les  angles  que  fait  la  sécante  en  C  avec  CB  et  CA  ;  -r-r 

sin  u*' 

est  égal  an  rapport  des  segments  formés  en  A ,  sar  AB  et  AC 

Suffisamment  prolongés  (1).  De  même  -r-;^  et  -r-r^  pour  les 
■  '  smp       smV*^ 

segments  formés  en  B  et  en  C  ;  donc   ,  ^  ,  .  ,L  .  .  \  est  égal 
^  smVsin'p'smV        ^ 

au  produit  des  trois  rapports  scgmentairea.  Mais  d'après 

le   théorème  de  Carnot,   ce  produit  est  égal  k  Vanité; 

j       sina  sin(5  siuv       .  ^     .     .  ^  .       .   ^. 

donc-: — ,  .   w  . — 7==t:^  »  le  signe  supérieur  indique  que 
sina'sin^  smy'  •or  ^     M 

les  trois  sécantes  intérieures  se  rencontrent  en  an  même 

point ,  et  le  signe  inférieur  est  relatif  à  la  seconde  partie  du 

théorème.  Mais  pour  Thyperbole ,  le  théorème  ne  subsiste 

qa'avec  la  .restriction  signalée  ci-dessus. 

Observation  I,  Lorsque  les  côtés  du  triangle  sont  des  tan- 
gentes à  la  conique,  un  des  quatre  points  de  rencontre  est  le 
centre  de  la  conique»  et  les  trois  aulrcs  points  de  rencontre 
sont  les  centres  respectifs  de  coniques  semblables  à  la  conique 
donnée,  semblablement  située  et  touchant  les  côtés*  du  tri- 
angle ;  propriétés  faciles  à  démontrer. 

Observation  IL  Lorsque  la  conique  est  un  cercle,  le  théor 
rème  donne  la  propriété  élémentaire  des  bissectrices  des 
angles  d'un  triangle  ;  et  par  la  méthode  des  projections ,  ce 
théorème  élémentaire  suffit  pour  établir  le  théorème  relatif 
à  l'ellipse ,  mais  non  pour  les  deux  coniques  à  branches 
ioGnies. 

Observation  IIL  Le  théorème  subsiste  également  lorsque 
le  triangle  ABG  est  inscrit  dans  la  conique  ;  alors  le  rapport 

segmentaircse  trouvant  sou«la  forme  de  -  a  une  valeur  déter- 
minée (t.  III,  p.  512]. 
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SUR  L'ÉVALUATION 

du  volume  d'un  parallélipipède  à  um  hase  sphérique. 

D'ajrrés  Euler  O- 


Z.  Soient  O  le  centre  d'nne  sphère;  OA ,  OB,  denx  rajoos 
à  angle  droit  \  M  un  point  sur  OA  ;  N  un  point  sur  OB.  Ayant 
construit  le  rectansle  OMPN ,  on  le  prend  pour  base  d'un 
parallélipipède  droit ,  qn'on  prolonge  jnsqu'à  la  sphère.  H 
s'agit  dVyaluer  le  volume  de  cette  portion  de  la  sphère. 

II.  Désignons  par  GO',  MM',  PP\  NN'  les  quatre  arêtes 
du  parallélipipède. 

Faisons  OM  =s  m  ;    m  et  n  sont  plus  petits  que  r  f 
ON=n; 

00'  =  r  =  rayon  de  la  sphère  ; 
on  aura  : 

PP''=r»— m'— n'=/'; 


m 

= 

sinu; 

n 
m' 

= 

^ni^'f 

mn 
mW 

=3 

mt. 

y  =  le  volume  du  parallélipipède  spbérique. 
Ooa  : 

6V  ==  2mnp'-\-  ^r^  [mu  +  w  —  rt]  -f  nn'^u  +  /wm'V. 


(')  N.  Comm.  Petrop.,  tome  XIV,  p.  80,  an.  17«9. 
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III.  Lors^pie  le  point  P  c»t  snr  la  spikère,  alors  m'-f /^'»r'; 
m=sn!;  n  =  m';  elFosia: 


ce  qui  aUeiot  le  maximnin  lorsque  m  =  ?<  ;  et  alors 

/«•  =  Ç  =  «\   6V  =  ^[5|/2-4]. 


SUR   LBS    LIGNES 

APLANÉTIQUES,  LEMNISCATES ,  CAUSTIQUES ,  irrc. 


1.  Lbmmb  I.  L'enveloppe  d'an  cercle  assojeUi  à.  passer  par 
on  point  fixe,  et  à  avoir  son  centre  sur  une  droite  fixe  est , 
outre  le  1®'  point  ûxe^  an  second  point  fixe,  symétrique  an 
premier ,  relativement  à  la  droite. 

2.  Lbmme  II.  Un  cercle  étant  assujetti  à  avoir  son  centre 
SOT  une  ligne  plane  quelconque,  et  à  passer  par  un  point 
fixe,  situé  dans  le  même  plan ,  le  lieu  du  point  symétrique 
an  point  fixe ,  relativement  aux  tangentes  à  la  ligne  donnée, 
est  la  courbe  enveloppe  du  cercle  ;  plus  le  point  fixe  lui^ 
même. 

Démomiration.  Le  cercle  mobile ,  dans  deax  positions  in- 
finiment voisines,  peut  être  considérée  comme  se  mouvant 
sur  la  tangente;  or  le  point  d'intersection  de  ces  deux 
cercles,  est  le  point  de  contact  du  cercle  mobile  avec  son  en- 
veloppe; donc... 

3.  Lemmb  III.  Un  cercle  étant  assujetti  à  avoir  son  centre 
sur  une  droite  fixe ,  et  à  toucher  constamment  une  seconde 
droite,  situées  Tune  et  l'autre  dans  le  même  plan,  a  pour  en- 
veloppe, outre  cette  seconde  droite,  une  troisième  droite  fixe  ^ 


6V  =  irr*(m  +  n— r)  4.-mn(m-|-n);  l 

^  f 
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la  première  droite  est  la  bissectrice  des  deux  aaires.  Pour 
chaque  positioo  particulière  do  cercle  mobile,  le  point  de 
contact  avec  son  enveloppe  est  le  point  symétrique  »  relatiye- 
nient  à  la  première  droite ,  du  point  où  le  cercle  touche  la 
seconde  droite. 

4.  Lemme  IY.  Un  cercle  étant  assujetti  à  avoir  son  centre 
sur  une  ligne  plane,  et  à  toucher  constamment  une  seconde 
ligne,  située  dans  le  même  plan ,  pour  chaque  position  par- 
ticulière du  cercle  mobile ,  le  point  de  contact  avec  l'enve* 
loppe  est  le  point  symétiique  du  point  de  contact  avec  la  se- 
conde ligne,  relativement  à  la  tangente  à  la  première  ligne , 
menée  par  le  centre  du  cercle  ;  c'est  une  conséquence  immé- 
diate du  lemme  précédent. 

5.  Dé/imtùm,  Une  ligne  aplanètique  est  Tenveloppe  d'un 
cercle  variable  de  grandeur,  et  dont  le  centre  décrit  une 
ligne  plane  nommée  dtrec^rtce ,  etqoi  touche  constamment 
une  seconde  ligne  située  dans  le  mtee  plan ,  et  qu'on  peut 
nommer  ligne  |»o/air«. 

6.  Si ,  conservant  la  même  directrice ,  on  prend  la  ligne 
aplanètique  pour  ligne  polaire,  celle-ci  deviendra  une  ligne 
aplanètique;  donc  ces  deux  lignes  sont  conjuguées  relati- 
vement à  la  directrice  ;  élant  données  deux  lignes  planes 
quelconques,  On  peut,  généralement  parlant,  les  considérer 
comme  conjuguées,  relativement  à  udc  ligne  directrice; 
ainsi  deux  droites  sont  a/planéiiqaemmt  conjuguées,  relati- 
vement à  leur  bissectrice  ;  deux  cercles  sont  aplanétiqoement 
conjugués,  en  prenant  pour  directrice  une  hyperbole,  etc. 

7.  Lorsque  la  ligne  polaire  se  réduit  à  un  point  fixe,  on 
rentre  dans  le  cas  du  lemme  II. 

r     6.  Pour  mener  une  tangente  à  une  ligne  aplanètique ,  par 
un  point  situé  sur  la  ligne,  it  suffit  de  mener  une  tangente  au 
cercle  mobile,  répondant  à  ce  point. 
9.  Problème.  Étant  donnée  Téquation  d'une  conique  dîrcc- 
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trice ,  et  les  coordonnées  d'nn  pôle ,  trouver  Téquatioa  de  U 
ligne  aplanétique ,  conjngoée  au  pôle. 

SoluUan.  Soit  Ay'  +  Bxy  +  Gx'  +  Dr  +  Er +  F  =  0, 
réqnatioQ  de  la  coniqoe  ;  les  axes  sont  rectangulaires  ;  et 
soient  a  et  6  les  coordonoées  du  pôle  ;  abaissant  du  pôle  une 
perpendicnlaire  sur  une  tangente  à  la  conique ,  passant  par 
le  point  (jo^^y) ,  et  doublant  cette  perpendiculaire,  on  aura 
un  point  de  Tenveloppe  (lemme). 

Or,  Ton  a  : 
y  pAr+Bx+Dl+o:'  [2Cx+Br+E]  =:  —  Dr  —  Rc— 2F , 
équation  de  la  tangente  ; 
y  [Br  — 2Aj:  — B6  +  2A«]  ^x»  [2C^  — Bj:  ~  2CZ^+Ba]= 

=  — E^  +  Dx  +  Efr— Daj 
équation  d'une  perpendiculaire  à  la  tangente,  abaissée  du 
pMe. 

De  là  on  tire  : 

jr  —  T 

,_k{y-^^x')-^y{n  —  kb)  ^  x{l-^bk)  ^nb  +  al 

T=r  w  (y +x')  — ^  {k  -f  w6)  -  a:  (it  +  ma)  +  blê-^ak  ; 

substituant  les  valeurs  de  y ,  j^'  ,  dans  Féquation  de  la  co- 
nique y  on  a  Féquation  du  lieu  de  la  projection  du  pôle  sur  la 
tangente.  Pour  racilitcr  le  ca^pul ,  nous  devons  faire  con- 
naître cinq  nouvelles  identités  qui  se  présentent  très-souvent. 

1 .  Ar  —  Bnr  +  Cn'  +W kf^Enk'+  F^  =  A/"  —  B/xf  + 
+  Cn'  —  Fr  +  k'IBr  —  En  +  2F^']  =  AZ"  —  B/i/'  + 

+  Cft'— F)t'*  =  L/'. 

2.  An'  -  Bnl  +  CP  —  Bnk  +  Flk  +  F*'  =  II, 

3.  2A*'r+B[«'  — >fn]  — 2Citn  +  D[m^+^'^+F[Jt^— m/i]+ 
+  2F/wA=/'[2AÂ'+ Bit  +Dm]  -  n  [2C^+B*'  +  Em]+^  [DA:'  4- 

+E*+2mF]=2LA:'. 
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5.  - 2A/'/i  +B[//'+n']— 2CZ/i  +  0[/'i:— «A:'3+E[tt'— «*]+ 
+2Fitife'=— «[aA/'— B»+2C/]+B/r— 2FA*'+  A[D^-  El*]- 

— A'[D/»— Ei]+4FA*'=— 2l.«  5 
effectaant  le  calcol,  et  après  avoir  divisé  tous  les  termeg  par 
le  factear  comman  L ,  il  vient  : 

w»(r'+-^T  — 2(m6+^')^*  — 2(m^z+^)x5  —  2j^x(am+^)—  1 
— ^xy{bm-{-k')  -k-y  \mb* + 46A:'+2*/ï+/]+2jr^[m^z6+*6  + 
^k'a  —  »]+a:'  [ma"+4ûi&+2/f  6+  /]+%-  [  -  ifr**»  —  Aa^— >  (!) 
-  /'Z^ + niz]  +  2j:  [  —  Aa'  —  if iz^  —  te  +  nfr]  +  è7'+aV—  | 
— 2nab=z0. 

Remplaçant  x  et  ^  par  -  ef^  ,  on  obtient  Téquation  de  te 

courbe  aplanétiqae  cherchée. 

Corollaire  L  La  ligne  donnée  par  Téquation  (1)  est  donc 
une  ligne  semblable  à  la  courbe  aplanélique ,  semUaUement 
placée ,  de  dimension  moitié  moindre  ;  et  le  pôle  est  le  centre 
d'homolôgie. 

Remarque,  L'intersection  de  la  courbe  (1)  avec  la  conique, 
donne  les  pieds  des  normales  menées  par  le  point  (a ,  6)  à  la 
conique  ^  nous  savons  d'ailleurs  que  ces  points  sont  déter- 
minés par  l'into'sectioD  de  la  conique  avec  une  hyperbole 
équilatère  (p.  17 ,  t.  II)  ;  qui  est  aussi  le  lieu  géométrique  de 
l'intersection  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  (a ,  b) 
sur  une  tangente ,  avec  le  diamètre  passant  par  le  point  de 
contact.  (Poncelet ,  Propriétés  projectives ,  p.  288,  $  492.) 

Corollaire  IL  En  prenant  la  ligne  (1)  pour  ligne  polaire , 
le  pôle  devient  l'aplanétique  conjuguée  ;  ainsi ,  la  ligne  doit 
passer  par  Je  pMe  (lemme  6).  En  effet,  Téquation  est  satis- 
faite en  faisant  x  =  aeij'  =  b;ce  qu'on  pouvait  prévoir  par 
les  valeurs  de  :t/  ety ,  qui  se  réduisent  par  ces  substitutions 
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CoroBaire  IJL  Lorsque  m  n'est  pas  nul,  les  termes  dur 
qutrièine  defré  ne  peuvent  s'anéantir  ;  donc  pour  l'ellipse  et 
l'byperlwle  l'aplanétique  est  toujours  une  courbe  fermée. 

Corollaire  IF.  Si  le  pMe  se  confond  avec  l'origine,  alor» 
l'équation  (1)  devient  : 


,    (2) 

Lorsque  l'origine  est  un  foyer,  l'on  a,  comme  on  sait,  1  =  1' y 
n  =  0  ;  l'équation  divisible  par  j^+-^'  devient  celle  du  cercle 

'w  {y+  ar')  —  2ity— 2A:x  +  /=  0  , 
cercle  concentrique  à  la  conique  et  passant  par  les  extrémi- 
tés de  l'axe  focal.  Dans  la  parabole ,  le  cercle  se  change  dans 
la  droite ,  ayant  pour  équation  2^^-  +  2kx  —  / = 0 ,  qui  est 
la  tangente  au  sommet. 

Corollaire  V,  Passant  aux  coordonnées  polaires,  l'équa- 
(ioo  (2)  donne,  après  avoir  divisé  par  z'  ; 
W8"— 22  (A/sIn  <p + A:  cos  9) -j- f  sin>— 2/isin  <p  cos  <p + /  cos'^F=0  ; 
d'où  :  

w2=A'8iny+*cos<pdb2V/L(A.cos>— -Bsinycosf-fCs^"'?) 
[Voir  les  identités ,  1. 1 ,  p.  490). 

V  Ellipse.  La  quantité  sous  le  radical  ne  peut  jamais  deve- 
nir nulle  et  reste  essentiellement  positive.  Donc  z  est  tou- 
joars  réelle  :  autrement  une  droite  menée  par  l'origine  coupe 
la  courbe  en  deux  points.  Pour  que  z  soit  nulle ,  il  fauttjue 
Ton  ait  t  sin*  ^  cos<p  — 2n  sin«pcoscp  -f- ^cos'«p  =  0;  ce  qui 
donne  : 

/idb2\/FL 

langy=: 

m 

Lorsque  l'origine  est  dans  l'intérieur  de  la  courbe ,  FL  esl 
négatif;  par  conséquent,  lorsque  l'équation  est  débarrassée 
de  z%  la  courbe  ne  passe  point  par  l'origine  -,  mais  lorsque 
Torigine  est  extérieure  à  la  courbe,  le  produit  FL  étant  positif 
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(t.  II,  p.  lia),  la  courbe  passe  par  l'or^iDe,  qoi  est  alors  an 
point  multiple  ;  ce  qui  est  d'ailleurs  évident  «  puisque  alors 
on  peut  mener  par  Tongine  deux  tangentes  à  Tcllipse.  Il  est 
possible  aussi  de  mener  par  la  même  origine  denx,  trois  on 
quatre  normales  (t.  II ,  p.  22,  23).  Ainsi,  selon  la  position  de 
Torigine,  la  ligne  aplanétique  touchera  rellipse  en  denx,  trois 
ou  quatre  points  :  il  est  éyident  qu'elle  n'a  aucun  point  dans 
rintérieur  de  l'ellipse. 

L'origine  étantau  centre ,  et  rapportant  Tellipse  à  ses  axes 
principaux ,  il  vient  : 

mz  =  2  l/L  (A  cos*  ç  +  C  sin». 

2*  Désignant  le  grand  axe  par  a  et  le  petit  axe  par  6 ,  oa 

aura  : 

z*  =  a*  C08*<p  +  b*  sin>. 

a  est  toujours  un  maximum  ;  et  tant  qu*on  aLa*<C  26%  b  est 
aussi  un  maximum;  la  courbe  aplanétique  est  comprise  entre 
l'ellipse  et  les  côtés  du  rectangle  circonscrit  à  Tellipse.  Mais 
lorsque  <z*  est  supérieur  à  6%  b  devient  un  minimum,  et  il  y 
a  à  l'extrémité  du  petit  axe  un  point  de  rebroussement  :  et 
lorsque  a*=26%  les  extrémités  du  petit  axe  sont  des  centresde 
courbure  (t.  II,  p.  79),  et  l'ellipse  est  la  projection  d'un  ccrdt 
incliné  de  45""  sur  le  plan  de  l'ellipse  ;  et  dans  ce  cas ,  6  est 
encore  un  maximum.  En  général ,  pour  que^  devienne  égal 
à  bn,  il  faut  avoir  x  =  0  ou  x*  =  a"—  26". 

L'aire  de  la  courbe  est  égale  au  demi-cercle  construit  sur 
la  corde  du  cadran  elliptique. 

zdff  est  Télément  d'un  arc  elliptique  j  seconde  espèce  de 
transcendante  elliptique. 

2"*  Hyperbole.  La  quantité  sous  le  radical  peut  dcTenir 
nulle  et  par  conséquent  devenir  imaginaire  $  on  obtient  ainsi 
pour  tangf  deux  limites  : 

tang<p=— — _. 


-*29  — 

on  peai  «apposer  B  =  0.  On  toit  donc  que  les  droites  limites 
sont  perpendiculaires  aux  asymptotes  et  se  conrondcnt  atec 
elles  9  lorsque  l'hyperbole  est  équilatëre. 

Lorsque  Torigioe  est  au  centre ,  l'équation  devient,  après 
avoir  divisé  par 'z*  : 

z'  =  a'cos*?  —  6*sin*<p  ; 

ce  centre  est  un  point  d'inflexion  ;  la  courbe  a  la  forme  d'un 
huit  de  cbiflre,  plus  connu  sous  le  nom  de  lemniscate ,  mot 
dérivé  du  grec,  où  il  sîgniGe  une  rosette  de  ruban.  Si  b'^a, 
la  lemniscate  est  dans  Tangle  des  asymptotes,  qui  sont  sé- 
cantes. Si  fr  =  a,  les  asymptotes  deviennent  tangentes;  et 
pour  6  <  a ,  la  lemniscate  coupe  les  asymptotes  en  deux 
points ,  outre  Torigine  qui  est  un  point  double  (  p.  142 ). 
L'équation  aux  coordonnées  rectangulaires  est  : 

(y+zy=a*x*—by; 

résolvant  par  rapporta  x,  on  conclut  facilement  que  la  va- 
leur  maxima  de ^  est  ~-,  qui  répond  à  l'abscisse 

Si  nous  désignons,  dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  un, 
par  <r  la  longueur  numérique  de  l'arc  dont  la  tangente  trigo- 

nométrique  est  .-,  l'aire  totale  de  la  lemniscate  est  : 

1  ç(a'-  6')  +  \  (a'+  b*)  sin  2(t. 

2  4 

Lorsque  l'hyperbole  est  équilalère  (lemniscate  de  Ber- 
nouUi) ,  cette  expression  se  réduit  à  : 

—  est  rélément  de  la  première  espèce  de  transcendante 

z 

elliptique. 
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Faisant  A* =&'=:âa^  rèipiation  peut  se  mettre  i 
forme  : 

Donc  la  lemniscate  de  Bemoulli  est  aussi  nne  Cassinoide  , 

ayant  ses  deux  foyers  sar  Taxe  transverse ,  à  une  distance  da 

a 
centre  égsle  à      =. 

V/12 

10.  On  peut  donner,  dans  certains  cas  particuliers,  aux 
équations  de  la  tangente  et  de  la  normale,  des  formes  très- 
avantageuses,  surtout  pour  résoudre  promptement  des  pro- 
blèmes aux  examens. 

Soit  l'équation  de  Tellipse ,  rapportée  aux  axes  principaux. 

On  voit  facilement  qu'en  prenant  : 

_       ma'  b^ 

j:  et^  sont  les  coordonnées  d'un  point  de  l'ellipse  ;  or,  en 
ce  point,  on  a  : 


y  =z  mx  +  J/'/»>a*+  6*  (1) ,  équation  de  la  tangente  ; 

1  c^ 

y  = X .  (2),       id.      delà  normale; 

^  VmW+b* 

ou  c*  =  a*—  y, 

La  forme  (1)  est  une  suite  de  Téquation  (18)  (t.  II,  p.  108), 

et  on  trouve  la  forme  (2)  en  supposant  y=z jc-^-pç^) 

m 

et  déterminant  p  de  manière  que  l'intersection  des  droites  (1) 
et  (3)  soit  sur  l'dlipse. 

Prohl.  L  Trouver  le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  [x\y)  sur  une  tangente  à  l'ellipse. 

Sohmon,  La  parallèle  à  la  normale  a  pour  équation  : 

m 
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éliminant  m  entre  cette  équation  etTéqaation  (1),  il  vient  .- 

[y  (r  -y) + M^  -  ^)y = ^\^  -  ^y+  ^\r-y)% 

équation  du  lieu  cherché. 

ProbL  II.  Troayer  le  lien  da  pied  de  la  perpendieiilaire 
abiiisée  da  point  (y,  y)  sur  la  nornaale. 

Solution.  y-^y=::m{x  —  a/), 

éqaatioa  de  la  parallèle  à  la  tangente  ;  éliminant  m  entre 
cette  équation  et  l'équation  (2),  il  Tient  : 

é(|aation  du  lieu  cherché. 
Parabole.  Équation  y =âpxi  axes  rectangulaires. 

x'=  r^^  ;  y  =  ^ ,  équations  d'un  point  de  la  parabole  ; 

yz=imx  +  ^ ,  équation  de  la  tangente  \ 

y=i h  —  +  îAî  î  équation  de  la  normale  ; 

'2iy-^y?y'^^{y-yrM^-^')^^{r-r/n^-^)'^I^^ 
La  première  équation  est  celle  de  la  projection  du  point 
quelconque  {J^^y)  sur  la  tangente»  et  la  seconde  sur  la 
normale. 
Faisant  x' 5=^  =  0, 

la  première  équation  devient  .- 

équation  de  la  dssovde. 

(  La  suite  prochainement.) 
Tm. 
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THÉORÈME 
Sur  le  triangle  inscrit  dans  une  cùnique. 

Théorème  I.  Un  triangle  étant  inscrit  dans  ane  conique ,  si 
par  chaque  sommet  on  mène  une  droite  respectiYemeoi 
conjuguée  au  côté  opposé ,  les  trois  droites  se  coupent  en  un 
même  point. 

Démonstration.  Soit  ABG^  le  triangle  inscrit;  prenons  hB 
pour  axe  des  jt  ,  et  AG  pour  axe  des  y  ]  l'équation  de  la  co- 
nique sera  :  Ay4-Bj:^-|-Cx*+Dr-|-Er=:0  ;  on  aura  ainsi 
coordonnées  du  point  A  ;  j:=0  ;  ^^=0  ; 

Id.  BiX=-?;j.=0, 

Id.  C;x=05r=-Ji 

équation  de  la  droite  AB  ;  ^ = O  ^ 
AC,  j:  =  0, 

BC,A£^  +  CDj:+DE=0; 
ayant  égard  à  Féqualion  (5)  {Nouvelles  Annales ,  tome  I . 
p.  495) ,  il  vient  : 
équation  de  la  droite  conjuguée  & 

AC ,  passant  par  B;  2AQr+BCx+BE=0, 

AB,        Id.         C;AB^+2AGr  +  BD=0, 

BC,        Id.         A;AAy-CAx=0. 

Eliminant  D  et  E  des  deux  premières  équations,  on  obtient 

la  troisième  ;  par  conséquent  les  trois  droites  passent  par  le 

même  point. 

Observation  I.  Celte  propriété  connue  pour  le  cercle,  peol 
être  transportée  par  les  projections,  dans  Tellipse,  mais  non 
dans  les  deux  autres  coniques. 

Observation  II.  En  suivant  la  même  marche ,  on  démontre 
facilement ,  que  les  droites  conjuguées  respectivement  à  as 
côtés,  et  passant  par  les  milieux  de  ces  côtés,  se  rencontrent 
aussi  en  un  point ,  qui  est  sur  la  même  droite  que  le  point 
précédent  et  le  œntre  de  gravité  du  triangle;  théorème 
d'Euler  généralisé.  Xm. 
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GRAND  CONCOURS  (aDDée  1845). 

Etant  dorme  un  cercle ,  et  un  point  dans  son  intérieur  ^  on 
s^fpoee  que  sur  chacun  des  diamètres  de  ce  cercle ,  on  décrive 
une  ellipse  qui  ait  ce  diamètre  pour  grand  axe ,  et  qui  posée  par 
le  point  donné:  On  demande 

V  L'équation  générale  de  ces  ellipses, 
2®  Le  lieu  géométrique  de  leurs  foyers. 
3*  Le  lieu  géométrique  des  extrémités  de  leurs  petits  axes . 

PRIX  D'HONNEUR. 

PAA  K.  COVI.KA&D-DS8COS  (  AVSZW-£mZXJB  ) . 

Né  A  Paris,  te  21  février  1826. 

(Ciéve  «iseme  da  collège  royal  de  Louis-le-Grand.  ~  Clasia  de  M.  Rksliard.) 


Je  prendrai  poar  axe  des  or,  ane  droite  passant  par  le  contre 
du  cercle  donné ,  et  par  le  point  donné  M  :  pour  axe  dos.r, 
une  perpendiculaire  à  cette  droite  menée  par  le  centre.  Soit 
a  le  rayon  du  cercle  ^  et  ^  la  distance  AM . 

1*  Je  considère  (Fig.  44),  un  diamètre  quelconque  BC,  tai- 
sant avec  Taxe  des  x  un  angle  a>  :  soit  BMC  l'ellipse  ayant 
le  diamètre  DE  pour  axe  -.  si  on  la  rapporte  aux  axes  rectan- 
gulaires Ax' ,  Ay ,  son  équation  sera  de  la  forme 

(1)  aY  +  i^"^"=a'b\ 

Pour  déterminer  b ,  remarquons  que  cette  courbe  passe  par 
le  point  M ,  dont  les  coordonnées  par  rapport  aux  axes 
Ajc',  Ay ,  sont  AP  et  —  MP  ;  ou  on  fonclion  de  Tangle  va  - 
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riable  o ,  «^  coi  &>  et  —  <^  sin  oa.  idnsi ,  nous  anrcNif  Tiden- 
tilé: 

d'où 

Remplaçant  &*  par  sa  Talenr  dans  l'éqaation  (1) ,  nousaa- 

rons  : 

a^iP  sin'ti  akT  sin'o» 


on  en  sapprimant  a*  de  part  et  d'aatre ,  et  chassant  les  dé- 
nominateors , 

(2)      (a*— flP  cos  w)j^"  +  Épsin'w.x*  =  a' J'sin  «. 

Telle  est  l'équation  d'une  ellipse  quelconque  BMC,  ayani 
pour  axe  un  diamètre  du  cercle ,  faisant  arec  l'axe  des  x  on 
angle  &> ,  et  passant  par  le  point  M  :  cette  ellipse  étant  rap- 
p<ff tée  au  diamètre  kx'  pris  pour  axe  des  x ,  et  au  diaBoètre 
perpendiculaire  Ay  pris  pour  axe  des^  :  pour  obtenir  Té- 
qnation  de  la  même  courbe ,  rapportée  aux  axes  primitifs . 
Axy  Axj  il  suffira  de  remplacer  or^  j^  par 
arcos*>+^sini», 

—  X6in«»-|-J^C06»; 

ce  qui  donne  toutes  réductions  faites , 

(E).. ..  {{a*  -  d")  co8*«+^ sin'w  j^— 2(a"— rf')sin*ic08ti.xr+ 

+«'  sin*oi.  x'— a'ûT  sin*ci>=0. 
On  peut  vériBer ,  ce  qui  est  assez  évident  de  soi-même,  que 
Taxe  dirigé  suivant  le  diamètre  Ajir'  est  un  grand  axe  :  quand, 
comme  on  le  suppose  ici,  le  point  M  est  intérieur  au  cercle. 
En  effet ,  la  demi-longueur  de  cet  axe  =  a  ;  celle  de  son  ooo- 

jugoé, 

adsiuiti        ^      a^sino»      a^siuoi 

""  V^a*  — iTcosV       Vd^^X^taJT  ^  **"'*  ~ 


T  ChercboDS  maintenanl  le  liea  géométrique  des  foyers  : 
pour  l'obteDir,  coasidérons  réquation  (2)  ;  en  désignant  par  f 
la  demi-excentricité  de  Fellipse  qu'elle  représente,  ou  la  dis- 
tance du  centre  au  foyer  F,  nous  aurons  évidemment  : 

,__  ,      a'^Tsîn'ô»   _  a^ — g^rf'cosV — a*^8in'ci)_ 
(3)         P— ^""a'-^cos'w""  a»-^cosV  ~ 

*"  a"  —  ^'  cos'u)' 

Noos  avons  ainsi  l'expression  de  p  en  fonction  des  quantités 
connues  a  et  <i ,  et  de  Tangle  6>  que  fait  avec  Taxe  des  x  la 
droite  AF;  par  conséquent  on  pourra  regarder...  (3)  comme 
réquation  polaire  du  lieu  des  foyers  :  le  pôle  étant  à  Tori- 
giae,  et  l'axe,  polaire  dirigé  suivant  l'axe  des  x. 

Si  Ton  roulait  avoir  le  lieu  des  points  F ,  il  suffirait  de 
remplacer  dans...  (3)  co  par  «a — 180%  ce  qui  n'altérera  pas^ , 
puisque  le  cosinus  de  l'angle  variable  n'y  entre  qu'au  carré. 

Pour  reconnaître  facilement  ce  que  représente  l'équa- 
tion (3) ,  repassons  des  coordonnées  polaires  >  aux  coor- 
données rectilignes  :  ce  passage  peut  ici  s'effectuer  trés- 
simplemfent  En  effet,  chassons  les  dénominateurs,  il 
viendra  : 

«y  -.  ^p  *  cos'w  =  a*  (a^ — d\ 

ou  bien 

a^  (  p*  cos*w  +  0  sin'w)  —  rf'p"  cos'o)  =  a*  (a'  —  éf)  ; 
mais 

p  cos  Cl)  =  X ,  p  sin  M  =^ , 
donc 

ou  bien 

(F)  «y  -h  (a'-rf*)  X-  =  a»  («'  -^';, 

équation  d'une  ellipse  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes. 


L'axe  dirigé  suîTaDi  Ax ,  a  pour  longueur  âci ,  et  soo  con« 


jttguéa  pour  longueur  2  |/a'—  rf*. 

Ainsi ,  par  le  point  donné  M  (fig.  45)  J'élèverai  une  per- 
pendiculaire à  BC  qui  rencontrera  la  circonférence  en  H  : 
par  le  point  H ,  je  mènerai  une  parallèle  à  BC  ,  qui  coupera 
Ay  enD;  puis  je  prendrai  le  symétrique  E  de  D  par  rap^ 
port  au  centre  A.  :  DE  sera  le  petit  axe  ;  car 

DE  =  2.AD  =  aV/a'—rf*. 
D*aiUenrs  le  grand  axe  =  BC  :  connaissant  les  deux  axes  de 
Tellipse  donnée  par  l'équation  (F),  on  pourra  facilement  Is 
construire. 

La  figure  AMHD  est  un  rectangle;  par  conséquent  DMs= 
AH  =  AB  :  donc  le  point  donné  M ,  et  son  symétrique  M'^  par 
rapport  au  centre  sont  les  deux  foyers  de  l'ellipse  ..  (F). 

On  pouvait  parvenir  à  ces  résultats  par  des  considérations 
géométriques.  Considérons  une  des  ellipses  en  question 
{Fig.  45)  :  soit  IK  son  grand  axe  ;  soient  F  et  F  ses  deux 
foyers  :  nous  aurons  : 

MF  +  MF  =  2tf. 
Mais  les  deux  droites  MlVl'  et  FF'  se  coupent  muHiellemenl 
en  deux  parties  égales  :  donc,  les  quatre  points  F,  M,  F,  M', 
^ont  les  sommets  d'un  parallélogramme  ;  piar  conséquent 

MF  =  FM': 
ainsi 

MF  +  MF  =  MF  +  M'F  =  2a. 

Donc  le  point  F  appartient  à  une  ellipse  ayant  pour  grand 
axe  BC ,  et  pour  foyers  les  deux  points  M  et  M'. 

Z""  Cherchons  enfin  le  lieu  géométrique  des  extrémités  des 
petits  axes  :  en  nommant  p  la  distance  AD  {Fig,  44) ,  nous 
^vons  trouvé  : 

•        ^^^  ^'"'^^ 


poar  ayoir  l'équation  polaire  do  lieo  cherché ,  il  est  clair 
qu'il  suffit  de  cbaug^er  »  en  &>— 90*"  ;  ce  qui  donnera  : 

, (Cd^  cos'w 

^  ""a*— ^sin'to' 

ou  en  extrayant  la  racine  carrée , 

,«,,  a^/ CCS  Cl) 

V/tf'-iTsin*^ 

La  courbe  représentée  par  cette  équation ,  est  évidemment 
symétrique  par  rapport  à  Taxe  polaire ,  et  à  une  perpendi<!0- 
laire  menée  par  le  pôle  à  Taxe  polaire  :  de  sorte  que  pour 
avoir  la  forme  dé  la  courbe,  il  suffira  de  faire  croître  m  de- 
pus  0  jusqu'à  90  :  si  Ton  fait  o»  =s 0,  p  =  li  :  donc ,  le  lieu 
passe  par  le  point  M  :  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  u» ,  le 
dénominateur  ne  s«ra  jamais  nul  ;  par  conséquent ,  toutes 
les  valeurs  de  p  sont  finies ,  et  la  courbe  est  limitée  dans  tous 
les  sens.  D'ailleurs  pour  «i  =  90"",  p  =:  0  ;  donc ,  la  courbe 
passe  par  Forigine ,  et  comme  on  peut  regarder  ky  comme 
la  limite  des  positions  d'une  sécante  variable,  tournant  au- 
tour de  l'un  de  ses  points  d'intersection  A  avec  la  courbe , 
jusqu'à  ce  que  l'autre  vienne  se  confondre  avec  le  premier, 
on  peut  affirmer  que  la  courbe  est  tangente  à  l'axe  des^  ;  ce 
qui  donne  l'arc  de  courbe  AEM  {Fig.  46).  11  est  facile  mainte- 
nant de  tracer  la  courbe  entière.  Elle  n'a  aucun  point 
commun  avec  le  cercle  :  c'est  ce  qu'il  est  très-facile  de  vé- 
rifier. 

En  cherchant  la  tangente  trigonomélrique  de  l'angle  que 

la  tangente  à  la  courbe  fait  avec  le  rayon  vecteur  du  point  de^ 

contact,  on  reconnaît  que  cette  tangente  devient  infinie  pour 

d 
•>= 0  ;  en  effet ,  on  trouve  en  posant  -  =  0  : 

cosw  (1— e'sin'w) 
tang,  d  = : — >  ,    ,     ■. 
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Par  coniéqiient  la  taDgeote  A  M  est  perpendtcolaiFe  à  Taxe 
des  X, 

Si  l'on  supposait  le  point  M  sar  la  circonférenoe ,  il  est  clair 
alors  que  les  ellipses  qui  satisferaient  aax  conditions  da  pro- 
blème ,  ne  seraient  antre  chose  qne  le  cercle  donné  :  par  con- 
séquent, on  devrait  trouver  poor  lieu  des  extrémités  des 
petits  axes,  le  cercle  Ini-méme.  C'est  en  efiet  ce  qui  arrive  : 
car  la  supposition  de  <f  =  a ,  réduit. . .  (£')  à  p  ss  a. 

Conservons  les  mémea  axes»  et  voyons  ce  que  deviendraient 
les  lieux  dont  nous  venons  de  nous  occoper,  dans  le  cas  ou 
le  point  M  serait  extériear  au  cercle.  Alors  de&i>a.  L'é- 
quation générale  de  tontes  les  ellipses  ayant  on  diamètre  do 
cercle  pour  axe,  et  passant  par  le  point  donné,  est  encore 
l'équation  (E)  :  seulement,  dans  ce  cas,  2a  est  le  petit  axe 
de  chaque  ellipse.  Cest  ce  qu'on  reconnaîtra  par  un  calcol 
analogue  au  précédent. 

Le  lieu  des  foyers  est  une  hyperbole  {Fig,  47)  dont  l'axe 

transverse  a  pour  longueur  2V^^— a%  et  l'axe  non  trans- 
verse, 2a.  On  reconnaît  encore  que  M  et  M' sont  ses  deux 
foyers.  Par  des  considérations  géométriques ,  on  démontre 
facilement  que  le  lieu  des  foyers  a  des  branches  infinies ,  et 

que  le  coefficient  angulaire  des  asymptotes  =  —  . 

Le  lieu  des  extrémités  des  petits  axes  est  le  cercle  lai- 
même  {Fig,  48)  ;  celui  des  extrémités  des  grands  axes  a  pour 
équation  : 

ad  co%tii 
Ka'— ^'sinV 

et  comme  a<^d,  ce  lieu  se  compose  de  quatre  branches  in- 
finies. Celles  qui  sont  d'un  même  côté  de  Taxe  des  y  se  rac- 
cordent aux  points  M  et  M'  ;  et  elles  ont  en  ces  points  des 
tangentes  perpendiculaires  à  Taxe  des  x.  Ix^s  branches  Ms  et 


-  *S9  - 
MV  ODt  une  «tyiiiplote  oommane  qui  piite  par  rorigioe ,  et 

dont  la  direction  est  donnée  par  Véqaa  tion  sin  <» = >^  :  (w<9a'} . 

Les  deax  autres  branches  ont  aussi  une  asymptote  commona 
qui  passe  par  Torigine ,  et  dont  la  direction  est  donnée  par 

Féquation  sin  o»  =  -:(•»  >  90*).  Enfln ,  on  peut  remarquer 

que  ce  dernier  lieu  a  un  point  conjugué  qui  est  Torigine  A  : 
car  pour  des  yaleurs  de  »  peu  différentes  de  90*,  p  est  imagi- 
naire î  et  tt»  s=  90<*  donne  p  =  0. 


DE  LA  THEORIE  DES  DIVISEURS  RATIONNELS. 

(Balte,  Toyeip.  SU.) 


profeiMur  ta  ooUége  StioWLoaU. 

Soit  une  équation 

Px==a:*+A.**-"-fA.x-'- +A«.  =  0, 

dont  les  coeificients  sont  entiers  ;  proposons-nous  d'étendre 
la  méthode  des  diviseurs  du  second  degré  à  la  détermination 
des  diviseurs  rationnels  du  troisième,  du  quatrième  degré,  etc. 
du  polynôme  Fx. 

Comme  Fx  est  entier ,  tout  diviseur  rationnel  de  Fx  est 
entier  ainsi  que  le  quotient  correspondant  ;  soit  x^-^px* — 
— ^x— r  un  diviseur  du  troisième  degré,  et  soient  B,,  B., .... 
....  Bm-8  les  coeificients  des  différents  termes  du  quotient  à 
partir  du  second ,  et  par  conséquent  les  premiers  termes  des 
restes  successifs  que  présente  l'opération  de  la  division.  Le 
dernier  reste  sera  du  second  degré ,  et  en  suivant  Tanalogia 
des  notations,  il  doit  être  représenté  par  Bm-3^*+Rm.ix+Bm , 


et  comme  il  doit  élre  nul  pour  Umte  valeur  doonèa  à  «,  B 
doone  lieu  aux  (rois  équations  de  condition  Ba,^=o, 
Bm~i  =  0 ,  Bm  =  0 ,  qui  doivent  être  satisfaites  simultané- 
ment par  le  système  des  valeurs  entières  dep,  q^  r,  coell- 
cienls  do  diviseur  du  troisième  degré. 

On  trouve  entre  les  quantités  B.,  B.,  B,, ....  Bm,  les  i«la- 
tions  : 

B.  =  A.+/;, 
B.  =  A.+/,B.+  ^, 
B,=  A.+;,B.+îB.  +  r, 
B,  =  A,+/iB,+  9B.+  rB., 


Bm-S=  Am-3 +/?B,n-4  +  ^Bm-5 -frBm -«, 

0  =  B«^.2=Am-2+;>B«_8+9Bm-4  +  ''B,n-5, 
0  =  Bm-i=A»-i+yB«-3+rB^-4, 
0=B«=Am+'«m-s, 

c'est-à-dire,  m  équations  entre  les  m—  3  coefficients  B.,  B,.... 
Bm-sdu  quotient,  et  les  trois  coefficients /?,  q,  rdu  diviseur. 
11  Tant  trouver  des  valeurs  entières  de/',  9,  r  qui  satisfassent 
à  ces  équations,  en  déterminant  aussi  des  valeurs  entières 
pour  les  coefficients  B,,  B,^,  etc.  du  diviseur. 

Proposons-nous  d'abord  d'éliminer  les  m  — 3  coefficients 
B. ,  B, . . . .  et  d'obtenir  les  trois  équations  Bm-2= 0 ,  Bm-a=  ^^ 
Bm=0  en  fonction  seulement  des  quantités/?,  q^  r. 

Je    remarque   que  si   Ion   fait  le  développement    de 

(ji-^— dj:'— 7j:— r)"'  ou  du  quotient  — r ; ,  on 

^         ^  ay — px  —  qx  —  r 

trouve  une  série  récurrente  du  troisième  ordre  : 


+  7 


r-5 


et  ri  00  représente  les  coefficients  successifs  par  r» ,  f , ,  r»  • 
h  loi  de  ces  coefficients  sera  exprimée  par  Fégalité  : 

Cela  poeé^  soit  le  système  d^équations  : 

B*  =  A*  +^Bib-i  +  qBh-2  +  rBfc-3 , 


B4  =  A,+/^B,+9B.  +  rB., 
B.  =  A,+/^B,+  îB.  +  r, 
B.=A.+/^B,4-î, 

B.=A.+/i. 
Multiplions  la  première  éqnation  par  cp^ ,  la  deuxième  par 
«.,etc.,  la  dernière  par  7^^  tous  les  coefficients  Bj^^i , 

Ba-i  ....  B.,  B,  disparaîtront,  et  on  aura  : 

mais  f^  =Ph^t  +  9^k-2  +  '^*-3  5 

dooc 

donc,  si  on  fait  successivement  A  =5:  m  —  3 ,  m  — 4,  m  — 6, 
et  qu*on  porte  les  valeurs  de  Bm-s,  Bm-4,  Bm.5  dans  les 
trois  dernières  équations  Bm-a=0,  Bm-i=0,  Bm==0,  on 
aara  r 


A|ii-4+/'f,  Am-5  . 
+ÎT. 
+/• 
B,.,=A«-i+îA«,.j+ÎT.'Am-<+î?,|Am-5 

+'•    I         +'?.! 
B»  =  Am  +rA«-3  +  rf.Afn-4  +  l^aAm-s  • 

qui  doivent  être  satisfaites  par  un  même  système  de  valeurs 
entières  dc/>,  y,  r. 


+  î?m-4>=0, 

+  '^111-5  I 


::!=»• 


-wa— 

Si  l'on  connaissait  la  valeur  dep  et  celle  de  r,  et  qu'on  les 
substituât  dans  ces  équations ,  elles  deyiendraient  seulement 
fonctions  de  7,  et  devraient  avoir  une  solution  entière  com- 
mune ;  donc  si  l'on  représente  par  G ,  G\  G"  l'ensemble  des 
termes  indépendants  de  q  dans  les  trois  équations  Bm^=0, 
Biii^i=0»  Bm=0;  G,  G',  G"  pour  ces  valeurs  de  p  et  r 
deviendront  des  nombres  ayant  pour  diviseor  commun  h 
valeur  de  q  correspondante. 

G,  G',  G"  étant  des  multiples  de  la  valeur  de  ^y  les  résul* 
lats  que  l'on  obtiendra  par  voie  d'addition  ou  desoostracUoD 
de  ces  polynômes  seront  encore  des  multiples  de  cette  valeur 
de  q  :  par  conséquent,  on  pourra  éliminer  p  entre  les  trob 
équations  G=M{q),  &=  M{q),  G"  =  M{q),  et  on  obtiendra 
deux  fonctions  de  r,  qui ,  pour  une  valeur  convenable  ds 
cette  inconnue,  deviendront  des  nombres  ayant  pour  facteur 
commun  la  valeur  correspondante  de  q. 

Pour  former  les  polynômes  G,  G',  G",  il  faut,  dans  ks 
équations  Bm-2=  0,  8^.1 =0 ,  Bm= 0  et  dans  les  fonctioiis 
f.,T.»f»,Î4>etc.,  fairey  =  0. 

Or,  si  on  représente  par  4^. ,  4"*  •  •••  "Pi»  les  valeurs  des  fonc- 
tions 7,,  7,'*. M  7»»  pour  ^  =  P  on  aura  : 

G'  =  A»-i  +  rAm-4  +  '^'.A«-5 +''l«-4i 

G"=A«+rAm^8  +  r4;.A|i^  +  r>p.Am-$ +  ''+«-»• 

D'ailleurs ,  des  valeurs 

on  déduit  : 

^!'.=^ ,  4'.=/',  ^,=p\  ^^,=A?•4■ '••...> 

et  de  l'équation 


-  4M  - 
oa  déduit  la  loi  de  formatioD  des  fonctions  >|»,,  >|^.,  4^»,  .... , 

d'où 

On  pent  remplacer  le  système  des  trois  polynômes  G,  G\  G" 
par  un  antre  système  plus  simple  par  rapport  kpei  composé 
de  Fnn  d'eux  et  de  deux  autres  obtenus  en  combinant  G,  G',  G" 
par  voie  d'addition  on  de  soustraction  :  ainsi  on  élimi- 
nera tl'w-a  et  on  trouvera  : 

K=Gr— G>=rA«^+/^A«.5+>p.(r«  A«-«— A^j+z'^l/.A.i.T.  •  • 

... -4-r'+m.6; 
ll'=G"~G>«A«+rA«^3  +  r'A«.«  +  +.(XA.,i.T-A«-t)  + 

G'=  A.i-1 + rA»^  . . . .  4- /^«.4 . 

On  remplacera  de  même  le  système  des  trois  polynômes 
K ,  K'  et  G'  par  un  autre  plus  simple  par  rapport  à  ^ ,  on 
parviendra  ainsi  à  éliminer  cette  inconnue,  et  on  obtiendra 
deux  polynômes  Q  et  Q'  seulement  fonctions  de  r,  et  qui , 
pour  une  valeur  convenable  de  cette  inconnue,  auront  pour 
facteur  commun  la  valenr  correspondante  de  q. 

Supposons  connues  les  valeurs  de  q  et  r,  les  deux  der- 
nières des  équations  (A)  feront  connaître  Ba^-s,  6^-4  -  entra 
les  m— 2  premières,  j'élimine  les  m  —  5  quantités B,,  B,.... 
Bm^s,  et  j'obtiens  les  trois  équations  suivantes  fonctions  de 
p  et  des  quantités  supposées  connues  q ,  r,  Bm^s  et  Bm-4  : 

0  =  — Bm-3  +  Am-3+  A«-4?.+  Aii^-5? +  ?»-»» 

0=B«»-2, 
qui  devront  avoir  une  solution  entière  commune;  donc  la 
valenr  chercbée  dep  sera  diviseur  commun  des  trois  termes 
indépendants  de  cette  inconnue  dans  ces  équations  ;  repré- 
sentons-les  par  P,  P',  P". 


—  4W  — 

Gela  posé,  pour  trouver  les  diviseurs  du  troisième  degré 
du  polynôme  Far=j:**4-A,J:**"'+A.a:"^'....  + A»,  on  po- 
sera r  égal  successivement  aux  diviseurs  de  Am  affectés  du 
double  signe. 

Soit  r'  une  valeur  de  r,  on  la  portera  dans  les  polynômes  Q  ei 
Q'  \  soient  dz  q\  ±l  q"  les  facteurs  communs  aux  valeurs  de 
ces  polynômes ,  on  substituera  r'  et  successivement  les  nom- 
bres dz  9',  ±q'^  et  les  valeurs  correspondantes  de  hw^%  et 
Bii»^  dans  les  trois  polynômes  P,  F,  P'\  les  nombres  d=  9', 
=h  9"  ....  devront  être  rejetés  si  les  trois  polynômes  n'ont  pas 
de  facteurs  eommuns.  Si  la  substitution  des  nombres  r^  et  q 
donne  aux  trois  polynômes  an  diviseur  commun  p\  pour  qoe 
le  système  des  valeurs//,  ^\  r  convienne ,  il  faut  que,  sub- 
stituées dans  les  équations  (A) ,  elles  satisfassent  à  ces  équa- 
tions en  déterminant  pour  les  coefficients  B,,  B,,  etc....  des 
valeurs  entières.  11  est  évident  que  cette  condition  est  néces* 
saire  et  suffisante.  Il  sera  bon,  avant  d'opérer  cette  substitu- 
tion ,  de  constater  que  les  nombres  //,  ^,  r'  satisfont  aux 

A  AU'  F(<)  ^(—1) 

deux  conditions  =/i,  ~ — ^___=„, 

n  rq[>résentant  un  nombre  entier. 

La  même  théorie  pourrait  servir  à  déterminer  les  diviseurs 
du  quatrième  degré. 

Soit  le  diviseur  x* — px^—qx* — rx  —  5,  en  éliminant 
les  m — I  coefficients  B, ,  B, ....  Bh,^4  entre  les  m  équations, 

,         B.=A.+/,, 

B.=  A,+/,B.+^, 


p  /  Bm^4  =  A  m.-4  ^/^Bm— ô-h^Bm— 6+ rB w— yH-ffii»-!  » 

,0  =  Bif|.3  =  Am-  a+A^^»—' »+^B«— 5-f-rBm-  e+^Bju-i, 
0=  Bw_2=  Am-2+^Bm-4+''Bm-«-|-5Bm-«  , 
0  =  Bjn_i  =  Ain-i+^B,n-4-|-*B«-^5  , 

0  =  Bm  =  Am+5Bni-4, 


—  445  — 

OQ  aura  les  quatre  équations  Bm -3=0,  Bm-2=0,  Bm-i^O, 
Bm=0  ronctîons  seulement  de  /?,  9,  r,  s.  Soient  G,  G',  G", 
G"'  les  termes  indépendants  de  r  dans  ces  équations,  ces  quatre 
polynômes,  pour  des  valeurs  convenables/?',  q\  sf  de p^  q^  5, 
deviendront  des  nombres  ayant  pour  diviseur  commun  la 
valeur  r'  correspondante  de  r;  et  si ,  entre  les  quatre  équa- 
tions G=M(r),  G'— >l(r),  G''=M(r),  G'"^  M(r),  on  élimine 
pe{  q,  on  obtiendra  deux  polynômes  R  et  R'  seulement  fonc- 
tions de  5,  et  qui,  par  la  substitution  de  la  valeur  conve- 
nable s\  auront  pour  diviseur  commun  r\ 

Les  doux  dernières  des  équations  (B)  feront  connaître  Bi».4 
et  fim^s  ;  et  si  entre  les  m— 2  premières,  on  élimine  les  m — 6 
coefficients  B.,  B.^fi»,  ....  Bm^^ô)  on  aura  quatre  équations 
fonctions  de/?,  q  et  des  quantités  connues  r^,  s\  hm-\ ,  Bm-s, 
les  quatre  termes  indépendants  de  q  devront  pour  la  valeur 
p  de  p  être  multiples  de  la  valeur  cberchée  q'  ;  donc ,  en 
éliminant  p  on  obtiendra  Iroîa  polynôo^es  Q,  Q*,  Q",  qui , 
pour  les  valeurs  de  r*  et  s\  auront  pour  diviseur  commun  q'. 
En  prenant  les  quatre  termes  indépendants  de  p  renfermés 
dans  ces  équations,  et  éliminant  9,  on  trouvera  de  même 
trois  polynômes  P,  P',  P'  seulement  fonctions  de  ret  5,  et 
qui,  pour  les  valeurs  r'  et  5',  auront  pour  diviseur  com- 
mun p.  Il  faudra  ensuite  vérifier  comme  précédemment  si 
les  valeurs  *',  r',  q\  p*  satisfont  aux  équipions  (B). 

Applicatiùn  de  la  méthode  précédente. 

Soit  d'abord  une  équation  du  sixième  degré  à  décomposer 
en  facteurs  du  troisième  : 

X»  +  A,x5  +  A.a:î+ A,x5+ A^x*  +  A^x  +  A*  =  0. 
On  aura  : 


—  kkd 


B.=  A.+/»B.  +  f 

B.  =  A,+/;B.  +  ?B.  +  r 
0  =  B,=  A,+pB,+  îB.+rB. 
0  =  B,  =  A,  +  ^B,+ rB. 
.0=B.  =  A,  +  rB. 

en  éliminant 

Bi  Bt.  B„ 
on  troave  : 

0  =  B«=  At+pA,+p<fAA,+p</,  A.-i-pf, 

0  =  B,  =  A,+^A,  +  yy.  A,-\-q<fAA.,-\-qif, 

0  =  B,  =  A,-f  rAj  +  rfA+np.A.-f/^,; 
les  termes  indépendants  de  q  sont  dans  ces  équations  : 
G  =  K+pA,+p^.A,+p^,\A,+p^, 

G'  =  A,  +  rA.+  n|..A.+  i^. 

G"  =  A.  +  rA.  +  r<..A.  +  r+A  + '^I'. , 
que  l'on  remplace  par  le  système .- 

K  =  Gr-  G'>=  rA,  +  r'A.  + ,;,.  (r'-Aj 
K-  =  G"-G>  =  A.  +  rA,  +  /'-A,^. 

G'=A,+  rA.+  /-i,A+/S'.; 
ou  bien  en  posant 

«=A.+rA,  +  r',  «'^rA.+i'A.,  «"=A,+  rA., 

on  a:  K  =  «'+^,.(/'_AJ 

K  =  a — A,\(^, 

G'=<^"+'^.A.+'^.i 


d'où  l'on  déduira 


Q  =  a(r'-A.)+«'A. 
Q'=«"A.'-f-„r(A,A,+a). 


4» 


Si  entre  les  quatre  premières  des  équations  (A)  oq  élimina 
B. ,  on  trouTe  les  trois  équations  : 

0=~B.+  A.+y+A,p+/,' 

0  =  A,+qB,+rA,+p  (B,+r) , 
dont  les  deux  dernières  sont  du  premier  degré. 

Ainsi  : 

P=-B.  +  A.  +  j 

F=^B,+A,+^A.+r 
P'=A,+^B.+rA.. 

On  remarquera  que  dans  ce  cas  particulier  oon-seulement  P, 
F,  F'  doivent  avoir  un  diviseur  commun ,  mais  encore  les 
P'         P" 


quotients- 


■^^  exprimant  la  valeur  de  p  pris  en 


'B.  +  ^'B3+r' 
signe  contraire ,  doivent  être  entiers  et  égaux  entre  eux. 
Soit  Texempte  numérique 
Fx  =  a:*— a:5— 22a:* -f  46x'— 42x"  + 1  Ix + 1 4 = 0 , 

équation  dont  le  premier  membre  n'admet  de  diviseurs  ra- 
tionnels ni  du  premier  ni  du  second  degré,  proposons-nous 
de  déterminer  ses  diviseurs  du  troisième  degré. 

Si  le  premier  membre  admet  un  diviseur  du  troisième 
degré ,  il  sera  le  produit  de  deux  facteurs  de  ce  même  degré  ; 
il  8aflb*a  d'essayer  pour  r  les  diviseurs  du  dernier  terme  14 
jcsqn'à  la  racine  carrée  de  ce  nombre ,  en  les  prenant  avec 
le  double  signe  :  ainsi ,  on  devra  poser  : 

r==±:l,        r=zt:2, 
soit  '•  =  1  » 

on  trouve  : 

B,=  -14. 
0=61,    a'=— 43    a"=— 11,     Q=— 1266,    Q'=+17i9, 
dont  les  diviseurs  communs  sont  dz  1 ,  db  3. 


—  kkS  - 


Essayons  donc  les  systèmes  r  =  1  j  ^" 

De  réquation  0=Afi+qB,+rB^  on  lire  B,=3 ,  sobstitoant 
pourp,^,r,  B„B 


f 


pour  p ,  ^ ,  r,  B„  B„  leurs  valeurs  dans  réquation  k-t-  = 

B,  +  r 


—         u   , — ,  on  trouve  un  nombre  fractionDaire, 

donc,  ce  système  doit  être  rejeté. 

2*  r=:l,     9=— 1. 

On  trouve  : 

B.=s  — 25, 

F' 
et  -5 — ; —  fractionnaire. 

y  r^l,     q=:Z. 

On  a: 

B,  =  -U,    B.  =  ~3I, 

F' 
et  :=; — i —  Tractlonnaire. 
B,  +  r 

On  trouve  : 

B3=~I4,    B,=— 53, 

et  ^-r —  fractionnaire. 

Ainsi,  on  doit  rejeter  ces  différents  systèmes. 

Soit  r=s  — 1, 

on  trouve  : 

B3=U,     a=:^31,     «r'=41,     «'=33, 
Q=854,     Q'=269!, 
dont  les  diviseurs  comoMiiis  sont  dz  1 . 
Or  les  valeurs  (r=-.|,    ?=!)  donnent  B,=  14,    B.=25, 
elles  valeurs  (r=-i,  ^=-1) donnent B,=  14,  B.=-3, 


—  U9  — 


et  ces  dcox  systèmes  doivoirt  Are  également  rejetés  comme 

doniiaDt  pour  - — ; —  un  nombre  Traclionnaire. 
Dj  +  r 

Soil  r=:2, 

y.  =  110,      a'  =  —  88,      a  '  =  -  33, 

Q  =  --2068,     Q'~  17787, 
dont  les  diviseurs  communs  sont  dz  i, 
pour  le  système  ('•  =  i^,    ^  =  1  ) 

on  trouve  : 

B,  =  — 7,       B,=:~2, 
pour  le  système         {r='2^      ^  =  —  1  ) 

on  trouve  • 

B,=:^7,       B.==  — 9; 

ils  donnent  Tun  et  Tautrepourp,  une  valeur  fractionnaire. 
Soit  '•=  —  ^5 

a==— 74,        a'  =  80,        «"  =  55, 

Q  =  1620=  2\3*.5  ,       Q'  =5925=  3.5'.79  . 

dont  les  diviseurs  communs  sont  ±:  1,  it  3,  ih5,  ±15; 

pour  (r=:  —  2,    ^  =  1)    on  (ronvc  :     B,  =  7,     B,  =  9, 

(r=-2,     ^=-1)  B3  =  7,     B,=  2, 

r=  — 2,     ^  =  3  B,  =  7,     B.=rl6. 

F' 
Et  pour  ces  systèmes       —  est  fractionnaire ,  donc  ils  doivent 
Bj-j-r 

^trerejelés. 

1^  système 
donne 

F  F 


(r=-2,     ^  =  --3) 
B,=  7,      B.  =  -5. 


=—5,  P=r —  30;  donc, /?  peut  être 


égal  à  5;  on  vérifiera  que  cette  valeur  est  exacte  en  consta- 
tant que  les  deux  premières  des  équations  (A) 
B.  =  A,  +  /.,    B.  =  A,+/^B,  +  y 
sont  satisfaifes. 
On  trouvera  B,  =i. 
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Doae,  1«  fKokir  membre  Fx  de  réqoatk»  jpwpeiée  cii 
le  produit  des  facteurs  (jc'—5x'-\-3x-\-2)  (x'+4x" — Sx-fT). 

On  voit  que  cette  méthode  s'applique  facilement  à  l'éqa»- 
tion  du  sixième  degré,  dont  le  nombre  des  diviseurs  du  troi- 
sième degré  s'élève  cependant  à  - — - — -  ou  20. 

Soit  maintenant  une  équation  du  huitième  degré. 

x'+A,j:'+A.x«+A,x'-»-A4X<+Ajx'-t-A^'+Ayr+A,=  0} 
on  a  : 

B.  =  A.-\-p 
B.  =  A.+/»B.+î 
B,==A,-]-pB.i-qB.  +  r 
B«=A,+^B,+  ^B.+rB, 
B,=A,-f,,B,-|-îB.  +  rB. 

0=B.  =  A8  +  />«,  +  îB,  +  rB, 

0  =  B,=  A,+  îB,-ri«« 

0  =  B,  =  A,4-rB,. 


G«=  A,  +i»A,+;>^'.A,  -f-/>K|A,  +/»-!',|A.  +p^^ 

G'  =  A,-l-rA,  +  H<.A.-f-/S,,A.  -|-/>1.,A.  +r^, 
G"=A.+  rA,+/S,^,+r|.A,+  /S-,A,+4,A.+r;.« 

tf»  l'on  rem^Uce  en  élimiMnt  ■^,  par  le  sy^time 

K  =  Gr  —pG"  =  rA,  +  r'A,  + 1.  (  A^.  —  A.)  +  r>.A.  +  r'i,. 
K'  =G"  —pG'  =  A,  +  rA,+ r'A.  + 1  (t'A.  —A,)  +/'+.. 
G' =  A,  +  rA« +r>[..  A, +n|,.  A,+ n|,^.+/>f'4. 

El  oelâi-ci  phr  le  suivant  : 

L«K-K>=rA,  +  r'A,-|-r»-+,(rA,+2A0  +  A,^., 
L'  =  GV  -  ^  r*  rA,  -f-  r'A,  +  r»A,  +  f  (;*  -  rAJ  +  +.A., 
K'=  A.  +  rA, ^  f'A, +^!<,(r'A.  -  A,)  +  rN-,  ; 

ou  bien ,  en  posant  : 


I:,   ^ 


—  Wl  — 

i,+  rA,+  r'A.=  «,  t'A.-A,»^ 

rA.  +  /'A,  +  r»=,',  rA.+  2A.  =  p',  î 

rA,  +  r'A«  +  r'A.  =  A  r'-rA.  =  r.  | 

L=«'-P'+.  +  A,^^,  i 

L'=«"-i-p''+.  +  A.4-.i  j- 

d'où  l'on  dédait  :  ; 

M  =  K'A,  -  Lr*  =  aA,  -  .'r'  +  ,^.  (pA,  +  pV) ,  j 

M'=  LA.  -  L'A,  =  «t'A.  -  a"A,  -  +.(p'A,  +  p"A,) ,.  ,.• 

K'=a  +  p^,  +  r'^,;  ;" 

cosaite  : 

Q  =  («A,  -  «V)  (p'A.  +  P"A,)  +  (a'A.  -  «"A,)  (pA,  +  pV) , 

N  =  «(p'A. + ^"A,) + >p.  [  p  (p'A. + f/'A,)  +  ^(«-A.  -  «•'A,)  ] , 

M=«A,-«/r'  +  -^.(pA,+  p'r');  : 

et  enfia  les  deux  polynômes  :  ''. 

Q  =  («A,  -  «V)  (P'A.  +  P"A^  -f  (a'A.  -  VA,)  (pA,  +  ffr') , 
Q'=''[(P'A.  +  p"A,)  (ap'+  p;^)  -  (..A -«'r')  («'A.-«"A,)]  , 

ipA  sont  fonctions  seolement  de  r. 

Si  entre  les  six  premières  des  équations  (A)  on  élimine  les  l 

trois  coefficients  B. ,  B. ,  B, ,  on  aan  les  trois  équations  £000* 
lions  dep  et  des  quantités  q,  r,  B^ ,  B,  : 

o=-B,+A,  +  A,T.  +  A.?.+A,?,+T,,  ;; 

0=  —  B,  +  A.-f  A4T.  +  A,?.  4- A,^>,  -f  A.<p<  +(p,,  , 

0=B.  =  A,+/»B,  +  5rB,  +  r(A,+  A,T.  +  A.T.  +  «p,); 

I 

et  si  on  remplace  f.,  7o  ?>«  ^'c.  par  leurs  valeurs,  on  trou- 
Tera ,  pour  les  termes  indépendants  de  ^ ,  les  valeurs  : 

P  =  -B,  +  A,  +  A^  +  A^  +  î'. 

P=  -  B.  +  A.  +  A.r  +  A^  +  2îr  +  A.y', 

?"=  A.  +  A^-  +  r>  4-  B,y  +  A.qr. 
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Exemple  numérique. 
Soit  l'équatioD 
X*  —  6j:'  +  15ar*—  22:r5  —  19a:*  -f  j:  +  15  =  0 , 

qai  n'admet  de  diviseurs  rationnels  ni  du  premier  ni  du  se- 
cond degré,  comme  on  peut  s'en  assurer  par  la  méthode  ex- 
posée dans  un  des  numéros  précédents  {voyez  p.  339). 
On  a  : 

A,=  — 6,  A.=  15,  A,=  — 22,  h^=0,  Af=0,  A.=r— 19, 
A,=  l,   Aa=15.       F{1)=— 15,       F(— 1)=39. 
Les  valeurs  que  Ton  doit  donner  à  r  sont  : 

±1,    ±3,     ±5,     ±15. 

Les  systèmes  des  valeurs  de  p  et  g  qui  correspondent  à 
r=  di  1  donnant  tous  des  valeurs  entières  pour  les  coeffi- 
cients B,,  B,,  etc.,  exigent  pour  être  vérifiés  qu'on  les  substi- 
tue dans  toutes  les  équations  (A)  ;  par  conséquent  11  est  plus 
simple  dans  la  pratique  de  commencer  par  essayer  les  autres 
valeurs  de  r. 

On  fera  donc    r  =  db3,    ±5.     dz  15,    ±1. 

Soit  r=3. 

On  trouve  : 

B5=-5,     a=150,     «'=—228,     a"=— 159, 
p  =  — 55,     P'=30,     P"=8*; 
el     Q  =  474753     et     Q'=  9  X  16280082  , 
dont  les  diviseurs  communs  sont  ^t:  1  ,  zh  3. 

Si  pour  déterminer  B^  on  remplace  q  par  ces  valeurs  dans 
l'équation  0  =  A^-f  ^B,  +  rB^ ,  on  voit  que  y  et  r  doivent 
é(re  premiers  entre  eux ,  puisque  A,=  1  ^  donc  ^  =  ±3  doit 
être  rejeté.  Déplus,  la  seule  valeur  ^  =  —1  donne poar 
B4  une  valeur  entière  qui  est  —  2.  Remplaçant  ^,  r,  B^  et 
B4  par  lenrs  valeurs  dans  les  polynômes  P,  P,  P",  on  trouve 
P  =  — 30,    F=60,    P''=— 56,    dont   les    diviseur» 


-  *5S  — 

lODt  p:s=±i ,  -Jz^'f  donc  il  faut  essayer  si  les  valeurs 
r=3,  q=  —  1  eip=dtiy  db2  satisfont  aux  conditions 

^m^^^^   _J=i)_  =  N.    Or  le  seul 


i-p-Ç'-r  ^i^p^q  —  r 

système  r=3,  q=i  —  i,  /7  =  ~2les  vérifie.  Substituons 

ces  valeurs  dans  les  équations  (A) ,  en  remontant  à  partir  de 

la  sixième  jusqu'à  la  première.  On  trouve  pour  B,  une  valeur 

fractionnaire;  donc  ce  système  doit  aussi  lui-même  être 

rejeté. 

Soit  r=— 3. 

OD  aura  : 

B,=  5,  a=i50,  a'=-168,  «"=159,  p  =  — 55, 
P'=30,  p"=  —  8i,  Q  =  3Xi0769,  Q'=34X  2  X52G74i  , 

dont  les  diviseurs  communs  sont  + 1 ,  =t:  3.  Or  ^  et  r  doi- 
vent être  premiers  entre  eux  ;  donc  on  doit  rejeter  la  valeur 
±  3.  D'ailleurs  ^  à  ^  =  —  1  correspond  B^  fractionnaire  ; 
donc  la  seule  valeur  à  essayer  est  ^  =  1 ,  qui  donne  B^  =  2. 
Sobstituons  les  valeurs  r=z— 3,  ^=1,  Bj=5,  B^^  2  dans 
les  polynômes  P,  F,  P".  nous  trouverons  P=32,  P'=  —84, 
P'  =  76  ;  donc  p  =  ±:  i,  ±2,  ±4.  Les  valeurs 
/»  =  2 ,  p  =  \  sont  les  seules  qui  vérifient  les  conditions 

~ —^ =  n  ,  ^^ — ; =  n  ;    mais  étant 

substituées  dans  les  équations  de  condition  (A) ,  la  première 
donne  pour  BjCt  la  seconde  pour  B,  une  valeur  fractionnaire  ; 
donc  elles  doivent  être  Tune  et  l'autre  rejelécs. 

Soit  r  =  5. 

On  trouve  : 

B,=— 3,  a=390,  a'=:-520,  «"=—745,  P=-I5I,  ^'=30, 
P"=220,  Q=5X3X316357,   Q'=:2x3"X5*X  114751  , 

dont  les  diviseurs  communs  sont  +1 ,  dba,  db5.  La  seule 
valeur  qui  donne  B^  entier  est  g  =  —  3  ;  et  si  on  porté  If» 


Taleurs  r=  5,  ^=  —  8,  B^ts  — 3  et  8^=  — 2  dans  \tk 

polynômes  P,  F,  P",  on  obtient  P=-64,  F=60,  P"=-.S, 

dont  les  diviseors  commnns  sont  db  1 ,  ±:  2 ,  db  4  ;  la  seule 

F(1) 

▼aleur  qui  satisfasse  aux  conditions  ; =^  n , 

i'-p  —  q  —  r 

F( — 1) 

■  =  n  est  +4.  Donc  il  faut  substituer  les 


valeurs  r=5,  ^=—3,  p=^l  dans  les  équations  (A) ,  à  |Mr- 
tir  de  la  sixième  en  remontant  jusqu'à  la  première  ;  oo 
trouve  qu'elles  sont  toutes  satisfaites  et  donnent  les  valears 
entières  B,=:-f  5,  B,=-f-4,  B,  s  —  2.  Donc  le  premier 
membre  de  Téquation  donnée  esi  divisible  par  le  facteur 
X*  —  4j:'-|- 3j: — 5^  el  par  conséquent  est  le  produit  des 
deux  facteurs  irréductibles 

(x»—  4x'+  3x  —  5)  (x»—  2x<+  4x'+5x*--  2x  —  3). 


SDR   LE 

DÉVELOPPEMENT  D'UNE  SPIRALE  CONIQUE. 
9AB,  K.  xiroivs  SVMà , 

Ueeneié  éi  scieDoes  raalhéiMtiqiiet  ec  pbytiqua». 


Dans  le  17*  volume  des  Annales  de  Mathématiques  de 
M.  Gergonne  (p.  166),  on  trouve  la  solution  analytique  de 
cette  question  : 

1  Suivant  quelle  courbe  un  fll  parfaitement  flexible  et 
»  inextensible  doit-il  être  roulé  sur  la  surface  d'un  cône 
»  droit,  pour  qu*cn  développent  ce  fil ,  supposé  se  terminer 
»  au  sommet  du  cône,  de  manière  à  le  maintenir  eonslam- 
»'  nient  tangent  à  la  courbe»  son  extrémité  ne  sorte  pas  du 
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»  pian  conduit  par  ce  sommet  perpendiculairement  à  Tvie 
n  du  cône?  Et  quelle  courbe  décrira  alors  cette  extrémité  sur 
»  le  plan?  » 

Il  me  semble  que  ce  problème  peut  être  résolu  Irès-sim- 
{dément  delà  manière  suivante. 

Une  courbe  plane  a  toutes  ses  développées  sur  une  surface 
cylindrique  dont  les  arêtes  sont  perpendiculaires  à  son  plan, 
et  dans  le  développement  de  cette  surface  cylindrique  toutes 
les  développées  suivantes  produisent  des  lignes  droites,  en 
qui  indique  que  leurs  tangentes  sont  toutes  également  iqcli- 
nées  sur  le  plan  de  la  développaote.  La  courbe  qu'on  veut 
déterminer  sur  le  cône  doit  donc  être  partout  également  in- 
dinée  sur  la  base ,  et  par  suite  sa  tangente  doit  faire  un  angle 
constant  avec  la  génératrice  menée  au  point  de  contact, 
puisqu'elle  est  située  avec  cette  génératrice  dans  un  même 
plan  tangent.  De  sorte  que  si  on  développe  le  cône  sur  un 
plan,  le  développement  de  la  courbe  cherchée  aura  partout 
ses  tangentes  également  inclinées  sur  les  rayons  vecteurs 
menés  du  sommet  du  cône  aux  poinfs  de  contact  ;  propriété 
delà  spirale  logarithmique.  La  courbe  qu'on  se  proposait  de 
trouver  est  donc  celle  qu'on  obtient  en  enroulant  sur  le  cône 
un  plan  où  est  tracée  une  spirale  logarithmique  dont  le  som- 
met du  cône  est  le  point  asymptote. 

Si  on  projette  toutes  les  génératrices  du  cône  sur  un  plan 
parallèle  à  la  base  et  passant  par  le  sommet ,  on  aura  usi  sys- 
tème de  rayons  vecteurs  issus  de  ce  point,  et  les  tangentes  à 
la  projection  de  la  courbe  chercbée  seront  également  incli- 
nées sur  les  rayons  vecteurs  des  points  de  contact,  et  comme 
par  hypothèse  la  courbe  et  conséquerament  sa  projection  se 
terminent  au  sommet  du  cône,  la  projection  sera  aussi  une 
sprale  logarithmique. 

La  partie  développée  du  fil  est  dans  un  rapport  constant 
avec  sa  projection ,  rapport  qui  est  aussi  le  même  que  aAui 
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d'une  portion  quelconque  de  la  courbe  à  sa  projection  ;  de 
manière  que  rcxlrémité  libre  du  fil  décrira  dans  son  déYe- 
loppement  la  développante  de  la  spirale  logarithmique  sui- 
vant laquelle  se  projette  la  courbe  tracée  sur  le  rône.  On  sait 
d'ailleurs  que  la  développante  d'une  spirale  logaritbmiqne 
est  une  autre  spirale  logarithmique  ;  de  sorte  que  l'on  pourra 
tracer  la  courbe  demandée  par  un  moyen  mécanique ,  en  fai- 
sant décrire  à  Textrcmité  libre  du  fil ,  qu'on  roulerait  sur  le 
cône ,  les  contours  d'une  spirale  logarithmique  ayant  pour 
point  asymptote  le  sommet  du  cône,  et  située  dans  un  plan 
perpendiculaire  à  son  axe. 

Ce  mode  de  démonstration  m'a  été  suggéré  par  une  note 
qui  suit  de  quelques  pages  la  solution  analytique. 


ANNONCES. 


Cours  d'arithmétique  à  l'usage  des  élèves  qui  se  destinent 
aux  Écoles  spéciales ,  par  Lenthéri  c  (  Neveu  ) ,  licencié  es 
sciences,  mathématiques  et  physiques ,  professeur  de  ma*- 
thématiques  à  Técole^du  génie  de  Montpellier  ;  2*  édition 
entièrement  refondue.  Paris,  1841 ,  in-S^'de  263  pages  f  ;. 

A  nous  autres  modernes ,  il  nous  parait  tout  naturel  de 
commencer  l'arithmétique  par  la  définition ,  la  numération , 
et  ensuite  Vaddition  ,  la  soustraction ,  la  multiplication  et  la 
division.  Cependant  cette  disposition  n'est  pas  fort  ancienne. 
Les  auteurs  arabes  du  10*,  du  H«  et  du  12**  siècle  commencent 
par  la  multiplication  et  la  division,  et  donnent  ensuite  l'addi- 
tion et  la  soustraction.  La  même  marche  a  été  suivie 
I  I 

«,•>  Chw  Bachelier.  Pris ,  3  fr.  50  c. 
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dans  DOS  traités  û'abaques  et  d'algorithme  ^  évidemment  mo- 
delés sur  les  ouvrages  arabes,  comme  nous  le  verrons  dans 
te  compte  que  nous  rendrons  du  traité  de  Gerbert  que 
M.  Cbasles  a  fait  connaître ,  tant  il  ost  vrai  qu'on  toute  chose 
la  simplicité  et  la  clarté  viennent  en  dernier.  Ces  deux  qua- 
lités se  font  remarquer  dans  le  début  de  M.  Lenthéric;  la 
méthode  étant  celle  qui  est  aujourd'hui  généralement  suivie 
ne  donne  lien  qu'à  quelques  observations  de  détail. 

Multiplication.  On  lit,  page  17  :  les  additions  s'abrègent 
au  moyen  de  la  table  suivante alfrî6tte«  à  Py^/ia^ore.Cestd'a- 
prés  un  passage  de  fioëce ,  auteur  du  4*  siècle ,  qu'on  a 
attribué  cette  table  au  philosophe  de  Samos;  mais  M.  Chasies 
a  solidement  établi  que  ce  passage  a  été  mal  interprété. 
Boece  parle  de  la  table  dite  abaque  et  non  de  la  table  démul- 
tiplication. On  ne  devra  donc  plus  mentionner  Pythagore ,  à 
l'occasion  de  cette  table  ;  pourquoi  faire  subsister  une 
erreur  ? 

Page  15,  ligne  15 ,  il  faut  remplacer  11  par  15;  faute  non 
marquée  dans  Verraia, 

On  consacre  six  pages  (  24  à  29  )  à  démontrer  la  constance 
du  produit ,  dans  quelque  ordre  qu'on  prenne  les  facteurs  ; 
beaucoup  trop  long. 

Division  (  page  30)  ;  on  commence  par  des  réflexions  sur 
la  nature  de  cette  opération ,  qui  seront  difficilement  com- 
prises par  les  commençants  :  il  faut  bien  se  pénétrer  qu'en 
arithmétique  on  opère  toujours  sur  les  nombres  abstraits , 
jamais  sur  des  nombres  concret«>.  'Foules  les  règles  ne  se 
rapportent  qu'à  des  nombre^  non  qualifiés  -  lorsque  des 
nombres  doivent  être  qualifiés ,  c'est  au  bon  sens  de  Topéra- 
leur  à  trouver  ces  qualiGcations.  L'existence  de  (  e  bon  sens 
l'St  antérieure  à  toute  règle;  c'est  un  fait  qu'on  oublie  sou- 
vent ,  non-seulement  en  arithmétique  ,  mais  dans  toute 
l'étendue  des  sciences  exacte}?. 
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Pour  eisayer  les  chiffres  du  qnoUeut ,  au  lien  de  multiplMr 
ce  chiffre  par  la  divisiou^  comme  d'ordinaire,  l'auteur  diTise 
le  dividende  par  ce  chiffre  et  compare  le  résultai  avec  It 
diviseur  :  ce  moyen  d'essai  très-simple  est  généralement  pra- 
tiqué dans  les  collèges  de  Paris.  On  devrait  remarquer  aussi, 
que  quand  on  sait  que  le  diviseur  est  contenu  exactement  daos 
le  dividende,  il  y  a  de  l'avantage  à  faire  la  division  de  dnnte 
à  gauche.  Les  premiers  chiffres  des  dividendes  et  des  divi- 
seurs donnent  immédiatement  les  chiffres  du  quotient. 

PuMsances  (page  43).  L'auteur  s'écarte  ici  de  la  dispoaitiOD 
ordinaire  et  donne  les  puissances  immédiatement  après  la  di- 
vision, ce  qui  me  parait  en  effet  très-convenable;  mais 
comme  on  ne  donne  que  les  carrés  et  les  cubes ,  les  théo^ 
rèmes  sur  les  exposants  en  général  ne  sont  peut-être  pas  ici 
à  leur  véritable  place. 

YII.  Divisibilité  des  nombres.  Cette  partie  importante, 
ainsi  que  les  propositions  y  relatives ,  est  traitée  avec  soin 
et  doit  précéder  la  théorie  des  fractions  :  la  rédaction  laisse 
malheureusement  à  désirer. 

Xin.  Recherche  du  plus  petit  dividende  commun  (p.  107). 
C'est  ainsi  que  l'auteur  désigne  le  pins  petit  multiple  com- 
mun. Ici  finit  le  calcul  des  nombres  entiers,  renfermant 
13  articles,  savoir:  I.  Addition.  IL  Soustraction.  III.  Mul- 
tiplication. lY.  Division.  V.  Puissances.  YI.  Extraction  dé 
racines.  YII.  Divisibilité  des  nombres.  YIII.  Preuves  des  opé- 
rationsarithmétiques.  IX.  Recherche  des  nombres  premiers  : 
au  moyen  da  crible  d'Érathoslène ,  on  lit  Tobservalion  qu'on 
n'a  besoin  d'effacer  qu'à  partir  du  carré  de  chaque  nombre 
premier  ;  à  partir  de  121  pour  11  et  ainsi  des  autres.  Ce((e 
observation  abrège  aussi  les  recherches  des  nombres  premiers 
renfermés  entre  des  limites  données.  X.  Décomposition  des 
nombres  en  facteurs  premiers.  XI .  Recherche  de  tous  les  divi- 
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seors  d'un  nombre.  XIL  Recherche  desdiviseurftoomnMiiu  des 
nombres.  XIII.  Recherche  du  plus  petit  dividende  commun. 

La  seconde  partie  est  intitulée  :  Calculs  des  nombres  frac- 
tionnaires, et  est  divisée  en  cinq  artic^lrs  .-  I.  Fractions  ordi- 
naires ;  à  Toccasion  de  la  multiplication  par  uik^  fraction  ; 
l'auteur  dit  avec  raison,  qu'une  telle  opération  ne  peut  se 
concevoir,  puisque  le  multiplicateur  ne  peut  être  fractioti- 
naire;  ensuite,  il  légitime  cette  locution.  Cet  article  est  ter- 
miné par  les  quotients  et  les  racines  avec  approximation. 
II.  Calcul  des  nombres  complexes.  Ce  chapitre  ne  devrait  plus 
être  inséré  dans  le  corps  de  l'ouvrage ,  et  pourrait  être  placé 
à  la  fin  sous  forme  d*exercice ,  avec  le  calcul  relatif  aux 
mesures  étrangères.  III.  Fractions  décimales.  lY.  Système 
métrique  très-bien  développé.  V.  Applications;  règle  de  trois 
de  société,  d'alliage ,  et  questions  diverses.  Ici  finit  Tarith- 
métique  proprement  dite. 

La  théorie  des  proportions,  progressions,  et  des  logarithmes, 
et  la  théorie  des  systèmes  de  numération  terminent  l'ouvrage. 
Quand  serons-nous  débarrassés  de  l'échafaudage  des  pro- 
portions? qui  nous  en  délivrera?  Par  cet  exposé,  on  voi( 
que  la  marche  de  l'auteur  est  très-logique ,  rigoureuse ,  et 
généralement  d'une  grande  clarté  ;  c'est  un  traité  complet , 
dans  un  volume  assez  resserré.  11  est  à  regretter  que  l'au- 
teur n'ait  pas  eu  le  temps  de  soigner  suffisamment  le  stjle  et 
la  rédaction;  sous  ces  deux  rapports,  l'ouvrage,  dans  une 
prochaine  édition ,  devra  être  soumis  à  une  sévère  révision  : 
alors  on  fera  disparaître  des  énoncés  tels  que  ceux-ci  :  si  deux 
9U  plusieurs  nombres  ont  un  diviseur  commun ,  leur  somme 
V aura  y  si  deux  nombres  ont  un  diviseur ^  leur  différence  Vauru  ; 
numérer  au  lieu  de  compter,  est  une  locution  vicieuse  que 
l'Académie  n'admet  pas  ;  c^est  surtout  dans  les  ouvrages  des- 
tinés à  la  jeunesse  qu'il  faut  éviter  les  néologismes.  La  langue 
qui  a  suffi  aux  Lagrange,  aux  Laplace,  pour  enseigner 
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rarilbmétiqae  à  TÉcole  normale  natioDale ,  peut  encore  nous 
suflBre.  Tm. 


Éléments  de  Trigonométrie  rectiligne  et  sphérique  ;  par  De- 
liste,  ctievalier  de  la  Légion  d*honneur,  examinateor 
d'admission  à  TEcole  navale,  professeur  de  mathémati- 
ques spéciales  au  collège  royal  de  Saiul-Louis  \  et  Gerono, 
professeur  de  mathématiques.  —  Paris,  Bachelier,  1845, 
in-8o.  V.  p.  179,  2  pi. 

On  en  rendra  compte. 

Secunda  Memoria  mil'  applicazione  del  calculo  dei  retidui 
air  integrazione  delV  equazioni  lineari  a  derivatiparziali^ 
di  Barnaba  Tortolini ,  professore  di  calcolo  sublime ,  etc. 
—  Roroa.1843,  in>8^  130. 

Il  est  à  remarquer  que  le  calcul  des  résidus,  né  en  France, 
n'est  cultivé  que  hors  de  France.  M.  Tortolini  continue,  dans 
ce  second  mémoire ,  à  appliquer  le  calcul  des  résidus  à  cer- 
taines équations  linéaires ,  homogènes  et  non  homogènes  à 
dérivées  partielles ,  et  qui  se  présentent  fréquemment  dans 
des  questions  de  physique  mathématique.  Nous  ne  pourrions 
en  parler  sans  sortir  des  bornes  prescrites  aux  Annales  ;  mais 
nous  aurons  pourtant  une  occasion  de  faire  connaître  à  nos 
lecteurs  les  profondes  recherches  du  célèbre  professeur  ita* 
lien.  11  a  ramené  la  rectiGcation  de  la  lemniscate  généraU 
{voir  p.  429)  à  des  fonctions  elliptiques  de  première  et  de  troi-* 
sième  espèce ,  et  en  a  donné  la  bissection ,  la  trisection ,  etc. 
11  serait  à  désirer  qu'on  put  parvenir  à  de  semblables  résul- 
tats pour  une  aplauétique  du  quatrième  degré  {voir  p.  426}. 
Nous  indiquerons  encore  ce  beau  théorème  :  L'aire  de  la  sur* 
face  formée  par  les  projections  du  centre  d'un  ellipsoide  sur 
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ses  plans  (aDgents  est  équivalente  à  celle  d'an  ellîpMido  qui 
a  pour  axes  principaux  les  trois  quatrièmes  proportionnelles 
«ox  axes  principaux  de  Tellips^ïde  donné,  en  les  prenant 
dans  un  ordre  qudconque;  et  le  yolume  de  celte  surface , 
chose  singulière ,  n'est  pas  susceptible  d'un  énoncé  simple. 


CONCOURS  D'AGREGATION  EN  1845. 
(  V.tomeUI,  p.  516.) 

Compositions  de  Mathématiques. 

23  août. 

Composition  d'analyse. 

Exposer  la  théorie  du  plan  osculateur. 

Déterminer  sur  la  surface  d'un  cône  droit  la  courbe  qui 
coupe  la  génératrice  sous  un  angle  constant  et  qui  passe  par 
deux  points  donnés  sur  celle  surface  ;  calculer  la  longueur 
d'uD  arc  pris  sur  cetle  courbe  ;  calculer  la  portion  de  surface 
conique  comprise  entre  cet  arc  et  les  génératrices  qui  passent 
par  ses  extrémités;  trouver  le  plan  osculateur,  le  rayon  et 
le  centre  de  courbure  ponr  un  point  quelconque  pris  sur  cette 
coorbe  el  le  lieu  des  centres  de  courbure  ;  chercher  ce  que 
devient  la  courbe  ^  on  développe  la  surface  sur  un  plan. 

25  août. 

Composition  de  mécanique. 

Un  point  matériel  pesant  est  suspendu  à  un  61  flexible  in- 
extensible et  sans  masse  dont  l'autre  extrémité  est  fixe;  ce 
pendule  est  mis  eh  mouvement  dans  un  plan  vertical  et  le  fit 
s'enroule  sur  une  courbe  fixe  située  dans  ce  plan  et  passant 
par  le  point  de  suspension  où  elle  a  pour  tangente  la  verti- 
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cale ,  quelle  doit  étro  cette  cbarbe  fixe  pour  que  la  tesMa 
da  fil  aoit  coasIaDte  pendant  no  certam  temps,  quelles  seitmt 
les  lois  du  oaooTMieDt  et  pourra*l*il  être  osdHaloire  :  on 
donne  la  longueur  du  fil  et  la  vitesse  du  pendule  au  point  le 
plus  bas. 

Noie,  Le  problème  de  mécanique ,  proposé  par  J.  Ber- 
noulli,  étant  professeur  de  Groningue,  a  été  résolu  parle 
marquis  de  UHôpital.  (Mém.  de  l'Acad.  des  Se,  1700,  p.  9) 

Tm. 


RELATIONS 

fH>ur  que  trois  pointa  dans  un  plan  soient  sur  une 

droite. 


P  Chaque  point  est  dont^ par  deê^ooréonnées. 

Soit    •  J^.«.r.?^„^,;^3,ri; 

les  coordonnées  de  trois  points  ;  pour  qu'ils  soient  sur  une 

même  droite ,  on  doit  avoir  la  relation  connue 

-^.r.  -y.^»+ J^,y»  — ^.j:,  +  Xj^-.— ^jx, =o.      (l) 

ObservaUon.  Cette  équation  exprime  que  l'aire  du  trian^ 
ayant  pour  sommets  les  trois  points ,  est  nulle. 

II.  ^Chaque  point  est  donné  par  rintersecêUm  de  imt 
droites. 

Soit  "^n^-^^^—fn 

l'équation  d'une  droite  \  faisant  L'indice  n  successivement  égal 
aux  six  premiers  nombres ,  on  a  les  équations  d'autant  de 
droites  ;  les  coordonnées  du  point  d'intersection  de  deux  pre- 
mières droites  sont 
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ou 

H  aiofll  des  autres  expressioas  eatre  pareolbèses  ;  on  ex- 
prime de  même  les  ooordoDDées  de  rinterseclion  de  la  3"**  et 
4"*  lignes  et  celles  de  Viatcrsection  de  la  5"*  et  6"^  droite; 
sobstitnaDt  ces  valeurs  dans  l'équation  (1),  on  obtient  facile- 
ment ,  les  calculs  étant  effectués ,  la  relation  suivante  • 

^^ld^e,]  [r'fJid^.WJid,e;\  +fJ.\d^Z  -fjld,e;\  ]  |  (2) 

La  loi  de  formation  de  la  1'*  ligne  est  évidente  -,  le  signe 
est  déterminé  selon  la  règle  de  Crnoner  par  le  nombre  des 
variations  ;  û  ce  nombre  est  pair  le  signe  est  positif ,  et  il  est 
négatif  poor  an  nombre  impair  de  variatioBS.  La  seconde 
ligne  se  déduit  de  la  première  en  augmentant  tous  les  indices 
de  2 ,  et  changeant  7  en  1  et  8  en  ^  ;  et  la  troisième  ligne  se 
déduit  de  même  de  la  seconde. 

CarùlMre,  Lorsque  les  trois  systèmes  de  lignt^s  sont  paral- 
lèles 9  alors  on  a  : 

</,  =s  rf,  =  rfj  5  <;.  =  r/^  =  t^5  ^  e ,  =  Cj  =r  c,  j  c^  =  «^  =  e j  ; 

la  relation  se  réduit  à 

fj.  -/4/«+ /;/,  -/./.  +A/;  -A/; = o.    o) 

(La  suite  prochainewmU.) 
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THÉORÈMES 
sur  des  tangentes  à  la  parabole. 

PAR  m.  AHWS, 

Professeur. 

Théorème  /. 

Si  des  difiërcnU  poinls  N  [Fig.  49)  d'une  tangente  CM  a 
une  parabole ,  on  mène  deux  droites ,  Tnno  NF  an  foyer, 
Vautre  ^B  tangente,  Tangle  FNB  de  ces  deux  droites  est 
constant  et  égal  à  Tangle  FMG  de  la  tangente  primitive  et  da 
rayon  yecteur  mené  à  son  point  de  contact. 

En  effet ,  la  tangente  A  Y  au  sommet  de  la  parabole  est  le 
lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  foyer  sur  le 
tangentes  ;  donc  le  quadrilatère  FBGN  est  inscriptible  dans  un 
cercle  de  diamètre  FN  ;  donc  l'angle  FCB  =  FNB  comme 
sous-tendant  le  même  arc. 

De  plus,  on  sait  que  FC  est  bissectrice  de  Tangle  MFA  ; 
par  conséquent  l'angle  FCB ,  complément  de  CFA  ^  Tfst 
anssi  de  MFC  et  par  conséquent  est  égal  à  FMC. 

Donc  FMC  =  FNB.  C.  Q.  F.  D. 

Théorème  IL 

Si  des  différents  points  K  {Fig,  50)  d'une  corde  de  contact 
de  deux  tangentes  AC,  AB  à  une  parabole,  on  mène  deux 
parallèles  KD^  K£  aux  deux  tangentes ,  il  en  résulte  un  pa- 
rallélogramme dont  la  seconde  diagonale  DE  est  tangente  à 
la  parabole. 
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Poar  le  démontrer,  si  KD  est  parallèle  à  AB  et  DE  tan- 
gente à  la  parabole,  il  suffit  d'établir  qae  AE  s=  DK. 

Soit  F  le  foyer  de  la  parabole  et  joîgnons-le  aax  différenls 
points  notés  sur  la  ùfure. 

D'abord,  il  résulte  évidemment  du  théorème  précédent, 
que  si  une  tangente  roule  entre  deux  autres ,  elle  est  con- 
stamment vue  du  foyer  sous  le  môme  angle.  (Théorème  qui 
est  encore  yrai  pour  rellipseet  pour  Thyperfoole.)  f^oir  t.  Il, 
p.  535,  théor.  XII ,  et  t.  III ,  p.  439. 

Donc,  les  angles  AFC,  EFD,  BFA  sont  égaux,  et  par 
suite ,  DFG  =  aFE  *,  mais  par  le  premier  théorème ,  FCD  = 
FAE.  Ainsi  les  deux  triangles  DFG,  AEF  sont  semblables  et 
donnent  -. 

CD:  AE::CF:FA; 

les  triangles  ACF,  ABP  pour  les  mêmes  raisons  sont  sem- 
blables et  donnent  : 

CF:FB::  CA:  AB^ 
d'où  CD:  AF  ::  CA:  AB. 

Mais  le  parallélisme  de  DK ,  AB  donne  : 
CD:DK::CA:AB. 
Donc  DK  ==  AE.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Scholie.  Si  Von  voulait  trouver  Téquation  de  la  parabo!<î 
inscrite  dans  Tangle  YAX  et  tangente  aux  points  CB  ; 

Prenant  AY  pour  axe  des^  et  AX  pour  axe  des  x,  et  po- 
sant AG  =  ^ ,  AB  =  rt ,  l'équation  générale  de  la  courbe 

Ay+  Bxy  +  C:c'+  D^  +  Er  +  F  =t  0 
donnerait  pour  établir  ces  conditions  : 

x  =  Oîr*+x^'  +  |  =  0=(j^-è)% 
FF 

y=0;   X'+^^X-\--^  =  0={X  —  a)', 

Ann.  de  MathCmat.  IV.  3i 
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B-  =  4ACj    ^=-26;     |=-2a;     |=6';    ^=a', 


éliminant,  on  txoave  : 

D  ,      E         2i*      F      ^.       C     i'     B  b 

A=-^'    Î'-T'    Â=*'     Â=?^   Â=^^? 


On  a  donc  pour  équation  du  problème  : 

tf  V  ±:  ^abxy  +  fj:*—  Qa'by  —  2flô"x  +  aV = 0. 
Le  signe  supérieur  donne  le  carré  parfait  : 

(ay  +  bx-abT  =  0     ou     ("J+f  ^iy=0, 
équation  de  la  corde  de  contact  CB. 
Le  signe  inférieur  donpo  la  parabole  demandée  : 
ay^  jàabxy  +  **:c^~  ^aH^  —  ^ab'x  +  a'** = 0. 

Note,  On  parvient  directement  à  ce  résultat  au  moyen  de 
nos  relations  d'identité. 

L'on  a ,.  dans  le  cas  actuel,  l  =  P  =  m  =  Oi  remplaçant 
les  six  coefficients  de  Téquation^  générale  par  leurs  talcors 
tirées  des  identités  (  1. 1 ,  p.  499) ,  on  obtient  de  suite  : 

^y  ±  2kk'xy  +  k*x*4-  nnjr  4-  2k'nx  +  n*  =  0. 

Faisant  x  5=  0,  on  lire  y  =  -j-  =6  ;  et  de  même  -^r  ="  ^  ' 

^•^  ti    •—  fi 
remplaçant  dans  cette  équation  k  et  k'  par  -y-  > »  ^ 

obtient  Véqualion  de  M.  Anne  ;  en  général,  dans  toute  ques- 
tion concernant  la  parabole,  Ton  a  B*  =  4AC  =  0;  Bdoii 
avoir  un  double  signe. 

Lorsqu'au  lieu  d'une  parabole,  il  s'agit,  avec  les  mêmes 
données,  d'une  autre  conique,  Téquatioa  correspondante  est  : 

ay*  ±  xyVka^b'-\'jn  +  (>' x'—  2a' 6^-  —  2ab\r  -f-  û'i'=  0  ; 
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or  00  a  B* — ia*b*=:m; 

d'où  B=±J/4aV-Hiîi. 

Lorsqu'on  coDDatt  m ,  deux  coniques  de  même  espèce  ré- 
pondent à  la  question,  et  braque  m»  0»  une  des  paraboles 
se  réduit  à  une  droite.  Tm. 


RESOLUTION  DBS  EQUATIONS 

dont  les  racines  ne  sont  que  des  fonctions  algébriques  de  radi- 
caux du  second  degré. 

FAJi  M.  canmii&AAo, 

profeaarar  à  8#rréi«, 


Si  les  racines  d'une  équation  a^ébrique  ne  sont  formées 
que  de  radicaux  du  second  degré,  comme  chacun  de  ceux-ci 
peut  être  tiré  d'une  équation  du  second  degré  à  coefBcienls 
rationnels ,  l'équation  proposée  dont  le  degré  aéra  néeesSM^ 
rement  2^ ,  pourra  toujours  être  regardée  comme  provenant 
de  Télimination  de  m — 1  inconnues  entre  m  équations  à 
coeflBcients  rationnels  da  deuxième  iegré  à  deux  inoonaiKs, 
savoir  : 

u'+u{ct  +  d)  +  ei^+fi+g  =  0 


x'^x{njy+p)-hqr'  +  rjr  +  s=^0, 
et  par  conséquent  ses  raoim>6  seront  de  la  forme 
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dcV   I±|/H:V  K±:|/L±V  M±I/N±V^O±\/P±. 

Chaque  nooreau  radical  portant  sur  une  forme  îdeotîqDe 
à  tout  ce  qui  le  précède  et  A,  6,  G,  etc.,  étant  des  quantités 
rationnelles.  On  trouve  encore  celle  forme  générale  delà  ra- 
cine X  y  si  l'on  observe  qu'nne  fonction  algébrique  de  radi- 
caux du  deuxième  degré ,  se  ramène  toujours  déGnitivement 
à  ne  présenter  ces  radicaux  que  sous  les  formes  d'addition, 
do  soustraction,  de  superposition,  les  dénominateurs  irra- 
tionnels pouvant  être  rendus  commensurables.  On  peot 
même  présenter  sous  la  forme  ci-dessus  les  racines  de  touti^ 
équation  de  degré  2^ ,  sauf  à  calculer  par  approximation  l(s 
valeurs  de  A,  B,  G,  etc.,  qui  seront  irrationnelles  ;  mais  si  la 
proposée  n'a  pour  racines  que  des  radicaux  du  second  degré, 
on  en  sera  averti  en  ce  que  ces  valeurs  seront  toutes  ration^ 
nelles.  Soit,  pour  flxer  les  idées,  proposée  une  équation  quel- 
conque du  quatrième  degré , 

(1)  x*-f4ax3+2frj:*-f4cx+£i-=0, 

dent  les  quatre  racines  peuvent  s'écrire 

x  =  A  ±  V/b±Kc  ±  l/B, 

ou  plQt6t  si  Ton  considère  les  deux  équations  dont  on  pcuf 
supposer  que  (1)  est  l'équation  finale , 


(2)  a:  =  m±ll/}±\/n±y'p 

où  il  n'entre  en  réalité  que  deux  doubles  signes,  lun  de  l/p, 

Fautre  de  k  »...  Par  une  première  élévation  au  carré,  on 
trouve 

x'— 2/itx-fm'-f/>— n=±  k^(l— 2/m-f  2/x), 
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et ,  par  une  deuxième  élévation  au  carré ,  apré^  réduc- 
tions , 

4-  (m^  +  tp-^nf^p  (1— 2//W)'  =  0. 

Telle  est  la  forme  sous  laquelle  peut  être  mise  une  équation 
du  quatrième  degré ,  les  quatre  constantes  a^  b ,  c  ,  d^s^ 
trouvant  remplacées  par  les  quatre  constantes  l,  m ,  n^  p. 
Pour  calculer  ces  dernières ,  on  trouve  en  identifiant  (1)^ 
et  (3), 

|a=:  — m 
c  ^  Pmp  -|-  mn  —  /»'  —  Ip 
d^  (m'  -f;  Pp^ny^p  (1— 2/m)'  ; 

ce  qui  se  réduit  à 

Pp^n  =  3a*'—b 
lp=zab^'2a}  —  c 
d  =  {ha''^b'-2nY—p  (l+ârt/)'; 

d'où  l'on  tire  enfin 

+  /  (12a*— 8a'i  +  6'  +  4ac— éf)  +  c  +  2a«— «6 = 0  ; 

équations  qui  montrent  que  la  composition  en  radicaux  du 
deuxième  degré,  des  racines  d'une  équation  du  quatrième 
degré ,  réussira  si  l'on  trouve  une  valeur  commensurâble 
de  /.  L'équation  en  /  rappelle  aussi  que  la  résolution  d'une 
équation  du  quatrième  degré  tient  seulement  à  la  résolu  lion 
du  troisième  degré ,  car  tous  nos  calculs  sont  généraui.  Ob- 
servons encore  que  l'équation  en  l  ayaut  été  obtenue  sntis 
solutions  étrangères ,  les  trois  iralcurs  de  /  qu'elle  fournit , 


pi 
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doivent  jouir  de  la  propriété  de  donner  par  les  sobstitntions 
dans  (2) ,  trois  systèmes  de  yalears  identiques  de  a:.  Exami- 
nons maintenant  quelques  cas  particuliers  de  la  forme  géné- 
rale (2)  : 


+  4cx+rf=0,  4cV5—46cr +  /(*'— rf)-|-c  =  o, 
p=—j,n  =  >^b+cL 
2*  /  =  0;c  +  2tf3— rt^  =  0, 

relation  nécessaire  et  suflBsante  pour  que 

ait  ses  racines  de  la  forme 

x=m±[/n±\/p 
connues  par 

remplaçant  dans  la  dernière  équation  (k)  »  on  trouve 

d{Za'  ^b)  =  (4a'  —  by  (3a-  -  6)— (4a«  -  a6  -  c)' , 

relation  nécessaire  et  suffisante  pour  que 

x*  +4ax«  +  ^bx"  +  hcx  -f  rfc=0 , 

ait  pour  racines 

x=m±lV}dri\/±\/p. 
4*    /^=0-,w=— a,«=3a'  — ^,/=:0,c4-9a'— a^=0, 
rf  =  (6  — 2a')', 

deux  relations  pour  que 

x<  +  4aar3  +  2bx'  +4c.r  +  /^  =  0 , 
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ait  dfU  racifies  Afales 

EnOn  une  dizaine  de  cas  sans  intérêt ,  parmi  lesquels  je 
citerai  seulement  : 

5»  /w=0, /=0,a=0,  c  =  0, 

seules  conditions  pour  ([ue  ^ 

ait  ses  quatre  racines. 

^=-±V^n±|/^,  nsr— i,p= -=6'rf. 

C'est  le  seul  cas  des  traités  officiels  d'algèbre. 
6*  mes  0, 11=0  ;a:^0, 

d'où 

relation  pour  que 
ait  la  racine 

T    /=0,nc=sO;3a'— *=0,c+2a»  — a*  =  0,a:*4• 
jipplication  numérique. 

Calculer  s'il  est  possible  les  racines  de 

X*  — 2x'-lto+l  =  0. 

La  forme  de  celte  équation  nous  reporte  au  cas  1*.  Clierclions 
donc  si  l'équation  en  /  qui  devient  ici  64P—  16r  —  4=0, 
ou  16P  — V— 1=0,  admet  une  racine  commensurable. 
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Rendant  les  racines  quatre  fois  plus  g^raades  en  posuit 

/ 
/=-,         on  a  la  transformée  /,*  —  /,* — 4  =  0. 
4 

/.'— /.VO./— 4  Cherchant  les  racines  commensurables 
2...  — 1 — 1—2  de  cette  équation  par  la  méthode  de  di- 
vision abrégée  (*) ,  on  trouve  la  racine 
r,  +  /^+  2  =  0  entière  2 ,  et  en  même  temps  //+/,+2=:0 
pour  réquation  débarrassée  de  cette  racine.  On  a  donc  aiusi 

(n  /=^  =  i,p=-^  =  8,/i  =  -^r  +  c/=-l, 

et  par  conséquent  enGn 

a:  =  dz|/"2±K-lHz2Ï/2, 

racines  qui  satisfont  à  la  proposée,  comme  on  peat  le  vé- 
rifier. 

(•)  Procédé  que  j'ai  cité  page  350  du  2»«  volume  de  ce  journal,  que  M.  Tbibaoli 
a  développé  ptfge  523  du  même  volume,  et  qui  avait  été  présenté  dans  le  coon 
de  mathématiques  pures  de  M.  Francœur  dés  la  première  édition.  On  troort 
aussi  dans  ce  dernier  ouvrage  un  moyen  très-commode  de  calculer  les  valeurs 
numériques  que  prennent  les  dérivées  d'un  polynôme  pour  une  valeur  dex,  c« 
qui  est  fort  utile  pour  le  calcul  des  transformées  d'une  proposée  X  ~o.  £a  i 
posantx=y  +  ^tOna 

X"  X'"  X""  '  Xw» 

et  réciproquement  en  posant  dans  celte  transformée  y^x  -^  Jk ,  on  a  lldeolU* 

Xm. 
+  ^L(a;-A  m; 
2.3...m 

maintenant  si  Ton  divise  X^  par  x^h,  ce  qui  donne  Q,  Q  par  x^h,  d'où  Q^ .  Q' 

par  x—h^  d'où  Q" ,  elc,  on  aura 

X".  X"\  X"'\  Xm. 

*       2  ^2.3  2.3.4'  2.S..» 

reste  «-X^î 

X".  X'";.  X"".  Xmfc 

CV-_        +       — 2(0?-  h)  + ^^  (X  -  A }»  +  ....  + ^(af-A)"-' 

2  2. S  2.3  4  2.3..« 

reste  ""'^'à» 

2.3  ■  '"'-3.  i  2.3...m 
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Les  deax  autres  valears  de  /,  tirées  de 

/.•  +  /.  + 2  =  0 


SODt 


et  partant 


1   .  1 


'.=-H^=^ 


<=-l*iKry, 


donc, 

.  =  I±±»^,/=-4(l+|/-7).^ 

8  2      2 


— X' 


2 


2.S..m 


X*" 


2.8.. . (m— O 


Eo  employant  donc  pour  trourer  ces  quolietils  et  leurs  restes,  la  mélhoda 
abréfée  de  division  par  a?— a,  on  aura  très-simplement  calculé  les  coefficienu 
de  la  transformée  (i). 

Soit  proposé  par  exemple,  de  calculer  la  transformée  en  y  i—o;—  3  de  X^  ^ 

o^^  _  7 £9  . 1  <txS  +  4«+ 129  i- 0  : 

Chaque  ligne  horizontale  présente  le  quo- 
tient de  la  ligne  (du  polynôme)  supérieure 
par  x-^  3 ,  et  le  dernier  terme  de  chacune 

est  successirement  Xl,  X'^, — , ,  etc. 

A»      «    2    '  2.3 

de  sorte  que  la  transformée  est 

2y*+17y8  +  33yî— 4iy+6-=0. 

Si  Ton  n'avai  i  besoin  que  de  la  valeur  d'une 
2    11      33— —       dérivée,  par  exemple  de ,  il  n'y  aurait 

2  2 

besoin  quede  calculer  les  trois  premiers  termes  de  chaque  quotient.  Enfin,  s'il  y 
avaiinécessité  comme  danois  recherche  des  racines  incommensurables,  à  cal- 
calerles  transformées  X„^  , ,  ^«x  2»  ^V  +  3  '••  ^"  ^®'^  *ï"®  '®  procédé  actuel 
fournira  successivement  les  eoefficienis  par  de  simples  additions  et  soustrac- 
tions. 


'ix* 

-7X« 
-I 

5 

-12j:*+4x-1-129 

—15     —41       « 
0     -41 

11 

33 

17 

2  —7  — i2 
2  —1  —15 
2       5         0 

< 


1 


t 


—  M*  - 
et  enfio 

8 

±^l-5V/=7±^^-»(n-v/=:^ 


2 

x"  =  ± 


Ces  valeurs  satisfont  nécessairement  à  la  proposée  d'après 
ce  qoe  j'ai  dit  plus  haat  sur  la  nature  de  Véquatioil  en  /.  Od 
le  TériGe  d'ailleurs  en  les  substituant  dans  les  équations  (4), 
ce  qui  est  d'un  calcul  plus  simple  que  la  substitution  dans  U 
proposée.  On  retrouve  bien  a  =  0 ,  ^= — i,  c= — 4,  d=\. 

Ces  deux  nouveaux  systèmes  de  valeurs  de  x  sont  du  reste 
identiques  avec  le  système 

Comme  le  font  retrouver  des  transformations  de  radicaux, 
d'après  ce  qui  avait  été  prévu. 


NOTE 

sur  les  cas  singuliers  d'insolubilité  au  d'indéterminaiion  dam 
les  équations  du  premier  degré  d  plusieurs  incomnua. 


PAR  M.  AaMAMB  TABXnt, 

Anelen  élère  de  l'École  polytechniqae. 


Tout  système  de  deux  équations  du  premier  degré  à  deux 
inconnues  étant  ramené  à  la  forme  simple 

ax'\'by  =  k^  a'x  +  b'y  =  k^  y 
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ûab'-^balvtO  et  ak—ka'ssO,  ce  qui  entraîne  W—ftif=0, 
les  deux  équations  sont  incompatibles,  c'est-à-dire,  qoe  rien 
de  ce  qni  résont  Tune  ne  peat  résoudre  l'autre  ;  si  ab^'^a=0 
etâA'— Aa's:0,  ce  qui  entraîne  *y— 6^  =  0»  les  deux 
équations  rentrent  Fane  dans  l'autre,  c'est-à-dire,  que  tout 
ce  qui  résout  l'une  résout  Fautre. 

Vifuolubilité  se  manifeste  par  la  forme  -  ,  et  Vindétertni- 

wiHen  par  la  forme  ~  que  prennent  ensemble  les  deux  in- 

coDDues ,  et  l'on  rend  parfaitement  compte  de  l'une  et  de 
l'autre  en  montrant  que  dans  un  cas  les  premiers  membres 
soDt,  indépendamment  de  toutes  valeurs  attribuées  à  x  et  à 
X,  dans  un  rapport  déterminé ,  et  les  seconds  membres  (na- 
mériques)  dans  un  autre  rapport  ;  et  que  dans  1  autre  cas, 
I<^  premiers  membres  sont,  indépendamment  de  tontes  va- 
leurs attribuées  à  x  et  ^,  dans  un  rapport  déterminé ,  et  les 
seconds  membres  (numériques)  dans  le  même  rapport. 

Rien  n'est  donc  plus  facile  que  de  signaler  nettement ,  dans 
l^s  exemples  numériques  qui  offrent  quelqu'un  de  ces  cas 
MDguliers ,  les  causes  d'insoltUnlité  ou  A'indéierminatiùn , 
lorsque  le  nombre  des  équations  n'est  pas  supérieur  à  deux. 

Mais  dés  qu'il  y  a  plus  de  deux  équations ,  cette  facilité 
disparaît,  la  multiplicité  des  équations  pouvant  donner  lieu 
à  bien  des  causes  diverses  soit  d'insolubilité ,  soit  d'indéter- 
mination. Le  but  de  cette  note  est  d'indiquer  un  moyen  de 
décoQvrir  ces  causes  cachées ,  quel  que  soit  le  nombre  com- 
mun des  équations  et  des  inconnues. 

Soit  par  exemple  le  système  en  apparence  déterminé  : 
3x — ^y-]-  z — 3ii=10  <<("  donne  en  éliminantJi: 


3^+t^r-22+7tt=14 


2x+3y+3u=  9 
Sx— 4r— 511=16 


puis  en  éliminant  y: 
23x— 3u=84 
23x— 3tt=84 
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Ces  deux  dernières  équations  rentrant  l'une  dans  Tautre, 
admettent  une  inGnité  de  solutions,  et  il  en  est  par  oonsè- 
quent  de  même  du  système  proposé.  Soit  encore  le  sysléane 
en  apparence  déterminé  : 


Sx-^^y-^-  z— 3ii=10 
6j:—  ^— 2z—  u=21 


I  qui  dODDe  en  éliminant  u: 
15j:— ^—  7z=  53    paifenéUraiDaDty: 
lOx         — 3a==  36     30x— 9z=:ll8 
3j:-|-6^—2z-f7tt=24.45j:—^— 162=1711   tOx— 3z=s  36 

Ces  deux  dernières  équations  étant  contradictoires,  leur  sys- 
tème est  insoluble ,  et  il  en  est  par  conséquent  de  même  du 
système  proposé.  Pour  découvrir  le  vice  caché  de  chacun  de 
ces  systèmes ,  qui  ne  difiTèrent  d'aillenrs  que  par  un  des  se- 
conds membres ,  remplaçons  les  seconds  membres  par  des  let- 
tres ,  et  traitons  le  système  saivant  : 


qai  donne  en  éliminant  u  : 
15j:+r--2z=A+3B 
lOx      — 32=B+C 
25x-hr-'5z=7B— D 

Le  système  proposé ,  en  apparence  déterminé,  est  donc  en 
réalité  : 


4j:-t-  y—  z+  i^=B 

ex—  j^— 22—  M=c 

3a:+67— 28+7a=D 


pals  en  éliminant  y  : 
10x-3z=A+4B-D 
lOx— 3z=B+C 


insoluble,      si  BfC>  ou  <— A-^4B— D,  c.^-d.  si  D>oa<3B— A-C, 
indéterminé,  si  B+C=— A+4B— D,  c.-è-d.sî  D=3B— A— C, 

c'est-à-dire  suivant  que  le  second  membre  de  la  quatrième 
équation  est  ou  n*est  pas  différent  du  triple  du  second  membre 
de  la  seconde  9  diminué  des  seconds  membres  de  la  pre- 
mière et  de  la  troisième.  Cette  relation  forcée  entre  les  se- 
conds membres  existe  donc  entre  les  premiers  membres, 
quels  que  soient  x,  ^,  z ,  u ,  et  Ton  vérifie  en  effet  que  le 
premier  membre  de  la  quatrième  équation  est  égal  au  triple 
du  premier  membre  de  la  seconde ,  duquel  on  aurait  retran- 
ché les  premiers  membres  de  la  première  et  de  la  troisième 
éqnation.  On  reconnaît  ainsi  à  qaoi  tenait  YinsoluhilUé  et 
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Vindéierminatiùfi  des  systèmes  proposés ,  cl  Ton  aperçoit  en 
même  temps  le  moyen  de  former  à  volonté  do  tels  systèmes 
ifuolubles  ou  indéterminéSj  qaoîqae  en  apparence  déterminés. 
Généralement  :  Lorsqu'on  système,  en  apparence  déter- 
miné, conduit  par  l'élimination  à  une  équation  insoluble  et 
indéterminée ,  ce  système  est  lui-même  insoluble  ou  indéter- 
miné y  cela  tient  alors  à  ce  qu*il  existe  entre  les  premiers 
membres  des  relations  qui  ^  n'existant  pas  entre  les  seconds , 
rendent  les  équations  incompatibles  ;  ou  qui,  existant  aussi 
entre  les  seconds  membres ,  font  rentrer  certaines  des  équa- 
tions dans  les  autres.  Pour  découvrir  cette  relation ,  cause 
d'insolubilité  ou  d'indétermination,  on  peut  remplacer  les 
seconds  membres  par  des  lettres ,  et  éliminer  les  inconnues  ; 
on  arrive  ainsi  à  certaines  relations  entre  les  seconds  menoh 
bres  y  relations  qui  sont  celles  existant  entre  les  premiers 
membres. 


SUR  UN  NOUVEAU  PRINCIPE  DE  MÉCANIQUE, 
fondamental  et  général. 

lyaprèf  M.  GaoN.  (  Crtlle,  tome  IV,  p.  3S3. 1S39.  ) 


m, ,  f/i.,  //I3 ....  est  ttn  système  de  points  matériels  soumis 
à  des  forces  et  à  des  liaisons  quelconques.  Soient  a, ,  a. ,  a,. . . . 
les  positions  respectives  de  ces  points  au  bout  du  temps  e  ; 
et  c, ,  c,,  c, ....  les  positions  de  ces  mêmes  points  au  bout  du 
temps  t-hdt'^  et  si  les  liaisons  n'eussent  pas  existé ,  si  le 
système  était  entièrement  libre ,  supposons  que  les  points 
fussent  parvenus  respectivement  dans  l'instant  dt,  en  ^,»  6,, 
^, .... ,  de  sorte  que  cfi,^  cjb^^  etc.  mesurent  les  déviations 
instantanées  respectives. 
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On  peut  considérer  le  point  m,  comme  soumis  an  boutda 
temps  t  à  deux  forces  ;  Tune  se  combinant  arec  la  vitesMet 
la  direction  qui  animent  le  point  m, ,  le  mène  dans  Finstant 
dt  en  c,  ;  et  l'autre ,  telle  que  si  elle  était  appliquée  an  poiol 
m.  en  repos  en  c, ,  elle  le  transporterait  en  b,  dans  riostaot 
dt  ;  de  même  pour  les  points  m, ,  m,  ....  .Et  diaprés  le  pria- 
dpe  de  d'Alembert ,  ce  second  système  de  forces  doit  être  en 
équilibre. 

Appliquons  à  ce  système  le  principe  des  yitesses  yirtudles. 
Soient  c,y,,  c.y,,  c,7,,  etc.  des  directions  différentes  de  c.6,« 
^A)  ^i^s)  etc. ,  mais  compatibles  avec  les  liaisons  da  sys- 
tème,- et  soient  0.,  0,,  9,  les  angles  que  forment  7.C.6., 
y.cA .... ,  etc.  ;  alors,  d'après  le  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles  imcb.  cy  cosO  doit  être  on  zéro,  ou  négatif  et  jamais  poâ- 
^f  ;  cb^cy^  6  représentent  l'une  quelconque  de  ces  directions. 

Or  on  a  : 

yb  — eb  =  C7  —  2cb .  Cy  COS^  ; 
donc 

im.yb  —  Ini  .cb  :=lm.Cy  —  21m  .cb  ,cy  .  cosO. 

Or  le  second  membre  de  cette  équation  est  essentiellemeot 

positif;  donc  imyb    est  .essentiellement  plus  grand  qoe 

i,m,cb^  ;  c'est-à-dire  que  i/n  •  cb  est  un  minimum.  On  a 
donc  ce  principe  général  et  fondamental  :  «  Le  mouvement 
»  d'un  système  de  points  matériels ,  liés  entre  enx  d'une  ma- 
»  nière  quelconque ,  et  dont  les  mouvements  sont  soumis  à 
»  des  limitations  extérieures  quelconques ,  s'opère  à  chaqœ 
»  instant  dans  la  plus  grande  coïncidence  possible  avec  le 
»  mouvement  libre  ou  ayec  U  moindre  'contrainte  possiUe, 
»  en  prenant  pour  mesure  de  la  contrainte  que  Umt  le  sys- 
»  tème  éprouve  dans  chaque  instant ,  la  somme  des  prodafts 
»  de  la  masse  de  chaque  point  matériel  par  le  carré  de  sa 
»  déviation  instantanée  de  la  direction  libre.  » 
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L'iUostre  aulcur  donne  un  énoncé  plus  juste  que  celai  qui 
est  en  usage ,  du  principe  des  vitesses  virtuelles.  Il  faut,  dit-il, 
que  la  somme  ne  paisse  jamais  devenir  positive.  Car  l'exprès- 
sion  asilée  suppose  tacitement,  par  exemple,  qu'un  point 
placé  sur  une  surface  est  forcé  d'y  rester,  que  la  distance  de 
deux  points  est  invariable  ;  ce  sont  des  restrictions  inutiles 
et  souvent  incompatibles.  Ainsi,  la  surface  d'un  corps  impé- 
nétrable ne  contraint  pas  un  point  matériel  de  rester  sur 
elle ,  mais  s*oppose  seulement  à  son  passage  de  l'autre  c6té  ; 
un  61  inextensible  et  flexible ,  tendu  entre  deux  points,  rend 
impossible  l'accroissement,  mais  non  la  diminution  de  la  dis- 
tance. 11  convient  d'adopter  un  énoncé  qui  embrasse  de  suite 
tous  les  eas  possibles  et  que  Poisson  a  eOectIvement  admis 
dans  la  2°"  édition  de  sa  Mécanique. 

Il  est  remarquable,  termine  l'illustre  géomètre,  que 
lorsque  les  mouvements  libres  ne  peuvent  exister,  avec  des 
conditions  nécessaires ,  ils  sont  modifiés  par  la  nature  de  la 
même  manière  que  le  calculateur,  dans  la  méthode  des  main- 
dre$  carréSy  compense  des  expériences  qur  se  rapportent  à  des 
fraudeurs  qui  ont  entre  elles  des  dépendances  nécessaires. 

Cette  ingénieuse  observation  fait  ressortir  Futilité  philoso- 
phique du  principe  de  la  moindre  contrainte  qui  pourra 
quelquefois  servir  de  point  de  départ. 

On  trouve  dans  le  même  mémoire  une  objection  contre 
l'emploi  que  Laplace  fait  du  principe  de  la  moindre  action 
pour  démontrer  la  loi  de  la  double  réfraction.  Ce  principe 
dépend  essentiellement  de  la  conservation  des  forces  vives  ; 
d'après  laquelle  les  vitesses  sont  déterminées  uniquement  par 
Ita  positions  des  points,  sans  que  les  directions  des  vitesses 
aient  la  moindre  influence  ;  ce  qu'on  admet  pourtant  dans 
celte  expérience  de  physique.  Tm.   * 
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THEOREMES 


Sur  les  coniques  circonscrites  d  un  quadrilaUre  ou  inscrites, 
de  même  à  un  triangle  ;  théorème  de  M.  StHner. 

(  Suite,  ▼.  p.  878.; 


XXXIII.  TflÉORftME.  Le  lieu  des  cefUres  des  coniques ârcon- 
sentes  d  un  quadrilatère  est  une  cotûque. 

Démonstration.  Prenons  poar  axes  deux  côtés  opposés  da 
quadrilatère,  et  soit  Téquation  delà  oooiqae 

Ar'  +  Ba:jr  +  Cx»  +  Dr+Ea:-f  F  =  0; 

F   F 
faisantes 0,  on  connaîtra^,  -  ;  et  fesant  a:  ;=  0,  on  con- 

naîtra-,- ;  ainsi,  on  peut  regarder  eomme  ooanasles 

coefiBcients  à  l'exception  de  B.  Soient  r,  u  les  coordonnées  da 
centre  ;  on  a 

2Aa  +  B<+D  =  0,Btt+2Cf-|-F=0; 
éliminant  B ,  on  obtient 

âA«^'— 2C^'+Da  — F^=0(1), 

équation  du  lieu  cherché ,  et  dune  facile  discussion. 

Observation.  Ce  même  problème  a  déjà  été  résolu  (p.  301) 
en  prenant  pour  axes  deux  côtés  consécutifs  ;  ce  qui  est  plos 
long  et  mène  à  une  équation  plus  coi^pliquée.  La  scdntioo 
actuelle  est  donnée  par  MM.  Gorgonne(tomeXyiII  p.  lOO), 
et  Lamé,  t.  VII. 

XXXIV.  Théorèmb.  Les  asymptotes  de  Vhyperhole  lien  dn 
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cenim  des  coniques  drcamcrUes  à  un  quadrilaiére  convexe 
90fU  conjuguée  rekUivemeni  d  chacune  de  ces  coniques, 

Démomiralion.  Soient  a  et  «'  les  coefficients  angulairesdes 
asjmptotes;  on  a  donc,  en  verta  de  l'éqoation  (I)  ci-dessos , 

a  ^a'=o  ;  aa'  ==  —  ^  ;  or,  la  relation  pour  que  deux  droites 

A. 

soient  conjurées  est  2Apq  +  B  (/;  -f  y)  +  2C=0  j  et  celte 
relation  est  satisfaite  par  les  valeurs  de  a  et  a-,  donc ,  etc. 

Observation.  Ce  théorème  est  de  M.  Steiner ,  célèbre  géo- 
mètre suisse ,  professeur  à  Berlin. 

XXXV.  Lbmiib.  Le  carré  du  sinus  de  l'angle  des  diamètres 

conjugaés  ^auxdans  Tellipse  est  ^al  à  — =^; — 1. 

Démonstraiion.  Soient  0  l'angle  des  diamètres  conjugués 
égaux  et  a'  l'un  de  ces  demi-diamètres ,  on  a 

,,     2LN      „  .  ^         2L8iny 


m 


-m 


V- 


(l.  I ,  p.  493)  ;  d'où 


«nô^ ijr-. 

XXXYI.  Taftoa&MB.  L'ellipse  circonscrite  à  un  quadrila- 
tère ,  dont  les  diamètres  conjugués  égaux  sont  parallèles  aux 
asymptotes  de  l'hyperbole ,  lieu  des  centres ,  est  l'ellipse  où 
l'angle  aigu  formé  par  ces  diamètres  est  le  plus  grand  pos- 
sible t  par  conséquent  celle  qui  s'écarte  le  moins  du  cercle. 

DémomlroAion,  Désignons  cet  angle  par  0;  on  a  donc  en 
général  ITsin^O^:—  msin*7  ;  différentiant  par  rapport  àB,  et 

posant      .p   =s  0  ;  ainsi  que  l'exige  la  théorie  de  maximis , 

on  a 

A:i!f.DeM\Tiifi«.  IV.  33 
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éliminant  sin'O,  on  obtient 

or 

^N  dm 

d'où  m  C08  7  +  BN  =  0  ;  développant  on  trouve 
„      UC 

Nommant  p  et  q  les  coefBcients  angulaires  des  diamètres 

conjugués  égaux  »  on  a 

—  2(BN+mc0S7)        _m+2CN 
P^^-         m  +  2AN         ''^^m+âAN 

(t. « ,  p.  29)  i  doncji  +  j  =  0; 

mB  +  2CBN_     C 
''*""mB  +  2ABN""     A' 

en  remplaçant  auparavant  B  par  sa  valeur. 
Or ,  pour  les  asymptotes,  on  a  de  même  />  +  ^  =  0  ; 

r 

pq='--^ice  qu'il  fallait  démontrer. 
'^  A 

Observation  I.  Le  plus  petit  angle  aigu  a  lieu  pour  iit=0  ; 
l'ellipse  devient  une  parabole. 

Observation  II.  Lorsque  A  =  C}  B  =  2Acos7;  le  qua- 
drilatère est  inscriptible  dans  un  cercle ,  et  alors 

sin'0=l;e  =  ^. 

XXXYII.  THéoRÈMB.  Les  asymptotes  d'une  hyperbole  cir- 
conscrite à  un  Quadrilatère  non  convexe ,  sont  conjugués  re- 
lativement à  l'ellipse ,  lieu  des  centres. 

Démonstration.  Soit  A^+B^c^— Cor'+Qr+Ex+F^O, 
l'équation  de  l'hyperbole  circonscrite;  2Au"+2C«'+Da-F/=0 
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,  l'éqnatioo  de  l'ellipse ,  lieu  des  ccnlres  (p.  464)  ipelq 
étant  les  ooeffidents  angulaires  des  asymptotes ,  on  a 
,  B  C 

poDF  que  des  droites  soient  conjuguées  relatifement  à  l'el- 
lipse ,  lieu  des  centres ,  on  doit  avoir  2kpq+^  =  0  ;  or , 
les  coeffidents  angulaires  des  asymptotes  satisfont  à  celte 
équation  de  condition ,  donc ,  etc. 

XXXTIII.  Ta*ORiMB.  L'hyperbole  circonscrite  à  an  qnam 
drilatère  non  convexe ,  dont  les  asymptotes  sont  parallèles 
aux  diamètres  conjugués  égaux  de  l'ellipse ,  lieu  des  centres, 
est  celle  dont  l'angle  des  asymptotes  est  un  maximum  pour 
toutes  les  hyperboles  circonscrites. 

Démomiratian.  Soit  S  Tangle  des  asymptotes  ;  on  a 

.     m  sin\ 
tanM=— jpi 

(t.  II»  p.  106);  appliquant  la  méthode  <fe  fiummts,  on 
trouve  comme  ci-dessus  BN+tocos7=0,  ou  N= A— C+Bcos-/; 

m  =  B'  +  4AC  ;  on  en  déduit  B  =  -p; -^  ;  désignant  par 

p'  et  q*  les  coefficients  angulaires  des  asymptotes  de  cette  hy- 
perbole, on  a 

4JGC0SV         ^_C 
^^^         A-C    '^^—     A' 

Wjpeiq  étant  les  coefficients  angulaires  des  diamètres  conju- 
gués égaux  dans  l'ellipse,  et  substituant  pour  B,  m ,  N ,  leurs 
valeurs  dans  les  expressions  données  ci-dessus  (XXXYl), 
pour  ces  coefficients ,  on  trouve  ji+  q  =sy+  ^'îM  =pV  î 
donc  9  etc. 

ObÊcrvatian,  Ce  théorème  répond  à  une  question  proposée 
par  Abel ,  dans  le  Journal  de  Crelle  et  ainsi  énoncée  :  parmi 
toutes  les  hyperboles  circonscrites  à  on  quadrilatère  non 
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convexe ,  trouver  celle  qai  s'écarte  le  plas  de  Thyperbole 
équilalëre. 

XXXIX.  Probléhb.  Parmi  les  coniques  circonscrites  à  un 
quadrilatère ,  déterminer  celle  où  le  produit  des  axes  prin- 
cipaux est  un  minimum. 

Solution,  Adoptons  même  système  d'axes  que  pour  le  (béo- 

rème  XXXTII  ;  faisant  z= — , ,  il  faut  quez  soit  un  miDimam 

m 

(^.I,  p.  493),  d'où 

ainsi  ^BL  4-  '^'^  =  0  ;  mais  4BL  =  —  2ki!  —  2mn  ;  ainsi 

k^       n 
aiif  +  OT/issOîB  — -4.-7-«0(l); 
m      k 

k'  n 

et —  est  Tordonnée  du  centre;  -r-  est  l'ordonnée  du  pôle  de 
m  k 

Taxe  des^  ;  l'équation  (1)  exprime  donc  la  relation  enUre  ces 

deux  ordonnées  ,  pour  la  conique  qui  satisfait  au  problème. 

Développant  l'équation  9BL  -f  m/»  =  0  ,  et  ordonnant  par 

rapport  à  B ,  il  vient 

PB»  —  2DEB*  +  [3AE'  +  3CD'  —  4ACP]B— 4ACDE=0, 
ainsi  il  y  a  au  moins  une  racine  réelle ,  et  trois  au  plus. 
En  résolvant,  on  a 

PB  =  I  DE— {i)ï  y/p  +  \/q  —  (t)î  ^P  —  V/Q 
P  =  DeF  -  ~  D'E'  +  F  (  AF  +  CD»)  —  y  ACP] 

Q  =  P'  +  [-  J  D'E'+  F(AE'+  CD')  — ^ACfI' 

si  4  (D'P  +  3ACF')  <  9F  (AF  +  CD'),  Q  est  posidï ,  et  B 
n'a  qu'une  seule  valeur  réelle. 
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Obiervation.  La  valear  de  B  est  iodépendaDte  de  Tangle 
des  axes. 

XL.  PaOBLtaB.  Parmi  les  coniques  touchant  les  côtés  d'on 

quadrilatère  9  déterminer  celle  oii  ^  est  un  maximum. 

SohUiùn.  Prenons  pour  axe  des  x  la  droite,  lieu  des 
centres  de  toutes  les  coniques  et  les  axes  rectangulaires; 
faisant  usage  des  fonctions  élémentaires ,  l'équation  dcf  fo  oo- 
niqae  devient: 

[F'air  p.  262)  ;  car  A'  =  0 ,  ou  bien 

(k*       l\  P  k  k  V 

— --)y-2n'-rr-i:c^+2-/iy+2^-j:  + 
m^      ml  m      *      m  m  m      * 

+    «       ^  ^        ^  ,       n 

n^ --=0,       ou        11'=—. 
mm  m 

Oiaqae  côté  du  quadrilatère  fournit  une  équation  du  premier 

k      l     C 
degré  en  — ,   -,  -  et  n'  ( t.  II ,  p.  1 08 )  ;  mais  Torigine étant 
m,     m    m 

sur  la  ligne  des  centres ,  trois  suflBsent  ;  ou  a  donc  : 

m  m  m 

a,  br  ^'f  ^9  ^"7  b"  sont  des  quantités  connues  ;  ainsi  réqaa* 
tion  prend  cette  forme  : 

(*«'•+  Pa'+  7)>''—  2H'xy  +  {a"+  b"n')  x'+  etc.  «  0. 

a,  p,  7  sont  des  quantités  connaes. 

On  a  m  =prP'^  gn  •+  rn'+  s  ,  N  =p'n"+  q'n'^  r'  ; 
les  sept  nouTelles  lettres  représentent  encore  des  quantitéa 
connues.  L'équation  de  maximU  donne  comme  ci-dessus  : 

dN       ^,  dm 
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ou  2  (/>«'*  -j-  ?ii"  +  rn!+  s)  i^n'+q')  = 

=  (//«'•+  q'n'+  F^]  (3/in'-+  2?/!'+  r) , 
éffiiaUoQ  qui ,  dans  le  cas  général,  est  do  quatrième  degré 
en  n'. 

Observation.  L'équation  est  plus  compliquée  que  pour  le 
problème  analogoe  (XXXYI)  relatif  aux  coniques  eircon- 
scriteft;  c'est  cequ'on  renoHitreanssidanslagéométrieâèaMa- 
taire  ;  il  n'y  a  qn'un  cercle  circonscrit  à  trois  poîntset  qoafre 
cercles  inscriptibles  an  système  des  côtés  d'nn  triangle.  Ed 
général,  ce  genre  de  problème  se  réduit  à  rendre  maûmm 
on  minimum ,  une  fonction  des  coefficients  de  l'équation  «  ces 
coefficients  é(ant  chacun  fonction  d'une  seule  yariable. 

M.  Ferriot  a  traité  d'une  manière  parfaite  et  complète  k 
cas  particulier  où  le  quadrilatère  devient  un  parallélogranuDe 
(application  de  la  méthode  des  projections,  p.  76,  1838. 
f^otr  aussi  Nouvelles  Annales,  t.  II ,  p.  205  et  29â).  Il  serait 
à  désirer  qu'on  pût  se  servir  de  la  mélhode  des  projecliou 
pour  le  quadrilatère.  M.  Steiner,  dans  son  excellent  mémoire, 
n'a  pas  examiné  les  cas  actuels  des  maxima.  (  Faùr  Journal 
de  Liouville,  t.  YI,  p.  105.  1841.) 

XLI.  Problème.  Trouver  Taire  d'une  ellipse  inscrite  dans 
un  triangle,  connaissant  les  points  de  contact. 

Solution,  Prenons  deux  des  côtés  du  triangle  pour  axes; 
et  soit  djr  +  ejc  +/=  0 ,  l'équation  du  troisième  côté  ;  soil 
x'  l'abscisse  du  point  de  contact  sur  Taxe  des  x ,  et  y  l'or- 
donnée du  point  de  contact  sur  l'axe  des  ^  ;  x'  ety  soot 
données  ;  faisons  de  plus  : 

-  =  t-y      --  =  a;     --  =  /i;    f—  —  tp\    f^—dq. 
m  m  m 

Faisant  /  =  /'  =  0  dans  l'équation  générale  qui  est  au  bis 
de  la  page  262 ,  et  divisant  toute  Téquation  par  m%  il  vieni  • 

ey—  2(iif  +  «0  jcy  +  w'j:'+  2//ï'j'  +  ^iin'x  +  «"^  0. 
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Faisantx=0;  on  a  : 
/y-f-re'=0;  d'où  <=—-;,  et  de  même  tt  =  — -;. 

Le  troisième  côté  tangent  donne  : 

d'où    -  arfeay  «'+/ vy—  a/a»'/-  s/m'a^ = o  ; 

Soit  A  l'aire  de  l'ellipse  ;  on  a  : 

or  L = Dk-{-  mS  ;  W  =  4DLA'+  *mLF  (^oir  1. 1 ,  p.  WO), 
et  4L'  =  2iA'n+iw«*;     ^  =n'[2«f +1»!. 

Rem[daçant  n',u^t  par  lears  valears ,  il  vient  \ 

♦L*  _  n»(a>i'+3/y)  _  ^   ■r"^"-x'— j>.y— g 
;?-     ïy  ♦  •  (jry-i»y-îj/)'  '- 

*    1     .         j^y      \  /(x'-/>)(y-g) 

XUI.  Peoblémb.  x'  élanl  dooné,  quelle  valeiir  fauMl 

donner  ày  poor  que  l'aire  de  l'ellipse  devienne  nn  maxinram? 

SoluAwi.  Soit*(py-|-?x'— ipy)5=y(?— y);ilfantqne 

—  =  0  ;  différenUant  dans  ce  sens  et  éliminant  z ,  il  vient  ; 

(Sg  —  3/)  (î^r'+Zt/-  ^Z)  =  »  (^  -:>^)  ( P  - f  V"; 
tfoù  Von  tire  :  /  ^px^x'' 

XUII.  Th*ob*iib.  L'ellipse  qni  touche  les  tr<M8c6tés  d'an 
triangle  aax  milieux  est  l'ellipse  inscrite  de  plus  grande  aire. 
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Démonsêratian.  D'après  le  problème  préoëdem  r  on  doit 
avoir  aimultanénent  : 

et  la  valear  de  l'aire  de  l'ellipse  maxima  est  : 
jg/^V/s.siny.ïT, 

coordonnées  du  centre ,      ^  >  |  > 

il  est  évident  qae  le  centre  de  l'ellipse  est  le  centre  de  gravité 
do  triangle. 

Obsermiion.  Ainsi  la  question  86  (  t.  III ,  p.  256  )  est  com- 
plètement résolue.  On  vœt  que  la  première  partie  est  indé* 
terminée,  va  qu'on  peut  inscrire  dans  un  triangle  une  infi- 
nité d'ellipses  d'aires  équivalentes.  On  parvient  directement 
au  théorème  par  la  méthode  projectivc,  en  considérant  un 
triangle  quelconque  comme  la  projection  d'un  triangle  équî- 
latéral ,  ce  qoi  est  toujours  permis  (f^oir  1. 1 ,  p.  397,  54). 
C'est  ainsi  que  M.  Ferriot  a  démoot|;é  ce  théorème  dans  l'ou- 
vrage dté  ci-dessus. 

XLIY .  Théorème.  Le  polygone  circonscrit  à  l'ellipse  d<mt 
lespoints  de  contact  sont  aux  milieui  des  cAlés  est  un  poly- 
gone de  moindre  aire  parmi  tous  ceux  qui  sont  circonscrits 
et  d'un  même  nombre  de  c6tés. 

Détnimsiràtion.  C'est  une  conséquence  immédiate  du  pro- 
blème XI  (t.  III,  p.  186). 

XLY,  TsÉOBÉiTB*  L'elHpse  de  moindre  aire  cîrconseritc  à 
un  triangle  est  semblable  à  l'ellipse  de  plus  grande  aire  in« 
scrite,  de  dimension  double,  semblablement  sîtoéc  et  con- 
centrique. 

DémmutruHùn.  Soit  ABC  le  triangle;  fisisons  ABss/?» 


ACsxq;  preoons  AB ,  AG  respectiveoient  pour  axes  des  x 
et  des  ^.  L'équation  de  TeUipse  circonscrite  est  ; 

y+Bjcx  +  Cjc^—qy—CpxszO, 

dm  dh  dh 

Faisons  L'= zm^  ;  les  équations  de  minimis  donnent  : 

.,  .  dm    dL       dm  dh     ,^, 

"""  Jb-5c  =  3c^    <*)' 

L'éqoation  (1)  développée  devient  : 

8Cp*(B'—  C)  —  Bpq  (B*+  2C)  +  5r*(B'+  2C)  «  0  , 
l'équation  (3)  donne } 

2BCp*— /ly  (B*  +  2C)  +  B^'  =  0. 
Éliminant /^^ ,  Il  vient  Cp*—q^^=:0\  et  on  trouve  pour  B 

deux  valeurs  B  =:  -  ;  B  =  —  ;  la  première  donne  une  el- 

P  P 

lipse  minimum ,  et  la  seconde  deux  droites  parallèles.  Or  la 
langente  à  l'origine  a  pour  équation  Cpx  -^^qy^zO.  £Ue  est 
donc  parallèle  an  côté  BG  qui  a  pour  équation /^^-f^x;:::^  ; 
donc,  si  par  les  trois  sommets  on  mène  des  parallèles  respec- 
tivement aux  côtés  opposés ,  on  obtient  un  triangle  circon- 
scrit à  rcllipse  d'aire  minima  et  les  points  de  contact  sont 
aux  milieux  des  côtés ,  donc ,  etc.  ;  et  Taire  de  l'ellipse  mt- 
nima  est 

2  y- 

-zpqV^  .sin7.Tr, 

«F 

OhtervaiiwB^.  Ia  méthode  projectivc  donne  directement  le 
théorème  ;  mais  pas  Taire  de  l'ellipse  circonscrite. 
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XLVI.  On  a  tu  que  l'espèce  de  la  conique  inscrite  dans 
un  triangle  et  dont  le  centre  est  donné  dépend  du  prodoîi 
4/t'  (2ut  +  n')  (p.  265) ,  remplaçant  n!  par  sa  valeur  donnée 

/  / 

au  même  endroit,  en  faisant  ^=  —  ^  ;  e = — -  j  on  a 

^  P 

M  {^ut+n!)  =  (2tt— î)  (2r-/?)  {pq^2pu—^t)  ; 

et  on  trouve  la  même  expression  pour  déterminer  la  nature 

de  la  conique  circonscrite  au  triangle  et  dont  le  centre  est 

donné  (p.  261)  ;  ainsi  formant  le  triangle  qui  a  pour  sommets 

les  milieux  des  côtés ,  si  le  centre  est  dans  Vinténeor  de  oe 

triangle  ou  dans  les  angles  opposés  aux  sommets ,  la  conique 

inscrite  est  une  ellipse;  si  le  centre  est  dans  un  hi-angfe 

formé  par  un  côté  et  les  prolongements  des  deux  autres ,  la 

conique  est  une  hyperbole  ;  lorsque  le  centre  est  sur  les  côtés 

du  triangle ,  la  conique  se  réduit  à  une  droite.  Les  mêmes 

déterminations  pour  la  conique  circonscrite. 

XLYII.  Désignant  l'aire  de  Tellipse,  inscrite  par  A ,  on  a 

4L' 
A*  == r  sin*  7ir>s=  n'(2u<+n')  sinSw*  == 

=  -  (2a  — ^)  (2r  — /?)(2/wi+2j<— /?î)sin'7.irV 

M.  Steiner  a  donné  une  très^légante  interprétation  géomé- 
trique^ Soit  ABC  le  triangle  donné,  et  A' ,  B\  G' ,  les  points 
milieux  de  BC ,  AC  ,  AB  ;  a,  p,  7  les  perpendiculaires  abais- 
sées du  centre  sur  B'C ,  A'C,  A'B'  et  R  le  rayon  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  ABC  ;  on  a 

{2pu-\-qt'-pq)smy   ^       i2u^q)s\tïy            ^l—psinj 
«  =  2-r ?  P=  2 '  ^== i~' 

et  r  est  la  longueur  du  côté  BG  ;  donc 

_  (2tt  —  g)  i^t—p)  {2pu  -f  qt  ^pq)  sin'y 
Ï6  ' 
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et 

XLVIII.  Théorème.  Le  lieu  des  centres  d'une  coDique  pas- 
sant par  trois  points  donnés,  et  dont  le  rectangle  des  a^es 
est  donné ,  est  ane  ligne  du  sixième  degré. 

Démonstration.  Voir  IX  ,  page  265  ;  par  inadvertance , 
on  a  hissé  subsister  dans  les  deux  membres  de  Téquation 
finale ,  le  facteur  commun  {^pu-^-^qt—'pqy  ;  en  le  suppri- 
mant ,  il  reste 

courbe  du  sixième  degré  qui  passe  par  les  points  milieux 
des  côtés ,  qui  sont  des  point  multiples  ;  les  côtés  sont  des 
asymptotes ,  ayant  cbacun  à  Torigine  quatre  points  en  com- 
mun avec  la  courbe  ,  c'est-à-dire ,  étant  asymptolc  à  quatre 
branches.  Voir  les  fig.  51 ,  52 ,  53,  qui  représentent  les  di- 
verse» formes  de  la  courbe,  selon  que  Taire  donnée  surpasac 
l'aire  du  triangle ,  est  égale  ou  inférieure  à  cette  aire. 

XUX.  TaÉoaAjiB.  Le  lieu  du  centre  d'une  conique  d'aire 
donnée,  touchant  trois  droites,  est  du  troisième  degré. 

Démonstration.  L'équation  de  cette  ligne  est 

(2  U— ç)  (^—p)  (2  pU'j-2qt'-pq)=C 

ou  c  est  une  constante.  (XLVU.) 

(  La  suite  prochainement.) 


THÉORÈMES  DE  M.  STEINER 

sur  la  division  du  plan  par  des  droites  et  des^cercles  ^  et  mr  la 
division  de  V espace  par  des  plans  et  des  sphères* 


Théorème  L    Un  plan  est  partagé  par  n  droilcii  qui  y 
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sont  situées  au  plus  en  1  -f  m  -| régions,  dont 

1  —  71  t}-    ^  ^     sont  entièrement  fermées  au  pins,  et  2» 

indéfinies. 

Théorâme  II.  Si  on  trace  dans  un  plan  n  systèmes  de  a,, 
a,,  a, ....  an  parallèles,  chaque  système  ayant  une  direction 
différente ,  le  plan  sera  partagé  au  plus  en  1  -f-  A-}- B  ré- 
gions; A  =  tf.+  <2.+  ....a,i;  B  =  a,a,4-a.a3+....  tf»-itf. 
dont  2A  sont  infinies  et  1  —  A  -f  B  fermées  au  plus. 

Théorâme  III.  Si  on  trace  dans  un  plan  n  systèmes  a, , 
A, ....  ^n  de  droites  parallèles  et  b  droites  non  parallèles,  le 

plan  sera  partagé  au  plus  en  1  +  A  -}-  B  -^ —  r^oos 

au  plus ,  dont  2A  sans  bornes ,  A  et  B  comme  dessus. 

Th^réme  IY .  n  circonférences  partagent  le  plan  au  plus 
en  n  (  n —  i)  +  2  régions ,  dont  une  seule  est  infinie.  ^ 

Théorème  Y.  Si  on  trace  dans  un  plan  n  systèmes  de  c, , 
c,,  c, ....  ch  circonférences  concentriques,  chaque  système 
ayant  un  centre  différent  ;  le  plan  sera  partagé  en  t4-2B 
régions  au  plus ,  B  =  c.c,+  c/:,+  ••••  ^n-t  c% ,  dout  une  seule 
est  sans  bornes. 

Théorâme  YI.  Si  on  trace  dans  un  plan  n  systèmes  divers 
de  ^,,  tf, ....  an  circonférences  concentriques  et  b  circonfé- 
rences non  concentriques,  le  plan  sera  partagé  au  {dus  en 
2A  +  6  (*  —  1  )  +  2  régions ,  dont  une  seule  est  sans  bornes. 

THÉoRéME  YII.  Si  on  trace  dans  un  plan  n  systèmes  de  pa- 
rallèles a, ,  a. ....  an  et  m  systèmes  de  cercles  concentriques 
^,  9  <^,  ..•*  Cm,  le  plan  sera  partagé  au  plus  en  1  -f  A  -f  B  + 
+  2AA'+2B'  régions  ;  A  et  B  se  rapportent  aux  droites  ;  A' 
et  B'  aux  circonférences  ;  2B  sont  sans  bornes ,  au  plus. 

Théorâme  YIII.  Si  on  trace  dans  un  plan  n  systèmes  de 
parallèles  a,,  a, ....  an  et  6  droites  quelconques  ;  n»  systèmes 
de  droonférences  concentriques,  c,,  c,,  ....  c^cm,  et<Jdr- 
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oonférenoes  quelconques,  le  plan  sera  partagé  an  plus  en 
1+A+B+2A A'  +  2»'  +    ^   ~"*^  +  d  (rf— 1  régions ,  dont  2A 

sont  aa  plus  sans  bornes. 

OhservaiÙM.  Les  théorèmes  IV,  Y»  VI  s'appliquent  égale- 
ment à  la  sphère. 

Etpace. 

TnÉORÈMB  IX.  n  systèmes  différents  de  plans  parallèles  -,  p, , 
p.'-'Pn  partagent  Tespace  au  plus  en  I  +A-|-B+C  régions  ; 

^=Pn+P*+''Pn;  B=p,p,,...-{-pn'xpn\  C^p,p,p,+.... 

••••  -{-pt^^pn-ipni  donc  2B  -f  2  sont  complètement  bornés. 

Et  dont  —  14-A— B  +  C  sont  complètement  fermés  et 
forment  des  corps. 

TflÉORéMB  X.  n  plans  quelconques ,  dont  trois  ne  sont  pas 
parallèles  à  une  même  droite,  et  dont  quatre  ne  passent  pas 

parle  môme  point,  partagent  l'espace  au  plus  t+/i+-^— — + 

n(/i— 1)(»-2)    ^.         ,       (/i_l)(/i-.2)(ii  — 3) 
+  -^ ^ régions  donl  '  ^' — - —  sont 

complètement  fermées. 

Théorème  XI.  p.jP*-  -Pn  systèmes  de  plans  parallèles 
et  m   plans   quelconques  partagent  l'espace  au  plus  en 

,+A+B4<^^^^A+mB+«^^"i^+fîî^î=^^ 

régions ,  et  dont  2 +2B  +  2mA  +  m  (m  —  1)  ne  sont  pas  oom- . 
plètement  bornées  ;  A ,  B,  C  comme  ci-dessus. 

THÉoateB  Xll.  /'m/'.  .-..  Pu  systèmes  divers  de  plans  pa- 
rallèles eis,^s^.,..sm  systèmes  de  sphères  concentriques  par- 
tagent l'espace  au  plus  en  1+A+B+G+2BA'+2B'A+2A'+2G'; 
A ,  B ,  G  se  rapportent  aux  plans ,  et  A',  ff»  G'  aux  sphères  ; 
24-2B  régions  sont  incomplètement  bornées. 

Théorème  XIII.  n  plans  quelconques  et  m  sphères  quel- 
conques partagent  l'espace  au  plus  en 


,  2m(i»— 1)(/»»— 2)    ^ 
+  t. 2. 3 '*^"»' 

dont  2 + n  (/»  —  1  )  sont  incomplètement  bornées. 

THÉORftif  B  XIY .  Pt^p^'.-'Pn  systèmes  divers  de  plans  pa- 
rallèles et  m  plans  quelconques ,  et  5, ,  j.  ....  ^^  systèmes  di- 
vers de  systèmes  concentriques  et  m'  sphères  quelconques 
partagent  l'espace  an  plus  en 

1  +  A+B  +  C  +  2A'B+ QB'A  +  2A'+ 2C'+ 
+  (p^j^  +  m!(m!—i)  +  2mm'U+  (m  +  2m')  A  + 
+  2  (/»+ m')  AA'+  (m + m')  (m+W— 1  )  A'+2(i»+  i»')B'+  «+ 


■        1.2  1.2.3 

+  ^ 17273 — ^'*P""'' 

dont  2+2B+2mA4-/7t(/n— 1)  sont  incomplètement  bornées. 

THÉORÈME  SUR  LE  QUADRILATÈRE  SPHÉRIQUE. 

Par  M.  Remy.  (Gralle,  1. 111 ,  p.  zs,  183S.  ) 


ThéorAmb.  a^bjC^d  sont  les  côtés  et  e,/les  diagonaia 
d'an  quadrilatère  sphérique ,  g  la  distante  siAérique  des  mi- 
lieux des  diagonales  ;  on  a  : 

cosa  +  C086 -f  cosc  +  cosflf  =  4  cos- ccos -/cosy. 

^        À 

Démonstratûm,  Soit  le  quadrilatère  ABDG;  hC=^a; 
\B  =  b;  BD  =  c,  DC^di  AD=r/,.  BC  =  e. 
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Soit  F  milieu  de  BC;  cl  G  milieu  de  AD  ;  FG  =^  ;  soit 
AF  =  r  et  angle  AFC  =  a. 
Ainsi  dans  le  triangle  ACF  l'on  a  : 


cosa=:G08rco8-e +  C08a  sin-e  sinr, 


1     .  .1 

et  dans  le  triangle  ABF  : 

i  .   1     . 

cosfr=rco8rcos-e — cosasin-esinr. 

Donc  cosa  +  008  6  =  2cosrcos- e , 

et  COSC  +  C08l2=:2008pCOS-e; 

p  est  Tare  FD  ;  donc 

COSa  +  C0S6  +  COSC  +  C0Sl2=:  2  COS-  C  (OOST+COS  p)  ; 

mais  cosr+cosp=2co8r/cos^; 

donc,  etc. 

NoU,  En  développant  les  côtés  en  séries,  on  peut  déduire 
de  ce  théorème  celui  d'Enler  sur  le  quadrilatère  plan. 


CONSTRUCTION 

approchée  du  périmètre  et  de  Vaire  du  cercle. 

Par  M.  Speeht.  (  Grelle,  t.  lU,  p.  83.  ) 


Soit  CBD  un  triangle  rectangle  en  B  ;  BC  rayon  d'un  cercle, 
et  BD  diamètre  du  même  cercle;  soit  prolongé  BD  d'une 

longueur  Da  égale  au  -  du  rayon  BG;  et  encore  d'une  Ion- 

3 
gneur  D6  égale  aux  -z  du  rayon  ;  menez  les  droites  Ca ,  Gb\ 
5 

prolongez  BG  en  A  jusqu'à  BA  :=  Ca  ;  par  A  menez  AE  pa- 
rallèle à  C6  ;  E  est  l'intersection  de  cette  parallèle  avec  BD 
prolongée;  alors  BE  sera  très-approchée  en  longueur  à 
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^  circonférence  do  rayon  BC  ;  et  le  triangle  fiCE  aura  à  pen 

prés  la  même  aire  qae  le  cercle  ;  en  effet,  soit  BC  =  1  ; 
on  aura 

BD=2;Ba=:2liBft  =  2g; 

Ca  =  qÎ5=BA;BE  =  ii^= 

=  \/39,7484  =2.3,141591953; 
mais  11=  3,141592651...  etc. 

Le  même  aatear  donne  une  méthode  pins  approdiée  en- 
core ,  mais  plus  longue  (Crelle ,  t.  III ,  p.  405). 

On  doit  ajouter  à  la  note  de  la  page  177 ,  cette  obsenratioo 
de  Legcndre.  Pour  que  2*^-1-1  soit  unr  nombre  premier ,  il 
faut  que  l'exposant  n  soit  une  puissance  de  2.  Car ,  si  n  ren- 
fermait le  facteur  impair  k,  faisons  n  =  it/  et  2<  =  a  ;  alors 
2*+ 1  =  û* +1  ;  or  Ar  étant  impair,  û*  -f  i ,  est  divisible  par 
a-f-l',  donc  2*+ 1  n'est  pas  premier ,  mais  la  réciproque  est 
fausse.  Ainsi ,  pour  /i  =  32  ;  on  a 

2î*  + 1  =  4294967297  =  641 .6700417 , 
ainsi  que  l'a  remarqué  Euler. 

Faisant  : 
n==2;  onalespolyg.  conséc.  3,4,5,  constructibles  géomê- 
n='4  Id.  15,16,17    triquement. 

n  =  %  Id.  255,256,257  Id. 

n=:16  Id.  65535,65536,65537        Id. 

car 

255  =3.5.17  ;256=r a';  65535=2*'— l=(2*-f  1)  (2'— 1)  = 
=  257.255. 

Cette  loi  de  succession  s'arrête  là.  Car ,  supposons  même 
que  2^^  -|-  1  soit  un  nombre  premier ,  on  aura 

2«*  -1  =  (2''  +  1)(2»'— 1); 
ou  2'*  4"  ^  oc  donne  pas  une  construction  géométrique. 
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NOTE 

9ur  la  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur  algébrique. 

Professeur  au  collège  de  Henri  IV. 


Rappelons  d'abord  quelques  déSnitions  et  quelques  priu- 
cipcs  qu'il  est  important  d*avoir  bien  présents  à  Tcsprit. 

1.  On  appelle  quantité  entière  celle  dont  l'expression  ne 
renferme  ni  dénominateur,  ni  radical.  Telles  sont  2a^b^ 
U^  —  bc,  t'tc. 

'2,  On  nomme  quantité  première  toute  quantité  entière  qui 
nest  divisible  par  aucune  autre  quantité  entière  qu'elle-même 
auTunité.  Ainsi  3a' — 2b  est  une  quantité  première,  mais 
u—b*  n'en  est  pas  une. 

3.  Pour  qu'un  polynôme  entier  soit  divisible  par  un  divi- 
seur entier,  indépendant  de  la  lettre  par  rapport  à  laquelle  il 
est  ordonné ,  il  faut  et  il  suffit  que  ce  diviseur  divise  chacun 
des  coefficierUs  de  cette  lettre, 

4.  Toute  quantité  première  qui  divise  le  produit  de  plu- 
sieurs  facteurs  entiers  divise  l'un  d'eux. 

5.  Une  quantité  entière  n'est  décomposable  qu'en  un  seul 
système  de  facteurs  premiers. 

G.  Le  plus  grand  commun  dïyiseur  de  plusieurs  quantités 
algébriques  est  le  produit  de  tous  leurs  facteurs  premiers 
communs  tant  égaux  qu'inégaux, 

7.  Nous  distinguerons  deux  cas  dans  la  théorie  du  plus 
grand  commun  diviseur  algébrique ,  selon  que  les  quantités 
euire  lesquelles  ou  le  cherchera  seront  monômes  ou  poiy- 
oômes. 

A2I».  DB  MaTBÉII.  IV.  34 
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Si  les  quantUés  proposées  sont  monômes ,  on  cherchera  le 
P.  G.  C.  diviseur  de  leurs  coefficienls  ^  et  on  le  fera  suivre  de 
toutes  les  lettres  communes  à  ces  monômes,  en  donnant  à 
chacune  déciles  le  plus  petit  exposant  dontelles^y  trouve  affectée. 
Ce  produit  sera  le  P.  G.  G.  diviseur  demandé  ^  car  il  est  dair 
qu'il  satisfait  à  la  définition  du  n''  6. 

8.  ExaminoDS  actaellemeot  le  cas  où  les  quantités  propo- 
sées sont  polynômes,  et  d'abord  nous  observerons  qu'il  suit 
immédiatement  de  la  définition  (6)  que  la  recherche  du  P.  G.  G. 
diviseur  de  plusieurs  polynômes  ne  dépend  que  de  la  détermi^ 
nation  de  celui  de  deux  polynômes. 

Soient  en  eflet  les  quatre  polynômes  A,  B,  G,  D.  Opérons 
commeil  est  prescrit  au  n"  79  de  nos  Leçons  d'Arithmétique  (*), 
et  désignons  en  conséquence  par  E  le  P.  G.  G.  diviseur  entre 
AetB,  par  F  celui  de  £  et  de  G  et  enfin  par  G  celui  de  F  et 
de  D  ;  G  sera  le  P.  G.  G.  diviseur  des  quatre  polynômes 
A,  B,  G,  D,  car  il  est  évidemment  le  produit  de  tous  leurs 
facteurs  premiers  communs. 

9.  ScHOLiE.  Dans  la  pratique,  on  devra,  après  avoir  ordonné 
les  polynômes  proposés  par  rapport  aux  puissances  d'une 
môme  lettre ,  chercher  d'abord  le  P.  G.  G.  diviseur  entre  les 
deux  polynômes  du  plus  faible  degré  ;  puis  celui  de  ce  P. G.  G. 
diviseur  et  du  plus  simple  des  polynômes  restants ,  et  ainsi 
de  suite. 

10.  Lemme.  On  n'altère  pas  le  P.  G.  G.  diviseur  de  deux 
quantités  A  e^  B  en  multipliant  ou  en  divisant  lune  d'elles  par 
un  facteur  premier  avec  l'autre. 

En  effet  si  M  est  une  quantité  première  avec  B,  le  produit 
MA  n'ayant  pas  d'autres  facteurs  premiers  que  ceux  de  M 
et  de  A  (5),  les  facteurs  premiers  qui  sont  communs  à  MA  et 


O  Uçimê  ^mitkméUpie^  psr  P.  L.  Girodde,  profeueur  au  eoUéfc  d« 
Henri  IV,  sixième  édition,  augmentée  de  la  méthode  de  division  abrégée  de 
M.  le  capitaine  Guy. 
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à  fi  soDt  oeax  mêmes  qui  Tétaient  à  A  et  à  B  ;  donc  le  P.  G.  G . 

dîTiseur  de  Al  A  et  de  B  est  le  même  que  celui  de  A  et  de  B  (6). 

On  Terrait  de  même  qu'en  supposant  A  divisible  par  M , 

le  P.  G.  C.  diviseur  de  —  et  de  B  est  identique  avec  celui 
de  A  et  de  B. 

11 .  Ce  Lemme  étant  ainsi  établi ,  occupons- nous  de  la  re- 
cberche  du  P.  G.  C.  diviseur  de  deux  polynômes,  et,  pour 
considérer  d'abord  le  cas  le  plus  simple ,  supposons  que  les 
deux  polynômes  ne  renferment  qu'une  seule  lettre ,  et  que  de 
plus  tous  les  termes  de  chacun  soient  premiers  entre  eux. 

Désignons-les  par  A  et  par  B,  et  admettons  que  B  soit  au 
plus  du  même  degré  que  A.  Diaprés  la  définition ,  le  P.  G.  G. 
diviseur  demandé  est  le  produit  de  tous  les  facteurs  premiers 
communs  à  A  et  à  B  ;  donc  si  B  divise  exactement  A,  ce  poly- 
nôme sera  le  P.  G.  C.  diviseur  de  A  et  de  B ,  puisqu'un  po- 
lynôme ne  peut  être  décompose  qu'en  un  seul  système  de 
facteurs  premiers.  Effectuons  donc  la  division  de  A  par  B  • 
soient  Q  le  quotient  et  R,  le  reste  ;  nous  aurons  . 

A=BQ+R.: 

or,  je  dis  que ,  si  le  quotient  Q  ne  renferme  que  des  termes 
entiers,  le  P.  G.  G.  diviseur  de  A  et  de  B  est  le  même  que 
celui  de  B  et  de  R..  Eu  effet,  tout  facteur  commun  à  A  et  à  B 
divise  A  et  BQ  et  par  conséquent  leur  différence  R.  ;  de  même 
tout  facteur  commun  à  B  et  à  R,  divise  A  ;  donc  les  facteurs 
premiers  communs  à  A  et  à  B  sont  les  mêmes  que  ceux  qui 
sont  communs  à  B  et  à  R, ,  et  par  conséquent  le  P.  G.  G.  di- 
vi<»eur  de  B  et  de  R,  est  le  même  que  celui  de  A  et  de  B. 

Donc  lorsque  la  ditision  de  deux  polynômes  s'effectue ,  sans 
admettre  de  termes  fractionnaires  au  quotient^  le  P.  G.  G.  di- 
viseur de  ces  deux  polynômes  est  le  même  que  celui  qui  existe 
entre  le  reste  de  leur  division  et  le  polynôme  qui  a  servi  de 
diviseur. 
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La  qaestion  est  aiosi  rameoéc  à  chercher  le  P.  G.  C.  divi- 
seur entre  le^  polynOmes  B  et  R..  Oo  divisera  donc  B  par  B.  ; 
si  la  division  réassit,  R,  sera  le  P.  G.  G.  diviseur  demandé  ;  si 
non ,  ce  P.  G.  0.  diviseur  sera  le  même  que  celui  de  R,  et  du 
reste  R,  de  cette  deuxième  division  (on  suppose  toujours  que 
Ton  n'ait  écrit  que  des  termes  entiers  au  quotient) .  On  divisera 
donc  R,  par  R.,  puis  le  reste  R.  par  celui  R,  de  la  troisième  di- 
vision, puis  R,  par  le  reste  R^  de  la  quatrième,  et  on  continuera 
ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  l'on  soit  arrivé  à  un  reste  indé- 
pendant de  la  lettre  ordonnatrice.  Si  ce  reste  est  nul,  le  dernier 
diviseur  est  le  P.  G.  C.  diviseur  demandé;  sinon,  les  pdf- 
n6mes  proposés  sont  premiers  entre  eux ,  sans  quoi  le  P.  G.  C 
diviseur  qui,  s'il  existe,  est  dépendant  de  cette  lettre  (3), 
puisque  tous  les  termes  de  chacun  sont  premiers  entre  eux , 
par  hypothèse,  devrait  diviser  ce  dernier  reste,  qui  est  in- 
dépendant de  cette  même  lettre. 

12.  La  démonstration  du  principe  sar  lequel  est  fondée  la  mé- 
thode que  nous  venons  de  développer  suppose  essentiellement 
que  les  quotients  successirs  aient  tous  leurs  termes  entiers,  car 
si  le  quotient  Q  de  la  division  de  A  par  B  était  fractionnaire,  on 
n'aurait  pas  le  droit  de  dire  que  tout  facteur  qui  divise  B  divise 
BQ.  Or  on  sent  qu'il  arrivera  très-souvent  que  la  division  du 
ooeiBcient  du  premier  terme  d'un  dividende  partiel  par  celui 
du  premier  terme  du  diviseur  ne  s'effectuera  pas  exactement. 
Dans  ce  cas ,  on  multipliera  le  dividende  par  un  facteur  tel 
que  le  terme  correspondant  du  quotient  soit  entier  (nous  in- 
diquerons tout  à  l'heure  (13)  comment  on  peut  déterminer 
ce  facteur) ,  et  cette  opération  n*altèrera  pas  le  P.  G.  C.  di- 
viseur que  l'on  cherche,  si  ce  facteur  est  premier  avec  le  divi- 
seur (10).  Or  pour  que  le  facteur  que  l'on  introduit  ainsi  soit 
certainement  premier  avec  le  diviseur,  il  sufiBt  que  les  coeffi- 
cients de  tous  les  termes  de  ce  diviseur  soient  premiers  entre 
eux ,  puisque  notre  facteur  est  indépendant  de  la  lettre  or- 
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danoatricc.  Eo  conséqueBce  avant  de  prendre  un  reste  pour 
diviseur^  on  aura  eoin  de  chercher  le  P.  G.  G.  diviseur  des 
coefficients  de  tous  ses  termes^  et  de  le  diviser  par  ce  P.  G.  C 
diviseur^  ce  quil  est  permis  de  faire  (1 0) ,  puisque  le  dividende 
correspondant  a  déjà  tous  ses  termes  premiers  entreeux. 

13.  Si  le  coefficient  du  premier  terme  d'un  dividende  partiel 
est  premier  avec  le  coefficient  du  premier  terme  du  diviseur,  an 
n'aura  qu'à  multiplier  ce  dividende  par  ce  coefficient ,  et  alors 
le  coefficient  du  terme  correspondant  du  quotient  sera  évidem- 
ment entier.  Mais  si  les  deux  coefficients  dont  il  s'agit  ne  sont 
pas  premiers  entre  eux ,  il  vawlra  mieux  chercher  leur  P.  G.  G . 
diviseur  et  multiplier  le  dividende  partiel  par  le  quotient 
obtenu  en  divisant  le  coefficient  du  premier  terme  du  diviseur 
par  ce  P.  G.  G.  diviseur.  On  conçoit  en  effet  qu'en  opérant 
ainsi,  ou  aura  rendu  le  coefficient  du  premier  terme  du  divi- 
dende divisible  par  celui  du  premier  terme  du  diviseur^  et 
qoe  le  facteur  introduit  de  cette  manière  dans  ce  dividende 
sera  le  plus  simple  possible.  (Leçons  d'Arithmétique^  6*  édit., 
n'^93.) 

14.  On  voit  donc  que  pour  trouver  le  P.  G.  G.  diviseur  de 
deux  polynômes  il  faut  leur  appliquer  la  méthode  des  divisiotis 
successives,  comme  on  le  fait  dans  rarithmétique,  avec  les 
modificcUions  nécessaires  pour  qi^  les  termes  des  quotients  stic- 
cessifs  que  ton  obtiendra  soient  tous  entiers  (13),  et  avoir  bien 
soin  de  diviser  chaque  reste  par  le  P.  G.  C.  diviseur  des  coeffi- 
cients de  tous  ses  termes ,  avant  de  le  prendre  pour  diviseur. 
On  arrêtera  cette  série  d'opérations ,  quand  on  sera  parvenu  à 
un  reste  indépendant  de  la  lettre  ordonnatrice  :  si  ce  reste  est 
nul,  le  dernier  diviseur  est  le  P.  G.  C.  diviseur  demandé ,-  si- 
non, les  polynômes  proposés  sont  premiers  entre  eux, 

15.  L*application  de  cette  règle  ne  saurait  présenter  de 
difficultés,  dans  le  cas  particulier  où  nous  nous  sommes 
placés^  car  les  coefficients  du  polynôme  B  élant  supposés  élrc 


toas  premiers  entre  eax ,  le  facteur  par  lequel  on  pourra 
maltl(dier  A  pour  rendre  la  division  par  B  possible  en  ternes 
entiers ,  sera  nécessairement  premier  avec  B ,  de  sorte  que 
l'introduction  de  ce  facteur  n'altérera  pas  le  P.  G.  C.  dirâear 
cherché.  D'un  autre  côté ,  les  coefficients  des  différents  termes 
de  chaque  reste  sont  nom^iqoes  et  la  recherche  de  leur 
P.  G.  G.  diviseur  se  réduit  par  conséquent  à  une  simple  opé- 
ration d'arithmétique. 

16.  Passons  actuellement  au  cas  général  et  considérons 
ainsi  deux  polynômes  entiers  quelconques  A  et  B.  Représen- 
tons par  A,  le  P.  G.  C.  diviseur  monôme  des  différents  termes 
de  A  et  par  A'  le  quotient  de  la  division  de  A  par  A.  ;  nous 
^irons 

A  =  A.A'. 

Désignons  de  même  par  B,  le  P.  G.  C.  diviseur  monôme  de 
tous  les  termes  de  B,  et  par  B'  le  quotient  de  la  division  de  B 
par  B, ,  de  sorte  que 

B  =  B.B'. 

Gela  posé ,  supposons  que  l'on  ait  ordonné  les  polynômes  A' 
et  B'  par  rapport  aux  puissances  d'une  même  lettre ,  et  appe- 
lons A,  le  P.  G.  G.  diviseur  de  tous  les  coefficients  de  cette 
lettre  dans  A',  et  A,  le  quotient  de  la  division  de  A  par  A,, 
nous  aurons 

Aas  A.A3 ,   et  par  conséquent  A  =  A,A, A,. 

Supposons  que  l'on  ait  agi  sur  B'  comme  on  a  fait  sur  A'  et 
soit 

B'=  bX  ,    et  partant    B  =  B.B.B,  : 

je  dis  alors  que  si  l'on  cherche  le  P.  G.  G.  diviseur  d,  de  A, 
et  de  B.  ;  celui  d^  de  A,  et  de  B, ,  et  celui  d^  de  A,  et  de  B, , 
le  produit 

d^d^d^ 
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sera  le  P.  G.  G.  divisear  des  quantités  A  et  B.  En  effet  tout 
fadeur  polynôme  pronier  dépendant  de  la  lettre  ordonna- 
trice qui  divise  A=Â,A^,  et  6=6.6.83,  ne  pouvant  diviser 
aucune  des  quantités  A.,A.,B.,B.,  divise  nécessairement 
A,  et  6,(4),  et  est  par  conséquent  unfactenr  de  leur  P.  G.  G. 
diviseur  d^;  donc  d^  est  le  produit  de  tous  les  facteurs  poly* 
nômes  premiers  qui ,  fonction  de  la  lettre  ordonnatrice,  sont 
communs  à  A  et  à  B.  On  démontrerait  de  même  que  d,  et  < 
sont ,  Tnn  le  produit  de  tons  les  facteurs  monômes  premiers 
communs  à  A  et  à  B,  et  l'autre  celi#de  tons  les  facteurs 
polynômes  premiers,  communs  à  A  et  à  B»  qui  sont  indépen- 
dants de  la  lettre  ordonnatrice.  Donc  d^d^d^ esi  bien  le  produit 
de  tous  les  facteurs  premiers  communs  à  A  et  à  B  ;  donc  il 
fst  leur  P.  G.  G.  diviseur. 

i  7.  Occopons-nous  de  la  recherche  de  ces  di£Eèrents  P.  G .  G . 
diviseurs.  La  détermination  de  A.,  de  B.  et  de  d,  ne  présente 
aucune  difficulté  (7)  :  quant  aux  autres,  je  dis  que  si  Ton 
savait  trouver  le  P.  G.  G.  diviseur  des  polynômes  A'  et  B'  qui 
ne  renferment  plus,  chacun ,  de  facteurs  monômes  communs 
à  tous  leurs  termes,  dans  le  cas  où  ils  sont  composés  de  n  let- 
tres au  plus ,  il  serait  possible  de  le  déterminer  aussi ,  dans 
le  cas  où  ils  en  contiendraient  /i-{- 1 .  En  effet,  les  coeflficlents 
de  la  lettre  ordonnatrice  dans  A'  et  dans  B'  ne  renfermant 
alors  que  n  lettres,  on  pourrait,  d'après  notre  hypothèse  et 
on  vertu  du  principe  du  n""  8 ,  calculer  A,  et  B, ,  et  par  suite 
leur  P.  G.  G.  diviseur  d^,  ainsi  que  les  quotients  A,  et  B,. 
Cela  posé,  j'observe  que  les  différents  termes  de  chacun  de 
ces  quotients  étant  premiers  entre  eux,  on  pourra  appliquer 
à  A,  et  à  B3  la  méthode  du  n<»  1 4  ;  car,  dans  les  raisonnements 
sur  lesquels  nous  l'ayons  fondée ,  nous  ne  nous  sommes  nolle- 
ment  occupés  du  nombre  des  lettres  qui  pourraient  entrer 
dans  les  polynômes  proposés  (10,  H  ,  12  et  13).  Ainsi  pour 
rendre  possible  la  première  division  partielle,  on  multipliera 
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A,  par  une  certaine  quantité  M  qui  sera  un  produil  de  fac- 
teurs premiers  du  coeflScient  du  premier  terme  de  B,  (13], 
et  cette  opération  ne  saurait  altérer  le  P.  G.  G.  diyisear  des 
polynômes  A,  et  fi,,  puisque  tous  les  coefficients  de  la  lettre 
ordonnatrice  dans  B,  étant  premiers  entre  eux ,  le  facteur 
par  lequel  on  multiplie  A,  est  nécessairement  premier  avec 
B,(3).  Ayant  ainsi  effectué  entièrement  la  division  de  A^parB,, 
on  pourra  supprimer,  dans  le  reste  de  cette  division ,  tous  les 
facteurs  monômes  qu'il  renfermera  (7),  ainsi  que  les  facteurs 
polynômes  indépendlnts  de  la  lettre  ordonnatrice  qui  leur 
seraient  communs,  car  il  suflBra,  pour  cela ,  de  chercher  le 
P.  G.  G.  diviseur  de  plusieurs  polynômes  de  n  lettres  aa 
plus  (8).  On  procédera  ensuite  à  la  seconde  division ,  en  pre- 
nant pour  diviseur  ce  reste  ainsi  modiflé ,  et  on  continuera 
ainsi  de  suite.  Donc  on  arrivera  à  la  valeur  de  d^. 

Ainsi  la  déterminaiion  du  P.  G.  G.  diviseur  de  deux  poly- 
nômes A'  et  fi'  qui  contiennent  un  certain  nombre  de  lettres 
et  dont  les  termes  de  chacun  n'ont  d'ailleurs  aucun  facteur 
monôme  commun ,  ne  dépend  que  de  celle  du  P.  G.  G.  divi- 
seur de  pareils  polynômes  qui  renfermeraient  une  lettre  de 
moins.  Or  nous  avons  donné  une  méthode  complète  pour  cal- 
culer le  P.  G.  G.  diviseur  de  deux  polynômes  d'une  seule 
lettre ,  tels  que  tous  les  termes  de  chacun  seraient  premiers 
entre  eux  (14)  ;  donc  on  pourra  trouver  le  P.  G.  G.  diviseur 
de  deux  polynômes  qui  renfermeraient  deux  lettres,  puis 
trois,  puis  quatre ,  et  en  général  un  nombre  quelconque  de 
lettres. 

18.  Règle  générale.  Pour  trwkver  le  P.  G.  G.  diviteur  de 
deuxpolynâmes  A  et  B,  cherchez  /e  P.  G.  G.  diviseur  monAme 
A,  de  tom  le$  termes  de  A  (7)]  celui  B,  de  tous  les  termes  de  B; 
puis  le  P.  G.  G.  diviseur  d,  de  A,  et  de  B,.  Mettez  d.  de  côté^  et 
divisez  AetB  respectivement  par  A,  et  B,  .•  vous  obtiendrez  des 
quotients  A*  et  W  que  vous  ordonnerez  par  rapport  auxpms- 


0' 
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sanees  tPune  même  lettre.  Calculez  le  P.  G.  C.  diviseur  A,  deê 
coeflieienis  du  polynôme  A\  celui  B.  des  cœfficiefUs  du  poly^ 
nùme  B',  etleP,G,C.  diviseur  d,  de  A,  et  de  B,.  Mettez  d.  de 
côté ,  et  divisez  A'  et  B'  respectivement  par  A,  e^  B, ,  ce  qui  vous 
donnera  des  quotients  A,  et  B,  clon<  tous  les  termes  seront  pre- 
miers entre  eux.  Cherchez  enfin  le  P.  G.  C.  diviseur  d,  de  ces 
deux  quotients ,  d'après  la  règle  dun^i^yCt  il  ne  s'agira  plus 
ensuite  que  de  multiplier  entre  elles  les  irais  qtuintités  d, ,  d, 
et  dy  Leur  produit  résoudra  la  question.  k  -[ 

19.  Dans  le  cas  où  les  deux  polynômes  A'  et  B'  ne  renrer- 
meroDt  que  deux  lettres  x  et^,  et  c'est  ce  cas  qui  se  présen- 
tera le  plus  souvent,  on  pourra  simplifier  les  calculs  de  la 
manière  suiTanle.  On  les  ordonnera  par  rapport  à  y,  par 
ï xemple ,  et  on  cherchera  le  P.  G.  C.  diviseur  X  des  coelB- 
cicots  de  cette  lettre  dans  A'  ;  puis  on  divisera  A'  par  X.  On 
ordoDoera  le  quotient  A"  par  rapport  à  j?  ,  et  on  cherchera 
!eP.  G.  C.  diviseur  Y  des  coefficients  des  différents  termes 
de  A";  on  divisera  A"  par  Y,  et  en  appelant  A"'  le  quotient 
(le  cette  division,  on  aura 

A'  =  XYA"'. 
Od  mettra  de  même  le  polynôme  B'  sous  la  forme 

B'  =  X'Y'B'\ 
r^t  en  formant  ensuite  le  produit  des  P.  G.  G.  diviseurs  des 
quantités  X  et  X',  Y  et  Y',  A"'  et  B'\  on  obtiendra  le  P.  G.  C. 
divisear  de  A'  et  de  V,  comme  il  est  facile  de  le  démontrer,  *  i^! 

à  l'aide  de  raisonnements  analo^es  à  ceux  qu'on  a  employés  { j 

aun^'ie.  >i 

L'avantagé  de  cette  méthode  consiste  à  faire  appliquer  la  *  ,. 

règle  du  nM4  à  des  polynômes  de  degré  plus  faible  que  ceux  >  i 

snr  lesquels  on  devrait  opérer  d'après  la  règle  du  n'  18.  f| 

20.  Il  y  a  encore  un  cas  particulier  que  l'on  peut  traiter 
plus  simplement  que  par  la  règle  générale  ;  c'est  celui  où  Vun 


i 
l 
r      • 
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des  deux  polynômes ,  A'  par  exemple ,  renfermera  une  lettrt  x 
qui  ne  te  trouvera  pas  dans  l'autre  B'.  On  ordonnera  don  Â' 
par  rapport  d  x ,  etleV.  G.  G.  diviseur  demandé  sera  celui 
même  qui  existera  entre  B'  et  les  coefficiefUs  de  cette  lettrex. 
Il  est  évident  en  effet  que  B'  étant  indépendant  de  x,  le 
P.  G.  G.  divisear  demandé  ne  peut  contenir  cette letire,  et 
divise  en  conséquence  tons  les  coefiBcients  de  x  dans  le  poly- 
nôme A'  (3),  qui  est  de  la  forme 

ax^  +  bx^  +  ^^^  +  ®^C-  • 

donc  en  cherchant  le  P.G.G.  diviseur  des  quantitésB',a,6,c,... 
on  aura  celai  de  A'  et  de  B'. 

21 .  Dans  la  théorie  générale  des  équations^  on  restreint  la 
définition  que  nous  avons  donnée  des  quantités  entières.  On 
y  regarde  comme  entière  toute  quantité  dans  l'expression  de 
laqttelle  les  inconnues  n'entrent  dans  aucun  dénominateuTy  ni 
sous  aucun  radical^  et  pour  qu'une  quantité  soit  dite  divisible 
par  une  autre ,  il  suffit  que  leur  division  ne  donne  pas  de  reste 
et  que  le  quotient  soit  entier  par  rapport  aux  inconnues^  de 

même  que  les  quantités  proposées.  Ainsi  x^-\ — ^  —  6/, 

2  - 

fonction  entière  de  x  et  dey,  est  divisible  par  -  j:— yl/2, 

«I 

parce  que  le  reste  de  cette  division  est  nul  et  que  le  quotient 

*  -j:-|-3y  1/^2 ,  est  aussi  une  fonction  entière  de  x  et  dey. 
À 

En  partant  de  ces  définitions,  on  démontre  facilement: 
'  Vqu^touifacteiur  du  premier  d^réaix-^-^  qui  divise  k  pro- 
duit de  deux  fonctions  entières  de  x,  divise  nécessairement  fm 
déciles;  2° qu'une  fonction  entière  de  x  n'est  décomposabkfk'ti^ 
un  seul  système  de  facteurs  du  premier  degré  par  rapport  à  x 

22.  On  appelle  P.  G.  C.  diviseur  de  plusieurs  fon4:tim 


>: 
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entières  dexle  produit  de  tous  les  facteurs  du  premier  degré  \ 

en  X  communs  d  ces  fonctions.  |  - 

23.  Si  l'on  applique  à  deox  pareilles  fonctions,  les  raison- 
nements du  n^  11 ,  on  verra  que  pour  trouver  leur  P.  G.  G. 
diviseur,  il  faudra  les  soumettre  à  la  méthode  des  divisions 
successives  y  telle  qu'on  la  pratique  en  arithmétique,  en  arrê- 
tant r  opération  quand  on  sera  parvenu  à  un  reste  indépendant 
de\;  de  telle  sorte  que  si  ce  reste  est  nul ,  le  dernier  diviseur 
$era  le  P.  G.  G.  divùeur  demandé ,  et  que  s'U  n'est  pas  nul , 
les  fonctions  proposées  n^onipas  de  diviseur  commun  en  x. 

24.  Remarquons  qu'il  ne  sera  pas  nécessaire  d'avoir  re- 
cours aux  modifieations  prescrites  dans  le  n°  12 ,  parce  que 
h  démonstration  du  principe  fondamental  (le  P.  G.  G.  diviseur 
de  deux  fonctions  entières  de  x  est  le  même  que  celui  qui  existe 
entre  le  reste  de  leur  division  et  celle  qui  a  servi  de  diviseur) 
n'exige  pas  que  le  quotient  Q  soit  entier  par  rapport  aux 
ooeffidents  de  x;  il  snflBt  qu'il  le  soit  par  rapport  à  cette 
lettre.  Toutefois  il  sera  plus  simple  de  réduire  tous  les  termes 
des  deux  fonctions  proposées  au  même  dénominateur,  de 
chercher  ensuite  le  P.  G.  G.  diviseur  des  deux  numérateurs, 
d'après  la  règle  du  n""  18,  et  enfin  de  diviser  le  P.  G.  G.  di- 
viseur trouvé  par  le  dénominateur  commun ,  parce  qu'en  le 
supprimant  dans  les  fonctions  proposées ,  on  les  a  multipliées 
par  ce  dénominateur.  Dans  la  plupart  des  applications,  il 
sera  inutile  de  tenir  compte  de  ce  dénominateur. 

(  Extrait  d'un  ouvrage  inédit.) 
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EXAMENS  DE  L'ECOLE  POLYTECHNIQUE  (*). 

Paris,  1845. 


ComposUiom  de  MathémaHques. 

Les  candidats  ont  été,  poar  lescomposîtions»  partagés  en 
hait  séries  ayant  chacnoe  une  composition  difiërente. 

1"  série. 

Lien  des  foyers  des  hyperboles  ayant  un  sommet  coromon 
et  une  asymptote  commune. 
Théorie  de  la  division. 

2»  série. 

YOX  est  un  angle  droit,  A  est  un  point  de  OX ,  fi  un  point 

de  OY;  on  mène  les  droites  AM,  BM  telles  que  l*aDgie  j 

MBY  =  2  .  MAX  ;  on  demande  le  lieu  du  point  M.  | 

Construction  des  tables  de  logarithmes,  et  théorie  des  | 

logarithmes.  | 

3«  série.  | 

YOX  est  un  angle  quelconque,  A  un  point  Gxe  de  son  plan  ; 
de  ce  point  on  mène  une  suite  de  droites  qui  coupent  les  c6-       | 
lés  de  l'angle  en  fi  et  C  ;  on  prend  sur  chaque  sécante  an 
point  M  tel  que  fiM  :  MG  ;  ;  m  :  n ,  et  on  demande  le  lien  de 
ce  point  M.  | 

Règle  des  signes  de  Dcsrartes  ;  pcut-cllc ,  dans  cerfains       | 
cas ,  servir  à  trouver  numériquement  toutes  les  racines  d'une 
équation? 

(*)  Communiqué  par  M.  le  professeur  Anne.  On  insérera  les  solutions. 
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4*  9ér%e. 

Mener  oo  plan  qui  coupe  une  sphère  en  deux  parties  dont 
Tane  soit  double  de  l'autre. 

D'un  point  M  de  la  circonférence  d'nne  ellipse  on  mène 

deux  cordes  MFQ ,  MFP  passant  par  les  deux  foyers;  dé- 

.  MF  ,  MF' 

montrer  que  la  somme  -;7=r  +  ^^rrr  est  constante. 
FP      F  Q 

5*  9érie, 

Construire  la  courbe  p=  -—- ?. 

1  -fcosy 

Discuter  et  généraliser  les  formules  donnant  les  valeurs  de 

tàn(a±:b)  et  de  cos(a  d=  b). 

6«  série. 
D'un  point  B ,  pris  sur  le  côté  OX  d'un  angle  YOX  donné 
et  quelconque,  on  mène  une  tangente  aux  cercles  inscrits 
dans  cet  angle  ;  on  demande  le  lieu  des  points  de  contact  de 
ces  tangentes. 

Développer  les  moyens  de  déterminer  la  valeur  numérique 
de^r. 

7*  série. 

Des  extrémités  M ,  M'  d'une  corde  MFM'  passant  par  le 

foyer  d'une  parabole ,  on  abaisse  les  perpendicalaires  MP, 

MT'  sur  une  droite  fixe  située  dans  le  plan  de  la  parabole  ; 

MP  ,   M'F     ^        ,    ^ 
démontrer  que  la  somme  -r=  +  ^pp  est  constante. 

Développer  la  théorie  de  rhomogénéité  en  géométrie ,  en 
physique  et  en  mécanique. 

8'  série. 

Trouver  le  lieu  des  milieux  des  cordes  égales  d'une  ellipse 
donnée. 
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Démoalrcr  qne  a',  log  (x) ,  Çyix)  sont  des  foncUons  con- 
tinues de  a:,/(x)  étant  une  fonction  algébrique  de  x. 

Lyon  1845. 

tyx  —  i 

Construire  la  courbe  j^  =  --— : . 

|/jc  — 1 

Expliquer  les  principes  de  la  transformation  des  équations. 

La  Flêehe  1845. 

A  une  suite  d'ellipses  ayant  leurs  foyers  communs  F,  F, 
on  mène  des  tangentes  parallèles  à  une  droite  donnée  ;  trou- 
ver le  lieu  des  points  de  contact. 

Établir  les  six  équations  d'équilibre  d'un  corps  solide  libre 
dans  l'espace. 


QUESTION  D'ANALYSE 
proposée  au  concours  (T agrégation  de  l'année  1845. 
FAA  M,  TOMiÈ  (  Muaivm  ) , 

Licencié  ès-sciences  physiqaes  et  malhémaUqaes ,  agrégé. 


Déterminer  sur  la  surface  d'un  cône  droit  la  courbe  qui 
coupe  les  génératrices  sous  un  angle  constant ,  et  qui  passe 
par  deux  points  donnés  de  cette  surface.  Calculer  la  longueur 
d'un  arc  de  cette  courbe  et  la  portion  de  surface  conique 
comprise  entre  cet  arc  elles  génératrices  qui  passent  par  ses 
extrémités.  Trouver  le  plan  osculateur^  le  rayon  et  le  centre 
de  courbure  pour  un  point  quelconque  de  la  courbe ,  et  le 
lieu  des  centres  de  courbure.  Chercher  ce  que  deyient  la 
courbe  quand  on  développe  la  surface  sur  un  plan. 

Prenons  pour  origine  le  sommet  du  cône,  son  axe  pour 
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celai  des  z  et  nomoioiift  a  Taille  oonstant  que  fait  la  géoé- 
ralrice  ayec  Taxe.  Le  cône  aura  pour  équation 

Soient  j:,j^,z  les  coordonnées  d*an  point  quelconque  de  la 
coarbe ,  elles  devront  satisfaire  à  l'éqaation 


(A) 


—  +- 


dy 


dz 


V/x'-hr''+«'  ds     \/:r*+y+z*  ds     V/a:'+y+2'  ds 

qai  exprime  qae  la  tangente  en  ce  point  fait  avec  la  généra- 
trice qui  la  rencontre  un  angle  dont  le  cosinus  est  m  ;  et 
d'après  la  condition  donnée ,  m  est  une  constante. 
L*équation  du  cône  donne  par  la  différenliation 

zdz  tang'a  =  xdx  -^-ydy  ; 

d'où  Téquation  (A.)  donne  en  ayant  égard  à  celle  du  c6ne , 

dz 
(B)  -^  =  /»COSa, 


ds 


'  ^       =msmotds. 

v/^'  +  y 

Or,  ds*  =  dx*  +  dy^  +  dz%  et  à  cause  de  (B), 

dx^+dy^^ds'iX—m^CG^^a), 
Mais  dx"  -|-  dy"*  =  da*^  a  étant  Tare  de  la  projection  sur  le 
plan  xy,  donc  da=  Vi — m'cos*a.dsj  et  c=l^i — /»'cos*a.5, 
?  et  5  commençant  ensemble.  L'équation  (C)  donnera  donc 
xdx  -\-ydy  m  si  nia 


Vx'+y        l/l— m^cos'a 


dfs , 


et  en  faisant  r=|/j:*-|-^%    6  =  arc  tang  -  ,  on  obtient 


rfr  =  - 


/nsiua 


J/l— m'cos'a 
c  une  constante. 


dfs ,  d'où  r=  c/^  N étant    '^''°''    et 


Vî:^ 


OT' 
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La  Gonrbe  demandée  a  donc  poar  projection  sur  le  plan  jrr 
une  spirale  logarithmique  qu'on  peut  représenter  par  Vé- 
quation 


L .  Vjf^\-y  =  L .  C  +  N  arc  tang  -. 

Cette  équation  jointe  à  celle  du  cône  détermine  complète- 
ment la  courbe.  La  constante  G  se  calcule  par  la  condition 
que  la  courbe  passe  par  deux  points  donnés.  Si  a,6,  et  a\V^ 
sont  les  coordonnées  de  ces  points  par  rapport  aux  axes  des  x 
et  des  j",  et  que  n  soit  le  nombre  des  spires  aussi  donné  que 
la  courbe  doit  faire  pour  passer  du  premier  point  au  second , 
on  aura  pour  déterminer  G  et  N  et  par  suite  /n,  les  deux 
équations 


Ll/a'+6*=LG  +  Narctang- , 

a 

L  y^^+l''  =  LC+Nr2/iiu+arc  tang^j. 

Si  les  deux  points  sont  sur  un  plan  parallèle  à  celui  de  la 

base  du  cône ,  on  aura  l/a'-\-  b*:=  y'a'^  +  b'*  puisque  les  or- 
données en  z  seront  les  mêmes  et  par  suite 

r  b  bn 

N  I  arc  tang-  •— 2nir  —  arc  tang  -,  1  =0, 

d*où  N=0  et  par  suite  m=o.  La  courbe  cherchée  coupera 

dz 
les  génératrices  à  angle  droit,  et  comme  alors  -=-  =  0,  on 

as    ' 

voit  que  c'est  une  circonférence  dont  le  plan  est  parallèle  à 
la  base  du  cône. 

Si  les  deux  points  sont  donnés  sur  une  même  génératrice, 
ou  sur  deux  génératrices  faisant  entre  elles  l'angle  2a,  on  a 

-  =    , ,  ce  qui  donne  L  \/à+ù^  =  L\/a!*+  6*"  — 2/tjrJV  , 

éqnation  qui  déterminera  N  d'après  la  valeur  donnée  à  n.  Si 
/i=0,  comme  K/d'+b'  ditFère  de  \/a'*+6",  il  faut  que  N=  x 
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d'où  m=i  i  la  courbe  se  confond  alors  avec  la  génératrice. 
L'éqoation  déjà  obtenue  ff=5l/| — m'cos^a  indique  que 
le  rapport  entre  une  portion  quelconque  de  la  courbe  et  sa 
projection  est  constant ,  de  sorte  qu'il  suffit  de  calculer  un 
arc  de  la  spirale  logarithmique  pour  avoir  celui  de  la  spirale 
conique  qui  lui  correspond. 

De  réquation  /£r=  —  —  dtr ,  on  tire 

msiua  .    , 


kl— /ll'COS*a 


A  étant  une  constante  qai  se  déterminera  en  mettant  pour  r 
la  râleur  du  rayon  vecteur  qui  correspond  au  point  où  Tare 
commence  SDr  la  spirale  logarithmique,  et  on  aura 


m8ina5=A+V^j:*+^'. 

Gomme  le  plan  tangent  au  cône  fait  toujours  le  môme 
angle  a  avec  l'axe  des  z ,  il  y  aura  toujours  le  même  rapport 
entre  Taire  d'ua  élément  de  surface  conique  comprise  entre 
deux  génératrices  et  Tare  de  la  courbe ,  et  la  projection  de 
cet  élément  sur  le  plan  x^  :  il  suffira  doue  de  calculer  un 
secteur  de  la  projection ,  et  de  le  diviser  par  sina  pour  avoir 
celui  de  la  surface  conique  dont  il  est  la  projection. 

On  trouve  ainsi  pour  ce  secteur  conique  : 

±  ~  +  B,  oubien  ^  f^-±^+B, 

4lN    SUIa    '  4N       SlUa        ' 

B  se  déterminant  par  la  condition  que  l'aire  commence  en  un 
point  donné. 

Pour  avoir  le  plan  osculatcar,  il  faut  calculer  dx^  d^x^ 
dy^  d^y  :  on  sait  déjà  que  dz^mcosoidsj  et  que  £3^*2  — 0 ,  en 
prenant  s  pour  variable  indépendante. 

Or  j:=rco8d  et  ^=rsin9,  d'où  on  tire  en  observant 

Anii.  db  MathAmat.  1Y<  35 
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qQe  ^r=msina^5,    et  r/r=Nrrf6,   d*où   ^=--j^<£f, 

Le  plan  osculatenr  a  pour  éqaatioo,  en  remplaçant  co89  par 

X  y 

— -zzzzzi. ,  et  sinô  par     ,  , 


(2-z')|/x'+ytanga^-|^==(x-j:')(Na:--r)+(r--yXN^+j:;^ 
Ce  plan  fait  avec  celai  des  jcy  an  angle  dont  le  cosinus  est 
-  =  \/l — m'cos*a.  Il  est  donc  too- 


i 


V 


i+    "• 


(N*+i)tang'« 

jours  incliné  d'une  même  quantité  sur  le  plan  de  la  base  da 
cône,  et  son  inclinaison  est  la  même  que  celle  de  la  tangente 
à  la  spirale  conique.  Le  plan  normal  aora  pour  équation  : 

(  x  -  x')  (Nx  -y)  +  {y  -y')  (N^  +  x)+ 


N 


Le  cosinus  de  l'angle  qu'il  Tait  avec  la  base  est  m  oosa ,  va- 

dz 
leur  trouvée  pour  -j- ,  ce  qui  doit  être. 

Il  suit  de  là  que  si ,  par  un  point  de  l'espace ,  on  mène  à» 
plans  parallèles  aux  plans  osculateurs ,  chacun  d'eux  sera 
tangent  à  un  même  cône  droit,  qui  sera  leur  enveloppe,  et 
dont  l'axe  sera  parallèle  à  celui  du  cône  donné.  Il  en  sera  de 
même  pour  des  plans  parallèles  aux  plans  normaux. 

En  désignant  par  p  le  rayon  de  courbure ,  on  a  générale- 
ment : 
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NV r 

Ce  rayoa  de  courbure  est ,  comme  ou  voit  y  dans  oo  rapport 
coDStaat  avec  le  rayoa  vecteur  de  la  spirale  logarithmique 
meocà  la  projection  du  point  qu^on  considère  sur  la  spirale 
conique.  De  plus ,  ce  rayon  de  courbure  est  toujours  paral- 
lèle à  la  base  du  cône ,  puisque  le  cosinus  de  l'angle  qu'il  fait 

avec  l'axe  des  z  est  proportionnel  à  -r-^ ,  quantité  nulle.   Il 

est  donc  projeté  en  vraie  grandeur  sur  le  plan  xy,  et  sui* 
vant  la  direction  du  rayon  de  courbure  de  la  spirale  loga- 
rithmique, avec  lequel  il  coïncidera  en  partie  ;  et  lui  sera 
prop(N*tionnel^  car  p  étant  ce  dernier,  ou  a  p=r\/i  +N*, 


doù 


NV  _ 


/»'sin'a(l  4-N'}       1— m'cos'a* 

pV/l'cOS'a 


On  voit  de  plu^  que  p  surpasse  J  de  -> 

Il  suit  de  ce  qui  précède  que  r  étant  le  rayon  vecteur  de 
la  projection  du  centre  de  courbure  pour  le  point  de  la 
spirale  conique  auquel  se  rapportent  r  et  G,  on  aura  : 

,_  %    /  |j î 2cosa» 

«'t  étant  l'angle  que  fait  p  avec  r,  et  qui  a  pour  tangente  la 
constante  N.  Donc  r'  =  M'r=  Ke    ,  M  et  K  étant  constants. 

Le  lieu  dos  centres  de  courbure  est  projeté,  comme  on 
voit,  suivant  une  spirale  logarithmique. 

G>mme  le  centre  de  courbure  a  la  même  ordonnée  en  z 


i'  ■ 
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que  le  point  de  la  courbe  qu'on  considère,  en  nomsnant  jf^ 
y  ses  deux  autres  coordonnées,  et  remplaçant  dans  l'équa- 
tion du  cône  ya:^'\-y*  par  —  Kj:"+y%  on  trouvera  -. 

aMtanga=:V/x'*+y*. 

Ce  sera  la  seconde  équation  du  lieu  des  centres  ;  ce  lieu  e»t 
donc  une  spirale  conique  analogue  à  la  première ,  tracée  sur 
un  cône  dont  l'angle  a  pour  langente  Mtanga. 

Quand  on  développera  le  cône  sur  un  plan ,  comme  on  a 
trouvé  V^x'+y  +  z'= /n5 ,  on  aura  sur  ce  plan  R  =  »w , 

d*oà  R  =  Ge  ^"^  pour  Téqualion  de  la  courbe  :  c'esl 
encore  une  spirale  logarithmique.  £nGn  la  développante  de 
la  courbe  cherchée  est  plane,  et  c'est  encore  une  autre  spi- 
rale logarithmique  située  sur  un  plan  parallèle  à  celui  de  la 
base  du  cône. 


NOTE 

sur  Véquatxon  aux  quotients  des  racines. 


I.  Soient  a,,  /z,,  an,  .:.ain  les  m  racines  d'une  équatioo 
du  degré  m.  Désignons  par  S  les  sommes  des  puissances  des 
racines  »  relatives  à  cette  équation  ;  et  par  s  les  sommes  ana- 
logues pour  les  racines  de  Téquation  aux  quotients  ;  oo  a 
évidemment  : 

d  OÙ  l'on  lire  : 

s^  =  SpS^  —  m.  (i; 
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Coroll.  1 .  Faisant /7  =  0 ,  on  a  s^  =  m*--m  =  m  (m  —  1  )  ; 
en  effet»  Téquation  anx  qaotients  est  du  degré  m  (m  —  l). 

CùrolL  2.  ^^  =  S_pSy— w» ,  donc  s_^z=is^'j  ce  qui  doit 
être,  puisqae  l'équation  aux  quotients  est  une  équation  réci- 
proque ;  elle  peut  donc  se  ramener  à  une  équation  du  degré 

m(fn —  1)    ,,      «s.    .        ,     , 

— — - — .  11  suffit  de  calculer  s,,  s,,  s, j^çm-i)  ;  au 

*^  1.3 

moyen  de  ces  valeurs,  on  trouvera ,  par  les  formules  connues, 
les  coefficients  de  Véquation  aux  quotients. 

Coroll:  3.  Si  tous  les  coefficients  de  Véquation  sont  des 
nombres  entiers,  et  si  les  coefficients  du  premier  terme, 
ainsi  que  le  terme  tout  connu ,  sont  chacun  égal  à  l'unité , 
«lors  Sp  et  S^  sont  des  nombres  entiers.  Par  conséquent ,  s^ 
est  aussi  un  nombre  entier  ;  et  les  racines  ne  sauraient  être 
commensurables,  à  moins  d'être  égaies  à  Tunité. 

Coroll.  4.  Si  l'équation  donnée  est  réciproque,  on  a 
Sj,  =  S^  ;  donc,  dans  ce  cas ,  5^  =  S^* —  m. 

II.  Soit  une  seconde  équation  quelconque  en^  du  degré  n  ; 
faisons  z=x^,  et  éliminaut  jceiy  entre  les  trois  équations,  il 
vient  une  équation  en  z  du  degré  mn ,  ayant  pour  racines  les 
produits  qu'onobtient,  en  multipliant  chacune  desm  racines  de 
la  première  équaticHi  en  x ,  par  chacun  des  n  racines  de  l'é- 
quation en  ^  ;  si  on  prend  pour  équation  en  y  la  réciproque 
de  l'équation  donnée,  alors  l'équation  en  z  du  degré  m' ren- 
ferme les  racines  de  l'équation  aux  qaotients  et  en  outre  m 
racines  égales  à  Tnnité  ;  divisant  donc  le  polyn^nte  en  z  par 
{z — l)"",  on  obtient  encore  l'équation  aux  quotients. 

III.  Si  l'équation  donnée  a/?  racinis  é^^alcs,  l'équation 
aux  quotients  aura  /'(/'—*  1)  racines  égales  à  l'unité.  Donc 
cette  équation  peut  faire  découvrir  le  nombre  des  racines 
égales. 


/ 
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IV.  1"  exemple  : 

Aox'+A.x  +  A.  =  0, 

AoA,j:'-f-  (2AoA.— A,*)  x  +  ApA,=0.  Éq.  aux  quotients, 
ou  bien  : 

AoA.(j:+i)-  =  A;x, 

2"  exemple  : 

J:r3+A,x+A,~0, 
(a„  û.,  a,). 

L'équalion  aux  quotients  étant  réciproque,  se  réduit  à  une 
équation  du  troisième  degré  5  représentons  par  z  l'inconnue 
de  cette  dernière  équation ,  nous  aurons  : 

faisant  2  +  2  =  ^ ,  les  trois  racines  seront  ; 

J?îl        fL.        fL. 
ou,  ce  qui  revient  au  même  : 


a^       —a:       ^a< 


5 


A,  '  A3  '  A, 
donc,  faisaul  Astt= ~  v ,  les  racines  de  Téquation  en  y  sont 
les  cubes  des  racines  de  Téquatiou  donnée  ;  on  trouve  facile- 
meDl  : 

»»+8A*.*+(A,»+3A.)v-hAs3=0    ou    (v+Asjî+A.HrrO. 
Remplaçant  v  par  —  A3  (2  +  2) ,  on  obtient , 

A3»  (1  -  2)î+  K}  (2  +  2)  =  0.  Tm. 

«^=g—    I    '  ■      ■■.„_.,  ■  ^ ^______— _^ 

QUESTION   D'EXAMEN 

sur  lt%  racines  des  équations. 

Problème.  Trouver  TéquaCion  aux  moyennes  géométri- 
ques des  racines  de  Féquation  a:^+  2  =  0. 
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Solution.  Soient  x\  x'*  deux  racines  de  Féqualion ,  et  ùi- 

sons^  =  a:V;  on  a  x*-h2=:0;  jc"*-|-2  =  0.  Éliminons 

j:  et  x'  ;  il  vient  j/  =  p^;  y<+  2a/'4  =r  a.  Il  fout  reni(dacer 

x"  par  ses  quatre  yalenrs  ;  donc  l'équation  est  (^— 4)*=0, 

Il  en  faut  Oter  les  yaleors  de  y  qui  répondent  à  ^=:  j:",  c'est-  *  .^  ^ 

à-dire,  l'équation  aux  carrés  des  racines  de  la  proposée.  Cette  \  f  : 

équation  est  (  y*-^  2)"  ;  donc  l'équation  cherchée  est  :  ;  f 


OU  simplement  r 

(y-54r(y+2)  =  0. 

Telle  est  l'équation  aux  produits  des  racines  prises  deux  à 
deux;  faisant  ^=rz%  il  vient   (x<— 2)'(z4+2)  =  0.  C'est 
réqnation  cherchée. 
FérificaHon,  Les  quatre  racines  sont  : 

x=>>2[l\/2(l+V/-l)]=-, 
x  =  |)^2[*|/2(l-V/=T)]  =  6, 

x=  t>2[-l  1/2(1 +  i/:::ï)]=c, 
x  =  ,/2[-î|/2(i-|/:-î)]=^. 

a*  =  V^2;     ac=  — \/— 2;     arf  =  — ï/?? 

bc  =  —  V2;     bd  =  V:^;     cd=V2; 
d'où 

(r-k2)*(y+|/:i5)V+|/=2)(r-»^^=(r*-2)*(y*+2)=o 
comme  ci-dessas. 
Aatrement.  On  a  : 

^—4  =  0;    d'où    y=i±zVï. 
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Soient  x',  x",  j/",  x'^  les  quatre  racines ^  donc  j:W"x"=2. 
mais  jr'j:"  =  V/2jdoncx'"j:'*=V/2;  il  y  a  donc  deux  ra- 
cines égales  à  l/ÏÏ ,  deux  racines  égales  à  — 1^2  ^  l'équation 
complète  est  : 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  82  (t.  IIJ,  p.  kù). 
PAR  M.  oixjuaw, 

à  Bruxelles. 


Soit  l'équation  : 

»/rf^+vi— x=i.  (û) 

Si  j'avais  considéré  cette  équation  en  elle-même,  c'est-è- 
dire ,  si  je  n'avais  eu  égard  qu'aux  résnltats  auxquels  elle 
peut  nous  conduire ,  je  ne  me  serais  cerf  es  pas  attaché  à  la 
discuter.  Mais  je  me  suis  convaincu  qu'elle  signale  une  erreur 
de  théorie ,  que  je  vais  lâcher  d'examiner  aussi  succincte- 
ment que  possible. 

On  démontre  facilement  que  l'équation  (a)  n'a  pas  de  ra- 
cines réelles  ;  je  vais  prouver  qu'elle  n'en  peut  avoir  d'ima- 
ginaires. A.  cette  un ,  je  pars  de  ce  prémisse  évident,  qu'une 
quantité  réelle  ne  peut  être  égale  à  une  quantité  imaginaire. 
Par  conséquent,  pour  que  des  valeurs  imaginaires ,  substi- 
tuées à  la  place  de  jc  dans  l'équation  proposée,  puissent  la 
'  satisfaire,  il  faut  que  Timaginarité  introduite  par  cette  sub- 
stitution disparaisse  dans  le  premier  membre  ;  en  d'autres 
termes ,  il  faut  que  les  quantités  imaginaires  se  détruisent 
mutuellement.  D*où  l'on  conclut  nécessairenkent  qu'il  faut, 
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pour  qac  des  racines  imaginaires  paissent  satisfaire  Véqua- 
tîon  {a)  :  1*"  qae  la  partie  imaginaire  de  ces  racines  sorte  des 
radicaux  sous  lesquels  elle  se  trouve  engagée  ;  2^  que  la  par- 
tie imaginaire  du  premier  radical  soit  égale  et  de  signe  con- 
traire à  celle  du  second.  Or,  pour  que  les  quantités  imagi- 
naires se  dégagent  des  radicaux ,  il  faut  qu'elles  entrent  dans 
la  composition  de  carrés,  dont  la  somme  générale  sera,  en 
ayant  égard  à  la  seconde  condition  : 

(a  +  p\/^y    et    (7-.pl/Zl)".  ib) 

Reste  à  déterminer  les  valeurs  des  quantités  a ,  p  et  7  qui 
satisferont  à  l'équation  (a).  Pour  que  celle-ci  puisse  avoir  des 
racines  imaginaires ,  on  doit  trouver  des  valeurs  réelles  pour 
chacune  de  ces  quantités.  Or ,  en  mettant  les  carrés  {b)  à  la 
place  des  expressions  (1  4*  ^)  et  (1  —  x)  dans  l'équation  pro- 
posée ,  elle  devient  : 

|/(,+pKIïï)*4-V^(r-pK=ïr=a+p>/=T+j  (^j 

Par  conséqacDt , 

1 -j- X  =  (a  +  p  l/ITÏ)' =  «•  +  2»p  k'^^  —  f ', 

d'où  

X  =  a  +  2«PV  — 1  — p*— 1, 

a:  =  1  — /+ 2yp  V/^  +  p' ; 

et  puisque  a  a  la  même  valeur  daos  les  deux  expressions ,  il 
vient  !  

a'+  2ïp  |/=T—  p*—  1  =  1  —7*+  2yp  |/—  1  +  p\ 

dont  on  déduit  les  deux  égalités  : 

2apV/^n'=2rP\/^,     d'où     «  =  7, 

a*-p'— 1  =  1— 7*+|5'  [i) 


—  522  — 

Mais,  d'après  (l),  a+7  =  1  ,  par  conséquent,  «2=7=  . 
Substituant  ces  valeurs  dans  (2) ,  on  trouve  : 

d'où  l'on  tire  : 


P 


=Vh 


On  arrive  donc  à  des  valeurs  imaginaires  pour  p.  Ce  qui 
nous  prouve  que  l'équation  ne  peut  avoir  de  racines  imagi- 
naires ;  d'un  autre  côté,  on  démontre  qu'elle  n'en  a  pas  de 
réelles  ;  nous  devons  donc  en  conclure  que  l'équation  (a)  n'a 
pas  de  racines. 

Cette  conclusion  pourrait  étonner  certains  esprits ,  car  on 
croit  généralement  que  toute  équation  algébrique  a  au  moins 
un^acine  sinon  réelle,  du  moins  imaginaire.  C'est  là  une 
erreur  qu'il  importe  de  déraciner  ('). 

Une  quantité  imaginaire,  quoique  n'ayant  aucune  traduc- 
tion dans  le  monde  réel ,  n'en  a  pas  moins  de  la  réalité,  si  je 
puis  m'exprimer  ainsi,  en  mathématiques.  Un  résultat  ima- 
ginaire dénote  toujours  une  absurdité  dans  l'énoncé  du  pro- 
blème ;  mais  il  n'indique  pas  une  absurdité  dans  l'équation 
qui  en  est  la  traduction  mathématique*  Ainsi  les  racines 

satisfont  à  l'équation  : 

a:'  =  a, 

parce  que,  dans  celte  substitution ,  on  défait  l'opération  qui 
a  conduit  à  l'impossibilité ,  qui  a  fait  donner  le  nom  d'imagi- 
naires à  ces  quantités.  On  doit  donc  bien  distinj^uer  une  ab- 
surdité mathématique,  d'une  absurdité  hypothétique  dans 
l'énoncé  d'un  problème.  C'est  ainsi  que 


(*)  C'est  plutôt  cette  conclusion  qui  est  une  erreur  à  déraciner.  Mous  y  re- 
viendront. Tm. 
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n'indique  qu'une  absurdité  d'hypothèse,  tandis  qno 

marque  en  outre  une  absurdité  mathématique  ;  puisque  au- 
cune valeur  algébrique  substituée  à  la  place  de  x  dans  cette 
équation  ne  peut  la  satisfaire.  C'est  précisément  parce  que  le 
calcul  ne  peut  conduire  à  aucun  résultat  dans  un  cas  sem- 
blable ,  que  Ton  peut  avoir  conGance  pleine  et  entière  dans 
ceux  auxquels  il  nous  conduit.  Si,  au  contraire,  le  calcul 
pouvait  donner  la  solution  d'une  absurdité  manifeste ,  on  ne 
pourrait  plus  accorder  aucun  crédit  aux  résultats  auxquels 
on  arriverait  par  cet  intermédiaire.  Le  calcul  ne  peut  donc 
pas  assigner  des  racines  à  Féquation  [a) ,  puisqu'elle  est  une 
absurdité  malhéroatique.  Ceci  résulte  de  ce  que  les  consé- 
quences ne  peuvent  jamais  détruire  les  principes  sur  lesquels 
elles  reposent,  aussi  longtemps  que  Ton  se  conforme  rigou- 
reusement à  ces  principes.  A  moins,  toutefois ,  que  ceux-ci 
ne  soient  faux  eux-mêmes ,  ce  qu'il  est  toujours  facile  de 
vérifier  à  priori. 

Le  signe  1/"  marquant  une  opération  inverse ,  il  faudra 
toujours  passer  par  l'opération  mère ,  pour  arriver  aux  ra- 
cines d'une  équation  dans  laquelle  l'inconnue  sera  engagée 
sous  ce  signe.  Mais  une  équation  d'un  degré  quelconque  ne 
jouit  pas  de  toutes  les  propriétés  de  l'équation  d'un  degré 
supérieur  qui  en  est  une  conséquence.  On  doit  donc  toujours 
bien  s'assurer,  quand  on  dédait  celle-ci  de  celle-là ,  quelles 
sont  les  propriétés  de  la  seconde  qui  conviennent  aussi  à  la 
première.  Pour  rendre  ceci  plus  clair,  donnons  un  exemple. 
Soit  réquation  : 

on  en  déduit  : 

x-  =  |.  (3) 

4 
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Or  la  seconde  équation  est  également  satisfaite  par  les  deux 

valeurs  j:  =  ±\  /-,  tandis  que  la  première  n'admet 

que  la  première  de  ces  racines ,  x  =  +  \/  - .  La  seconde 

valeur  de  j:  appartient  à  une  autre  équation, 

V/r^  — V/Tfx  =  1 , 
dont  (3)  est  aussi  une  conséquence. 

Ainsi ,  je  le  répète ,  ce  qui  est  vrai  d'une  équation  ne  Vesl 
pas  toujours  de  réquatioo  d'un  degré  inférieur  qui  en  est 
une  conséquence.  D'un  autre  côté,  toutes  les  propriétés  de 
l'équation  inférieure,  étant  renfermées  dans  celle  d'un  degré 
supérieur,  la  première  ne  peut  jouir  de  propriétés  dont  ne 
jouisse  pas  la  seconde.  C'est  pourquoi  l'équation  ^3}  »  n^ad- 
mettant  pas  de  racines  imaginaires,  l'équation  (a) ,  dont  on 
peut  la  déduire ,  n'en  admet  pas  non  plus. 

Quelques  mathématiciens  pensent ,  peut-être ,  qu'il  pour- 
rait exister  des  valeurs  symboliques  autres  que  les  imagi- 
naires ordinaires,  satisfaisant  les  équations  telles  que 
+  \/lc  =  —  a.  Mais  une  pareille  opinion  est  complètement 
chimérique  ;  car  un  symbole  n'a  de  valeur  que  pour  autant 
qu'il  indique  une  opération  connue.  Or,  pour  que  l'équation 
-|-  \/x  =;  —  a ,  par  exemple ,  puisse  être  satisfaite  par  une 
valeur  de  x ,  cette  quantité  doit  être  telle  qu'en  lui  faisant 
subir  l'opération  inverse  de  Félévation  au  carré ,  on  arrive 
à  la  quantité  —  a  j  condition  qu'il  est  impossible  de  remf^lir 
anssi  longtemps  que  l'on  astreindra  le  radical  à  rester  posi- 
tif ^  car  la  solution  a:  =  ( —  a)'  =  a*  s'applique  à  Féquadon 

Note,  Toute  cette  discussion  roule  sur  un  fMU-mtmdu. 
Le  signe  plus  représente  une  addition^  mais  pas  toujours  une 
atigmentcUion,  £n  algèbre ,  ces  deux  mots  ne  sont  pas  syno- 
nymes ;  de  même  que  la  soustraction  algébrique  n'est  pas  sy- 


-  525  — 

nonyme  à  dimmuHon.  Ainsi ,  lorsque  le  terme  -^xse  ren- 
contre dans  ane  équation,  on  ne  sait  pas  d'avance  si  ce  4-<>^ 
produira  nne  augmentation  ou  une  diminution ,  selon  que  x 
est  positif  ou  négatif  ;  mais  si  tous  mettez  impérativement 
la  condition  que  ce  terme  produise  une  augmentation ,  la 
question  peut  devenir  impossible ,  sans  que  cette  impossibi- 
lité soit  représentée  par  un  symbole  imaginaire. 

Soit ,  par  exemple .  l'équation  2  +  x  =  i;  Talgébre  ré- 
pond j:  =  — 1 .  En  effet ,  2  +  (— I)  =  1  ;  mais  si  vous  tenez  à 
ce  que  x  soit  positif,  à  ce  que  -f  x  produise  une  augmentation, 
il  y  a  impossibilité  logique  ;  2  ne  peut  augmenter  de  manière 
à  devenir  i  ;  il  en  est  de  même  dans  Téquation  proposée 

V/r+^+  yr^^  =  1  ;  l'algèbre  répond  ^  =  ±1 W^^ 

Si  l'on  exige  que  -j-Kl — jcsoil  une  augmentation,  la  question 
est  impossible  ;  mais  si  on  laisse  le  sens  algébrique ,  la  ques- 
tion est  possible  ;  car  elle  répond  à  celle-ci  :  2-+-2\/l— j:*=  I  ; 

et  2  +  2  [—  5 )  =  i  ?  solution  réelle.  Ainsi  toute  équation  a 

une  racine  réelle  on  imaginaire.  Mais  si  on  y  ajoute  une 
condilion  de  plus,  en  dehors  de  l'équation,  alors  elle  peut 
n'avoir  aucune  solution  possible.  L'équation  ax=:b  9l  tou- 
jours une  racine  ;  mais  si  vous  ajoutez  que  cette  racine  doit 
être  un  nombre  entier,  elle  peut  devenir  impossible  ;  Tima- 
ginarité  annonce  une  impossibilité;  mais  la  réciproque  est 
fausse.  Toute  impossibilité  ne  se  ré2»out  pas  par  des  imagi- 
naires. Trouver  deux  nombres  impairs  dont  la  somme  soit 
impaire  est  une  impossibilité  qu'on  ne  peut  représenter  par 
le  symbole  imaginaire.  On  peut  dire ,  en  général ,  que  toutes  les 
fois  qu'une  quantité  sosceptibje  d'un  maximum ,  positif  ou 
négatif,  est  égalée  à  une  quantité  qui  surpasse  ce  maximum , 
l'analyse  indique  Timpossibilité  par  le  symbole  imaginaire 
qui  ne  répond  qu'à  ce  genre  d'impossibilité  et  pas  à  d'autres. 

Tm. 
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RELATIONS  D'IDENTITÉ 

et  équuitions  fondamentales  relatives  aiix  courbes  du  second 

degré. 

(V.p.2.) 


LXI.  Théorème  de  Carnot  sur  les  segments. 
Théorème.  Soit  une  ligne  de  degré  m  et  au  polygooe  Aen 
côtés  tracés  dans  le  même  plan  ^  Â,,  Â,,  A,...,  A»  désignant 
les  sommets  consécutifs  do  polygone.  Considérant  soccessive- 
ment  A, ,  A,.. ..An  comme  des  points  fixes,  les  sécantes  A,A„ 
A,A,,  AjA^....AnA,  formeront  chacune  m  segments ,  et  en 
tout  mn  segments  ;  relativement  aux  points  fixes  A« ,  A».] , 
An-î....  A„  les  sécantes  AnAn_i,  Ar»_iA„_„  A„.jA<,-_»....A,A,, 
forment  mn  autres  segments  ;  le  produit  des  mn  premien 
segmenta  est  égal  au  produit  des  mn  seconds  segments. 

Démonstration.  Par  un  point  quelconque  O  pris  dans  le 
plan  de  la  ligne,  menons  n  parallèles  aux  côtés  A,A,. 
A,A, ....  A„A,  du  polygone.  Ces  parallèles  formeront  cbacanc 
m  segments,  comptés  du  pointO  ;  désignons  par(l)le  prodail 
des  segments  formés  par  )a  parallèle  à  A,Â.  ou  A^,;  parti 
le  produit  des  segments  formés  par  la  parallèle  à  A^A,  ou  A,A. 
et  ainsi  de  suite  ;  représentons  de  même  par  1,2  le  prodail  des 
segments  formés  par  la  sécante  A,A,,  comptés  du  point  A,«l 
par  2,1  le  produit  des  segments  formés  par  la  méqie  sécante. 
mais  comptés  à  partir  de  A,  et  ainsi  des  autres. 

Le  théorème  de  Newton  donne  (t.  111 ,  p.  510)  : 

i^^(Jj      2^  ^(2).    M  ^(3)  n,i      ^      (n) 

l,n       (n)'    2,1        ri)'    3,2        (2)  "*' /i,/i— 1         {n—\' 
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multipliaat  ces  éqaatkms  ensemble ,  membre  en  membre , 
on  obtient 

1,2X2,3x3,4x...«,i=i,nXl,iX3,2x...n,«— IC.Q.F.D. 

ObservcUian,  Garoot  énonce  cette  propriété  seulement  pour 
le  triangle  (Géom,  de  posUion ,  p.  289) ,  mais  il  est  évident 
qae  sa  démonstration  est  applicable  à  un  polygone  quelconque  ] 
et  Ton  voit  que  ce  théorème  général  est  un  corollaire  immé- 
diat du  théorème  de  Newton.  Les  segments  doivent  toujours 
être  pris  dans  les  sens  analytiqtie  (t.  III ,  p.  512 ,  observ.  1). 

LXYII.Lbmme.  Soit  Ay-|-Bxr+Ga:'+DK+Ej:+F=0; 
(1)  l'équation  d'une  conique  passant  par  quatre  points  dont 
les  coordonnées  sont  connues  ;  substituant  dans  cette  équation 
successivement  les  valeurs  données  des  coordonnées ,  on  ob- 
tient quatre  équations  du  premier  degré  ;  d'où  Ton  tire 

\=Fp  +  q;  |=F/,'+î';  ^^Fp-'+q";  |=F/"+y"', 

/'»?'i^}?'*'*  ^^^  ^^  fonctions  algébriques  connues  des 
coordonnées  des  quatre  points  ;  ainsi  l'équation  (1 }  prend  cette 
forme  ?(J?,^)  +  F4'(j:*,r)  =  0  (1),  y  et  ^^  sont  des  fonctions  du 
second  degré  à  coeflîcients  connus  ;  soient  encore  deux  autres 
coniques  passant  par  les  quatre  mêmes  points  ;  elles  auront 
pour  équation 
?(x,j-)  +  F'^Ka:,J^)  =  Oj  (2)  et  ?(x,^)  +  F'^^x^y)  =0  ;  (3) 

on  peut  toujours  trouver  deux  nombres  X  et  X'  tels  que 
F"=XF  +  X'F;  X+V=1i  donc  (3)=X(1) +X'(:i)  =  0,  ou 
bien  (i)  +  K2)  =  (3),  telle  est  la  relation  qui  existe  entre  les 
trois  équations  de  trois  coniques  passant  par  les  quatre 
mêmes  points. 
LXVIII.  Involution  de  Desargues, 

Soient 

Ay -f- Barr  +  Cjc'+ D^ -f- Rr -I- F  =0  ; 

A'y  +  B'V-f  C"j:'  +  D>  +  E"^' +  F'=:  0  i 
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les  équations  de  trois  coniques  passant  fiar  les  quatre 
points. 
On  a  donc,  d'après  le  lemme  précédent  : 
A"=A  +  f«V;  B"=B4-fjLB';  C"=C  +  HC\elCo 
faisant ^ss  o  dans  les  trois  équations,  il  vient  : 
0*  +  Er  +  F  =  C(x— r)  (a:  — s); 
CV  +  E'a:+P'  =  C(a:  — /)(j:  — «'); 
C V  +  E"x  +  F"  =  C"(j:  ~  F^')  (jc  —  O  ; 
d'où 

Cr"-f  Er"4-  F  +  ^.(CV'*  +  EV'  +  F')  =  0  , 
0"  +  Ej"  +  F  +  ii.(W+  EV  +  F)  =  0 , 
éliminant  fi  et  considérant  que  Cr'"+E/^'+E=C(r''— r)(r"    5 
et  ainsi  des  autres  trinômes,  il  vient 

Soient  k^A!  les  points  d'intersection  de  la  première  coniqae 
avec  Taxe  des  j:  ;  B,B'  de  la  seconde  conique  ;  C^G  ceux  de  la 
troisième  conique  avec  le  même  axe.  L'équation  (1)  interprétée 
géométriquement  donne 

CA.CA'.CB.C'B'=CB.CB'.C'A.C'A'(a); 
désignons  A  et  A.\  B  et  B',  C  et  G'  sous  les  noms  de  premier, 
deuxième  et  troisième  groupe  depotnls  conjugués.  Alors  Te- 
quation  i2)  peut  s'énoncer  ainsi  :  le  produit  des  distances  de  C 
aux  points  do  premier  groupe ,  par  le  produit  des  distance» 
de  G'  aux  points  du  deuxième  groupe,  est  égal  au  prodoit  de$ 
distances  de  C  aux  points  du  deuxième  groupe  par  le  pro- 
duit des  distances  de  G  aux  points  du  premier  groupe,  il 
est  évident  qu'on  peut  le3  grouper  dans  tel  ordre  qu'on  vent; 
on  a  donc  encore  ces  deux  équations  : 

BA  .  BA' .  B'C .  B'C'=  BG  .  BC' .  B'A  .  B'A'  '2) , 
AB .  AB' .  A'C .  A'C'=  A'B .  A'B'.  AG  .  AG'  (3)  ; 
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Tuce  de  ces  éqoatioDS  entre  six  poials  eu  enveloppe  deax 
antres  -,  c'est  ce  qui  a  porté  Desargues  à  dire  que  ces  points 
sont  en  involution ,  et  de  là  ,  le  ibéorème  suivant  qui  porte  le 
nom  de  son  inventeur  : 

Théorème  de  Desargues»  Lorsque  trois  coniques  passent 
par  les  quatre  mêmes  points,  une  sécante  les  coupe  en  six 
points  qui  sont  en  involution. 

Observation  I.  Le  théorème  subsiste  même  lorsque  |des 
points  deviennent  imaginaires ,  et  pourvu  que  Ton  ait  la 
relation  : 

(3)  =  (1)  +  (x(2). 

Observation  II.  En  multipliant  les  équations  (1),  (2),  (3), 
deux  à  deux ,  on  en  déduit  ces  quatre  équations  : 

AB' .  RC .  CA'=  AC  .  CB' .  BV  (i), 
AB' .  BC  .  C'A'=  AC  .  CB'.  BA'  (5). 
AB  .  BC.  CA'  =  AC.  CB  .  B'A'(6), 
AB  .  BC  .  C A'  =  AC  .  CB .  BA' (7) , 

qui  expriment  des  relations  entre  trois  segments. 

Observation  III.  Si  la  sécante  devient  tangente  à  Tnne  des 
courbes ,  par  exemple  à  la  première  conique  :  alors 

CA=GA',  CA  =  CA',  AB  =  A'B,  AB'==A'B'i 

on  obtient  les  sept  équations  relatives  à  rinrolution  des  cinq 
points  A,B,B\G,C;  le  point  A  est  dit  double. 
Observation  lY.  Si  C  est  à  l'infini ,  Téquation  (1)  se  réduit  à 

CA.CA'  =  CB.CB'. 

Alors  le  produit  des  distances  du  point  C  aux  points  du 
groupe  A, A'  est  égal  au  produit  des  distances  du  même  point 
C  aux  points  du  groupe  B,B'. 

Observation  Y.  On  a  ridentilé  : 

C{x  -r)  (X  — î)  +  ixC(x  — r')  (jc  — 5')  =  C'(jr  —  r")  (or— 5")  ; 

A«lf.  BB  MAraËH.  IV  36 
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dODC 

Crs + i^Cr's  ==  C  Vs"  =  (C  +  f*C}r'V'  ; 

si  Toriginc  O  est  telle  que  l'on  ait  rs=r's*,  ou  aura  aussi 
rs=r''s"  ;  c'est  ce  point  O  que  M.  Chasles  désigne  sous  le  nom 
de  point  central  des  trois  groupes  en  involution ,  et  lorsqu'il 
existe  un  tel  point,  les  six  points  sont  en  involutiou.  (Histoire 
des  méthodes,  p.  312.) 

ObservationYl.  Si  le  point  O  est  tel  que  Ton  ait  r-^szrzr-hs^ 
on  aura  aussi  r+5=r"+5''. 

Observation  YII.  11  est  facile  d*étendre  le  théorème  d'io- 
volution  à  trois  lignes  quelconques,  passant  par  m  points  et  dé- 
terminées complètement  par  /»*+  *  points.  On  a     ^     

ss 

systèmes  d'involution  de  3m  points.  Tm. 


PROPRIÉTÉ    DU    QUADRILATERE 

situé  dans  le  plan  d'une  œnique. 


I.  Définition.  Un  triangle  étant  ^itué  dans  le  plan  d'une 
conique ,  les  trois  droites  conjuguées  aux  trois  côtés  et  pas- 
sant respectiveoient  par  les  sommets  oppo&és ,  se  rencontrent 
en  un  même  point  (Toir  p.  432).  Dans  ce  qui  suit,  nous  dé- 
signons ce  point  sous  le  nom  de  point  de  rencontre. 

II.  Théobémb.  Un  quadrilatère  étant  tracé  dans  le  plan 
d'une  conique ,  si  on  prolonge  suflSsarament  les  côtés  oppo- 
sés, on  obtient  quatre  triangles.  Dans  chaque  triangle,  il  y  a  un 
point  de  rencontre.  Les  quatre  points  de  rencontre  sont  sur 
une  même  droite. 

Démonstration.  Soit  BGC'fi'  le  quadrilatère  ;  A  le  point 
d'intersection  des  côtés  opposés  BB',  CC.  Prenons  ABB'  pour 
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arxe  des  x  et  ACC  pour  axe  dcsjr-  Soit  AB  =  a  ;  Aff  =  a'  ; 
AC=  ^  ;  AC  =  é»'  ;  réqaation  de  la  coniqae est  à  gix  termes. 
Dans  le  triangle  ABC,  Ion  a  : 

2A^  +  Bx  =  /iB  (1  ) ,  conjugué  de  AC  passant  par  B , 
B^+2Cr  =  ^B(2), de  AB C. 

Dans  le  triangle  AB'C,  Ton  a  : 

2Aj^  +  Bj:  =  a'B  (3) ,  conjugué  de  AC  passant  par  K, 

B^  +  2Cr==6'B(S.), deAB' C. 

Soit  M  le  point  d'intersection  des  côtés  opposés  BC ,  B'C  \ 
ou  trouve,  d'après  l'équation  (5)  (t.  I,  p.  495),  dans  le 
triangle  BMB'  : 

^  (2  A^  4-  Bj:)  —  a  (Br  +  2Cj:)  =  ^a'B  —  2aa'C  (A) , 

éqoation  de  la  droite  conjuguée  à  BM  et  passant  par  B'; 

Vi^ky  +  Bx)  —  di^y  +  2Cx)  =  Uà^  —  2^/2'C  (B) , 

équation  de  la  droite  conjuguée  à  B'M  et  passant  par  B  ; 
d*où  Ton  tire  : 

2Ar  +  Bx- ^i,_ay '     ^^^ 

B^  +  2Cj:« ^^ZT^Ï^ •       <^> 

Les  droites  (!},  (3),  (5)  sont  parallèles;  de  même  les 
droites  (2),  (4),  (6). 

Désignant  par/; ,/.,  /;,/4,/5,/6  les  quantités  tontes  con- 
nues dans  les  six  équations  ;  pour  que  les  trois  points  d'inter^ 
section  des  droites  (1)  et  (2),  (3)  et  (4),  (5)  et  (6)  soient  sur  une 
même  droite,  on  doit  avoir  la  relation  : 

A/;+/./6+/4/5=/./;+/./s+//4  (^oîrp.463); 

or  cette  relation  existe,  et  les  trois  points  d'intersection  sont 
les  trois  fovM$  de  rencontre  des  triangles  Bi\C ,  B'AC,  BMB'  ; 
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donc  ces  (rois  points  sont  en  ligne  droite;  donc  aossiks 
quatre  points  de  rencontre  des  quatre  triangles  BAC,  VhC, 
BMB',  CMC  sont  en  ligne  droite.  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire,  Lorsque  la  conique  est  un  cercle ,  le  point  it 
rencontre  est  le  point  de  rencontre  des  trois  haatears  do 
triangle.  On  a  ainsi  la  solution  de  la  question  101  (p.  370), 
telle  qu'elle  a  été  proposée,  pour  ce  cas  particulier,  par 
M.  Heinen  (Grelle,  t.  III,  p.  285, 1828).  Ce  ne  sont  là<[ue 
des  vérifications ,  en  attendant  une  démonstration  directe. 

III.  On  peut  parvenir  aut  mêmes  résultats  d'une  manière 
plus  simple,  sans  recourir  à  l'équation  de  condition  de  h 
page  463.  Soient  jc',  y  les  coordonnées  du  point  d'intersec- 
tion de  (1)  et  de  (2)  ,-  j:",^"  les  coordonnées  du  point  d'inler- 
section  de  (3)  et  (4)  ;  on  obtient  : 

,  _  B  {bB  —  2aC)  /  _  B  («B  —  2^ A) 


m  ni 


,,__B(^'B— yC)  „__B(a^B-2yA) 

m  in  I 

La  droite  qui  passe  par  ces  deux  points  a  pour  éqoalioD  :       | 
{a^a')(By+^2Gx)  +{b^b'){2Ay  +  Bx)  =  B(ab'—a!b).    (7)   ; 

On  parvient  à  celte  même  équation  en  soustrayant  membre 
à  membre  l'équation  (A)  de  (B).  Ainsi  rintersectioo  de  (Â)  et 
(B)  est  sur  la  droite  donnée  par  Téquation  (7).  C.  Q.  F.  D. 

lY.  Pour  que  la  droite  des  rancon/res  devienne  un  dit- 
mètre  delà  conique ,  il  faut  que  l'équation  (7)  soit  satisfaite 

par  x  =  —  \   r  =  —  »  donc  on  a  pour  condition  : 

■^  /»     '         m  i 

(a'—  /z)  E  4-  (6'—  ^)  D  =  B  iab'-^  a'b). 

V.  ab^-  a!b  =  a  (6'—  6)  —  6  (a'—  a)  ;  ainsi  les  points  Bel 
€  restant  fixes ,  si  G  et  B'  se  meuvent  de  manière  que  le  np- 

h'  —  b        CG 

port  -; =  ^«7,  reste  constant,  la  droite  des  points  de 

a  —  a       oD 
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rencontre  reste  flxe.  On  sait  qu'alors  l'enveloppe  de  la  droite 
mobile  fi'C  est  une  parabole  (t.  III ,  p.  183). 

VL  Construisant  les  parallélogrammes  CABA',  G'AB'A", 
la  droite  qui  passe  par  les  sommets  A\  A"  a  pour  équation  : 

jr{a  —  a')+x  (b'—  b)  =  ab'--  a'b  ; 

les  intersections  de  cette  droite  avec  les  axes  donnont  les  va- 

leurs  de  — ; et  de  —ri — r-- 

a  —  a  ^'—  b 

VII.  Si  la  conique  est  une  hyperbole  dont  les  asymptotes 
sont  parallèles  aux  axes ,  alors  A  =  C  =  0 ,  et  Téquation  de 
la  droite  des  points  de  rencontre  devient  : 

^  (a  —  a')  -f  jt  (Z?  —  b')  =  ab'—  a'b, 

VIII.  Si  les  axes  sont  conjugués,  B=r  0  ;  dans  ce  cas,  la 
droite  de  rencontre  passe  par  l'origine  ;  elle  y  passe  encore 
lorsque  BC  est  parallèle  à  B'C  et  que  le  quadrilatère  devient 
on  trapèze  ;  car  on  a  ab' —  a'b  =  0. 

IX.  Il  existe  une  démonstration  géométrique  du  théorème, 
fondée  sur  les  propriétés  de  l'hexagone  à  côtés  opposés  pa- 
rallèles. (Crelle,  t.  V,  p.  163  ,  1830,  par  Aubert.)    Tm. 


SUR  UNE  CERTAINE  DECOMPOSITION 
i expressions  fractionnaires  contenant  plusieurs  variables, 

lyaprèi  M.  Jacobi.  (  Crelle,  t.  V,  p.  344.  i830  ; 


Nous  allons  donner  une  idée  succincte  de  cet  exercice  al- 
gébrique (eœercitatio  algebraica)  que  Tillustre  analyste  a 
écrit  en  latin. 
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ab'—  db 
I.  Soit ,   ,   , ,,; — : — r-;   «««  fraction  aiffébriqae  : 

[ax  +  by)  [f)'y  +  a!x)  ^ 

M^alb 
qu'on  développe  r-,     suivant  les  puissances  décrois- 

ax  -j-  by 

santés  de  a  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  de  x  ;  et  ensuite 

T, — : — r-  suivant  les  puissances  décroissantes  de  V  ou  dey, 

et  qu'on  multiplie  les-deux  produits,  on  obtient  trois  sortes  de 
termes  :  1^  les  exposants  de  x  et  de  j^  sont  négatifs  simulta- 
nément ;  ^  l'exposant  de  x  est  négatif  et  celui  de  y  positif; 
3^  celui  de  x  est  positif  et  celui  de  jr  négatif.  Il  n'y  a  aucoo 
terme  où  x  et  j^  soient  positifs  simultanément  :  or,  on  pent 
décomposer  celte  fraction  en  trois  autres  telles  que  chacune, 
étant  développée  de  la  même  manière  que  la  fraction  propo- 
sée ,  donne  respectivement  les  trois  sortes  de  termes  et  avec 
des  coefficients  finis  ;  de  sorte  qu'on  obtient  ainsi  la  somma- 
tion de  séries  infinies.  £n  effet,  l'on  a  les  identités  : 

ab'—a'b  ai  a'  i 


{ax-\-  by){b'y-\-a'x)      y'ax-^-by      y  '  Vy-^-a'x' 

a    l___^_i  ^ 

y  '  ax  -f-  by       xy       x  '  ax  +  by  ' 

d'où 

ab'—db  _J 1    b_^     __  1  a' 

{ax  -f-  by)  [b'y  +  a'x)  """  jy      x' ax  +  by     y' b'y-\-ai 

Ce  sont  là  les  trois  fractions  ;  désignant  la  première  par  L, 
la  seconde  par  L, ,  et  la  troisième  par  L, ,  si  on  développe 
chacune  suivant  les  puissances  décroissantes  de  a  et  b\  L 
donne  les  termes  de  la  première  espèce ,  L,  de  la  seconde,  et 
L,  de  la  troisième  espèce. 

«  .                      ^b^ — ^'b  ,  , 

IL  Soit — ; -77 ; — ; r  OU  t  ct  /'  soot  d» 

(ctx  +  br  —  l)  (b'y  +  nr  —  /'; 

€onstantes. 
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Soient /?  et  q  les  yalears  de  a-  et^,  qui  annulent  les  fac- 
teors  du  dénomioateur  ;  de  sorte  qu'on  a  : 

_  Vi  —  bi  at'  —  a'i 

remplaçant  x  e{  y  dans  les  trois  fractions,  par  x--p  et 
y  —  q  y  il  vient  : 

ab'^a'b  ab'-'a'b 


(ab'^  a!b)  jc  —  ft'/  +  bf  '  (a'b  —  ab')j^  —  al'+  a'i  ' 

ab'-i^b b 

{ab''^a'b)x  —  bU^blf  '  ax  +  by-t' 
ab'-^-a'b  a' 


[abf—  db)y  —  at-Y  a!t  '  b'y  +  a'x—  t'  ' 

Développant  l'équation  (2)  d'après  les  puissances  décrois- 
santes de  a  et  b',  le  premier  membre  donne  les  trois  sortes  de 
termes  avec  des  coefficients  en  séries  infinies  ;  le  second 
membre  donne ,  savoir  -.  l""  L  les  termes  où  les  exposants  de 
xeijr  sont  négatifs  ;  ^  L,  ceux  où  x  a  un  exposant  négatif 
et  y  positif;  S""  L.  ceux  où  l'exposant  de  x  est  positif  et  celui 
de^  négatif,  et  avec  des  coeflScients  en  nombre  fini  de  termes. 

L'auteur  étend  ces  théorèmes  à  un  nombre  quelconque  de 
facteurs  linéaires  élevés  à  des  puissances  quelconques ,  et 
s'appuie  sur  les  propriétés  de  la  déierminanie^  nom  qu'on  a 
donné  à  la  fonction  cramérienne  ou  au  dénominateur  des 
inconnues  dans  les  équations  du  premier  degré,  qui  occupe 
une  place  si  importante  dans  toutes  les  branches  de  l'analyse, 
et  qu'en  France  aucun  élève ,  même  parmi  les  plus  forts,  ne 
sait  former  :  on  ne  l'enseigne  pas.  Les  fonctions  génératrices 
de  Laplace  mènent  aussi  aux  résultats  obtenus  dans  ce  mé- 
moire, si  digne,  comme  tout  ce  qui  vient  de  cette  source , 
d'être  bien  médité. 
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THÉORÈMES  POSTHUMES  D'ABEL. 

(  Crelle,  t.  V,  p.  3S6.  ) 


I. 

Si  une  équation  du  cinquième  degré ,  dont  les  coeffideDls 
sont  des  nombres  rationnels ,  est  résoluble  algébriquement, 
ses  racines  peuvent  être  mises  sous  la  forme  suivante  : 


•        »         1        4 


t         V        R      4 


x=zc-\-  Aa^a,'a^  a^   +  A, .  a,  a^  a,  a"  + 
+  A, .  a7a^'J4  +  A3  .  ^3  Va,  V, 

A  ==  ^4.  /r'a  +  Fa,  +  ^'"aa. ;  A.=^ k+k'a,+.k^a,^k''afi, , 
A.=  ^+^a.+  ra+r'a,a;  Aa^^+^'a.+Fa.  +  r^.fl, 

Les  quantités  c ^  b,e^m,n^  k^  h!,  k'\  k'"  sont  des  non 
bres  rationnels. 

Toutefois  l'équation  j:*  +  ax  +  ^  =  0  ne  peut  se  résoudre 
de  cette  manière,  lorsque  a  et  ^  sont  des  quantités  quel- 
conques. 

«  J'ai  des  théorèmes  analogues  pour  les  équations  des  7'. 
li«,  43%  etc.  degrés.  »  Freyberg  (dans  le  Har(z) ,  14  mars 
1826  (traduit  de  rallemand). 


—  537  - 

II. 

Soient  x,,  j:.,a:, x^  des  quantités  inoonnaes  quel- 
conques et  <p(jr, ,  x. jcj  une  fonction  entière  de  ces 

quantités  du  degré  m,  m  étant  un  nombre  premier  quel- 
conque :  si  Ton  suppose  entre  x,,  x j:^  les  n  équations 

suivantes  : 

if{x,,  j:,....xJ  =  0;  cp{j:.,  j:, x„.  J:«)=0; 

?(j^.,-^4 ^n^^,y^ù  =  0;  <fr(j:^,x,,j:, x^,)=0  ,  jj 

on  en  pourra  généralement  éliminer  n —  1  quantités,  et  une  [j 

quelconque  x  sera  déterminée  à  Taide  d'une  équalion  du 

degré  m".  Il  est  dair  que  le  premier  membre  de  cette  équa-  ij 

tion  sera  divisible  par  ^  (x ,  j:  ,  a: j:)  qui  est  du  degré  m.  ;| . 

On  aura  donc  une  équation  en  x  du  degré  m"* —  m.  \> 

Gela  posé,  je  dis  que  celte  équation  sera  décomposable  en  I: 

équations,  chacune  du  degré  n  et  dont  les  coeffi-  | 

ij 

cîents  seront  déterminés  à  l'aide  d'une  équation  du  degré 

.  En  supposant  connues  les  racines  de  cette  équa-  ! 

»  I! 

•4 

tion ,  les  équations  du  degré  n  seront  résolubles  algébrique-  <!' 

ment.  f<. 

Par  exemple ,  si  Ton  suppose  «  =  2 ,  m  =  3 ,  on  aura  une  À 
équation  en  x  du  degré  3"-^  3=6.  Cette  équation  do  sixième 
degré  sera  résoluble  algébriquement ,  car,  en  vertu  du  théo- 
rème ,  on  pourra  la  décomposer  en  trois  équations  du  second  \. 
degré.  '  ' 

Pareillement ,  si  l'on  cherche  les  valeurs  inégales  de'  x, , 

X, ,  Xj  propres  à  satisfaire  aux  équations  !  I 

^+^-r,-Hcj:/  a  +  bx^+  cx^ /i  +  hx^\cx^  \  '  i 

X^  -^  -, \     X-x  —  ^ •     X,  — ,  '  f   il 

on  aura ,  pour  déterminer  x, ,  x, ,  x,  une  équation  du  sixième  *  .! 
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degré ,  mais  déoomposable  en  deux  équations  du  troisième 
degré,  les  coefficients  de  ces  équations  étant  déterminés  par 
une  équation  du  second  degré. 

III. 

Si  trois  racines  d'une  équation  quelconque  irréductible , 
dont  le  degré  est  un  nombre  premier,  sont  liées  entre  elles 
de  sorte  que  Tune  de  ces  racines  peut  être  exprimée  ration- 
nellement par  les  deux  autres,  Féquation  en  question  sera 
toujours  résoluble  à  l'aide  de  radicaux. 

IV. 

Si  deux  racines  d'une  équation  irréductible,  dont  le  degré 
est  un  nombre  premier,  ont  entre  elles  un  rapport  tel ,  qu'on 
peut  exprimer  une  des  deux  racines  rationnellement  par 
l'autre,  cette  équation  sera  toujours  résoluble  à  Taide  de 
radicaux, 

(Les  trois  derniers  théorèmes  sont  en  français  et  datés  de 
Christiania ,  le  18  octobre  18-28.) 

V. 

Une  propriété  générale  de  toutes  les  fonctions  dont  la  dif- 
férentielle est  algébrique  consiste  en  ce  que  la  somme  d'un 
nombre  qi^lcanque  de  ces  fonctions  peut  s'exprimer  par  un 
nombre  déterminé  des  mômes  fonctions ,  savoir  : 

x, ,  X, x^  sont  des  quantités  quelconques  i  z,  «  2, ,  z^  sont 

des  fonctions  algébriques  de  ces  quantités ,  et  v  est  une  fonc- 
tion algébro-logarithmique  ;  n  est  on  nombre  déterminé  dé- 
pendant de  [1  ;  par  exemple ,  si  f  est  une  fonction  algébrique, 
alors,  comme  l'on  sait,  n  :=  1 .  (  roir  Legendre,  Théorie  des 
fonctions  elliptiques.) 

Mais  lorsque  la  fonction  n'est  pas  elliptique ,  on  n'en  con- 
naît aucune  propriété. 
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Je  transcris  le  cas  suiyant ,  comme  un  des  plus  remar- 
quables  : 

Si  ^r=  f (^±?f)± 

alors    T(x.)4-y(x.)  +  y(j:J=C-[y(j..)4-ç(j^.)],    (1) 

où  j:.,  X.,  j:,  sont  trois  grandeurs  Tariables  arbitraires,  C 
une  constante ,  et  ^, ,  ^.  les  deux  racines  de  l'équation  : 

Les  quantités  c,  c^^c,  sont  déterminées  par  ces  trois  équa- 
tions linéaires  : 

On  obtient  les  deax  autres  équations  en  changeant  succes- 
sivement X,  en  jr,  et  en  x,. 

Toute  la  théorie  de  la  fonction  <p  (x)  est  donnée  par  l'équa- 
tion (1) ,  parce  qu'on  peut  démontrer  que  la  propriété  qu'elle 
exprime  détermine  complètement  cette  fonction.  (Paris,  le 
9  août  1826  )  (traduit  de  l'allemand). 

VI. 

Lorsqu'on  construit  la  courbe  AMBN  dont  l'équation  est 

z  =  \/cos  2(p  ou  z  =  AM  et  <p  =  <  M AB ,  alors  l'arc  AM 

de    cette  courbe   est  donné   par  lexpression  suivante  : 

f     dx 
j  r=i —         ■ ,  et  dépend  ainsi  des  fonctions  elliptiques. 

3v/i— X* 

J'ai  trouvé  qu'on  peut  toujours  diviser  le  périmètre  de  la 
courbe  géométriquement  (par  la  régie  et  le  compas)  en  n 
parties  égales ,  lorsque  n  est  un  nombre  premier  de  la  forme 
2"*+ 1  ^u  lorsqu'on  a  : 
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n  =  2P(2«  +  l)(2«'+i)(2«"4-i) (2«    +  l) 

oa  2«+l,  2"«'+letc. 

sont  des  nombres  premiers. 

Ce  théorème  est  le  même  que  celai  de  Gauss  pour  le  c^dc. 
J'ai  été  amené  à  ce  théorème  par  ma  théorie  des  équations 
combinée  avec  la  théorie  des  nombres.  J'ai  lieu  de  croire  que 
Gauss  y  est  aussi  parvenu. 

Paris ,  4  décembre  1826  (  traduit  de  Tallemand  ). 

Note.  Il  s'agit  ici  de  la  lemniscate  de  Bernoulli  $  l'hyper- 
bole équilatère  est,  parmi  les  hyperboles ,  ce  que  le  cercle 
est  parmi  les  ellipses  \  la  circonférence  est  une  lemniscate  à 
elle-même  \  de  sorte  que  les  deux  lemniscates ,  circolaire  et 
hyperbolique ,  jouissent  de  la  même  propriété.  Il  serait  fort 
intéressant  de  connaître  les  propriétés  de  lemniscates  prove- 
nant des  courbes  données  par  Téquation  ^••±jr*  =  «*. 
M.  Serret,  dans  un  mémoire  extrêmement  remarquable, 
en  généralisant  une  certaine  propriété,  non  encore  signalée, 
de  la  lemniscate ,  Tient  de  trouver  une  foule  de  courbes  algé- 
briques, dont  la  multisection  peut  s'opérer  dlgébriquenunL 
(  Liouville,  X ,  p.  257, 1845.  )  Tm- 

VII. 
J'ai  trouvé  la  somme  de  la  série  suivante  : 

^      .    .   «       ^^          .   K      ^^ 
smo» .  — r-7  +  sin3<p --- — r-+-sm5f ^  +  .  ... 

(  a  et  ?  sont  des  quanlilés  réelles  quelconques  ]  et  d'autres 
séries  analogues.  On  peut  l'exprimer  en  fonctions  elliptiques. 

Christiania ,  15  novembre  1827  (en  allemand  ). 

Il  y  a  encore  plusieurs  théorèmes  très-intéressants  sur  les 
fonctions  elliptiques ,  en  français  ;  mais  tous  ces  théorèmes 
sont  malheureusement  énoncés  sans  démonstration. 
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THEOREMES 


Sur  les  coniques  circonscrites  d  un  quadrilaière  ou  inscrites  ; 
de  même  d  un  triangle^  théorème  de  M.  Steiner. 

(Sai(e,T.p.49i.) 


L.  [Fig,  51).  A'  désignant  Taire  de  Tellipse  circonscrite  aa 
triaogle  ABC ,  on  a 

4L*  .   ,     ,  Wt'lpu  +  qt'^pq)*  .   ,       , 

(t.  IX,  p.  265)  ;  soient  a,|3,7,  les  perpendiculaires  abaissées 
da  point  (/,m)  sur  les  trois  côtes  B'C\  A'C,  A'B'  da  triangle 
A'B'C  et  A\?a\  les  trois  perpendiculaires  abaissées  du  même 
point  sur  les  trois  côtés,  BC, AC,  AB  du  triangle  ABC. 
On  a 

(2u^q)(^^p){2pu-\-2qt^pq)  =  --^—  (p.  490);  f 

j 
or,  p'=r  sinY ,  y  =  wwnv ,  et  py'+  <yP'+  ra!=pq  sin^ ,  ou  r  > 

est  la  longueur  du  côté  QG  ;  d'où  T 

r  < 

substituant  les  valeurs  dans  A'%  on  obtient  i 

A  fa r    '  1>       «a  , 

expression  élégante  qu'on  doit  à  M.  Steiner. 

CoROLLAiRR  I .  Ou  a  A A'=  27r'Ra'f '7'  ;  désiguoDS  par  A.,  A/,  j 

lesaires  des  ellipses  inscrites  et  circonscrites  au  triangle  A'B'C  » 


i 


J'ai  été  amené  à  ce  théorème 
combinée  avec  la  théorie  des 
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71  =  2P  (2«»  +  1)  (2«'+  1)  (2«"4-  1)  .     J  ,,5',)' 

OU  2»»4-l,  2«'+lf/ 

sont  des  nombres  premiers. 
Ce  théorème  est  le  même  que  a  '  ^,^^^  ^ 

v^  |}EF,daDsle- 
Gaussy  estaussi  parvenu.  ^^^^^  ^^^^^  ^„^^„.p^ 

Paris ,  4  décembre  18  ^^  j^  corollaire  précédent 

Note.  Il  s'agit  ici  -=4AA'; 

bole  équilatère  est  .  «  ,      ,  ,         .      .     .  ^  i 

_,  .  .       „.  'J^  d'Eoler,  lorsqu'un  triangle  est  à  la 

est  parmi  les  ell-  .... 

„       .      ■  ,,;st  conique  et  circonscrit  a  une  autre fo- 

elle-même  lir  , 

hyperboliqu      .^"^^^^  d  autres  triangles  à  chacondes- 
'  îÂ  -  ^!**  cwiiques  sont ,  Tune  inscrite  et  Tanlredr- 

_.  .    ,  /^  '  .  .-teciin  de  ces  triangles  correspond  un  triangk 
nant  o'  "^  *  •  »j 

jlj    Q    ^^  ^  ellipses  inscrites  dans  ces  derniers  Iriangles 

^ .jme  oNitre  ont  toutes  la  même  aire, 
en       0  ^•^ 
j       \ .  ji«x  b^ox  coroUaîres  sont  aussi  de  M.  Stemer. 

>  y^^.  31  ^  TaioRtMB.  Parmi  toutes  les  coniques  inscrites 

^  uiMiglfi  ABC  et  ayant  leurs  centres  sur  une  droite 

^0gtt^  il  y  en  a  deux  dont  le  produit  des  axes  principaoi 

^  Mt  «MMMm.  Le  point  I  de  moyenne  distance  des  centres 

^  ^  ir  de  ces  deux  coniques  est  le  même  que  le  centre  de 

gp^^MM"  distance  des  trois;,points  d'intersection  de  la  droite 

£>w^  *xt^^  ï^  trois  côtés  A'F,  B'C,  CA'  du  triangle  A'B'C, 

j^^j8j;ai«it  par  les  milieux  A',B',C'  des  côtés  BC,AC,ABi  dé- 

.M^iMil  «^'^  ïJ^w  points  respectivement  par  c^a^by  on  a 

ihm(m$traHm.  L«  lieu  du  centre  d'une  conique  insffile 
AM  Irtunglo  ABC  et  dont  le  produit  des  axes  principao^^^ 
dwu^ ,  est  représenté  par  l'équation 
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I 

^pu  +  2qi—pq)  =  c    (V.p.491);      (I) 

rôtés  AB,  AG  de  sorte  que 

^v,B'C' du  triangle  A'B'C; 

le  coordonnées,  on  a  |.' 


laquelle  se  trouvent  les  centres  ^ 

j:-,  et  pour  origine  le  point  a^  ou  cette 

v.oté  B'C  ;  soient  jc\j/'  les  at)scisses  des  points 

wcrsectiou  de  celte  môme  droite  avec  les  c6tés 

,A'B',  de  sorte  qu'on  a 

les  équations  des  côtés  A'C'^A'B'  deviennent 

fl'  +  ^x  +  cy  — ^'  =  0,  a  +  bx-^cy—p'  =  0; 
Taisant  /  =  0 ,  on  a 

Subsliloant  dans  Téquatîon  (1),  à  la  place  de  u  et  /  leurs  va- 
leurs, on  a  Téqualion  du  lieu  rapporté  aux  nouveaux  axes  ; 
le  premier  membre  de  la  nouvelle  équation  doit  devenir  un 
maximmn lorsque ^=0  ;  il  suflBt  de  substituer  a-\-bx^\iv  t 
et  d-\-Ux  pour  u,  et  on  obtient  pour  ce  premier  membre  : 

(a'-|-  b'x-^q')  [a  +  bx  —p)  [j:(^>'+  bq')  +/?V+  q\a  --p'q'] , 

il  suffit  donc  de  rendre  au  maximum  le  produit 

x[a  +  bx  —p')(d  +  b'x  —  q')  = 

=  bb'x"-^  x\b(q''-  a)  4- ^\y—  a)]  +  aa'x  = 

=  bb\x^  -  x\x'+x")-\^  xxfx"  î 

pour  que  ce  produit  soit  au  maximum  Ton  doit  avoir  : 


t 
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et  ayant  toujours  même  centre  (J^u).  R  devient  --',  et  of'\p>\y' 
se  changent  en  «,^,7  ;  donc 

4A.A/=47r*R«|37  =  A*. 

Corollaire  II.  Par  les  sommets  A,B,  C,  concevons  des 
droites  respectivement  parallèles  aux  côtés  fiC,  AC,  AB  du 
triangle  ABC  ;  on  aura  un  nouveau  triangle  DEF,  dans  le- 
quel ,  si  nous  inscrivons  du  même  centre  (t^u)  une  ellipse 
dont  l'aire  soit  A,,  on  aura ,  d'aprôs  le  corollaire  précédent 
A.*  =  4AA'; 

mais  d'après  le  théorème  d'Euler,  lorsqu'un  triangle  est  à  la 
fois  inscrit  dans  une  conique  et  circonscrit  à  une  autre  co* 
nique,  il  y  a  une  infinité  d'autres  triangles  à  chacun  des- 
quels, les  mêmes  coniques  sont ,  l'une  inscrite  et  l'autre  cir- 
conscrite ;  à  chacun  de  ces  triangles  correspond  un  triangle 
DEF  ;  ainsi  les  ellipses  inscrites  dans  ces  derniers  triangles 
et  du  même  centre  ont  toutes  la  même  aire. 

Ces  deux  beaux  corollaires  sont  aussi  de  M.  Steiner. 

LI.  (Fig.  51  OThéorémb.  Parmi  toutes  les  coniques  inscrites 
dans  on  triangle  ABC  et  ayant  leurs  centres  sur  une  droite 
donnée ,  il  y  en  a  deux  dont  le  produit  des  axes  principaux 
est  un  maximum.  Le  point  I  de  moyenne  distance  des  centres 
E  et  F  de  ces  deux  coniques  est  le  même  que  le  centre  de 
moyenne  distance  des  trois^points  d'intersection  de  la  droite 
fixe  avec  les  trois  côtés  A'V,  FC,  CM  du  triangle  A'fi'C, 
passant  par  les  milieux  A.\WjG  des  côtés  BC,AC,AB;  dé- 
signant ces  trois  points  respectivement  par  c^a^b^  on  a 

lE-  =  JE"  =  I  (Ia'+ 1^'  +  le';. 
6 

Défnonitraiion.  Le  lieu  du  centre  d'une  conique  inscrite, 
au  triangle  ABC  et  dont  le  produit  des  axes  principaux  est 
donné,  est  représenté  par  l'équation 
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(2tt-^)(2l— p)(2/m  +  2yr— ;?y)  =  c   (v.p.491);     (I) 

les  i^u  se  comptent  sur  les  côtés  Afi,  AG  de  sorte  que 

2tf— ^=rO,  2f— /?  =  0,   2pû  +  2^f— p^  =  0 

sont  les  équations  des  côtés  A'C,  A'B',fi'G'  da  triangle  A'fi'G'  ; 
faisons /?  =  2/»',  9=2^^  et  changeant  de  coordonnées,  on  a 
en  général 

prenant  la  droite  fixe  sur  laquelle  se  trouvent  les  centres  ^ 
et  F,  pour  axe  des  ;r,  et  pour  origine  le  point  a^  ou  cette 
droite  coupe  le  côté  VC  i  soient  j:',j/'  les  at)scisses  des  points 
b\c'  d'intersection  de  celte  môme  droite  avec  les  côtés 
A'G',  A'B',  de  sorte  qu'on  a 

p'a'+q'a^p'q' =  0(2); 
les  équations  des  côtés  A'G',  A'fi'  deviennent 

tf'+^'x  +  cy  — ^'  =  0,  a  +  ^x+c^— -/  =  0; 
faisant  ^  =  0 ,  on  a 


q'-a' 


Substituant  dans  l'équation  (1),  à  la  place  de  u  et  /  leurs  va- 
leurs, on  a  l'équation  du  lieu  rapporté  aux  nouveaux  axes  ; 
le  premier  membre  de  la  nouvelle  équation  doit  devenir  un 
maximum  lorsque^ =0  ;  il  sufiSt  de  substituer  a-\'bxfonr  t 
et  a'-^-b^x  pour  u,  et  on  obtient  pour  ce  premier  membre  : 
(a'+b'a:—q')(a  +  bjo^p)[x(b^p'+bq')+p'a'+q'xi^p^q^], 
il  suflSt  donc  de  rendre  au  maximum  le  produit 
x(a  +  bx  —p')(à  +  b'x  —  q')  = 
=  bb'x^  —  x'ibiq'  —  aO  4-  b'ip  —  «)]  +  aa'x  = 
=  bblx^  -  a:'(j:'  +  x")+  xj/x"; 

pour  que  ce  produit  soit  au  maximum  Ton  doit  avoir  : 
Sx'—  2:c(x'+  x")  +  xV=0  i 
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d'où 

x=l  [jf+x")zt\  V/x'*-a/a:"+x"'. 
3  3 

Telles  sont  les  abscisses  cherchées  des  centres  E  et  E';  le 

point  I,  milieu  de  EE  a  pour  abscisse -(a:' +  x")>  qui  est 

aussi  le  point  de  moyenne  distance  des  trois  points  a^b,e; 
on  a 


or 


donc 


la:=\(x'  +  jc"),    lfr  =  Ia  — a/; 


1  1 

16  =  „  (x"  —  2x0 ,  de  même  le  =  -  (x'  —  2x")  ; 
donc 

IE'=î(Ia'+I6*+IO.  C.Q.F.D. 
6 

Ob5erva/ion.  Supposons  que  le  centre  parcoure  la  droite 
Gxedans  la  direction  abc  et  qu'il  vienne  de  Tinfiai;  à  ce 
point  de  départ,  la  conique  est  une  parabole  et  le  produit  des 
axes  principaux  est  infini  ^  tant  que  le  centre  reste  dans 
le  triangle  formé  par  les  prolongements  de  A'B',  A'C,  la  co- 
nique est  une  hyperbole ,  et  le  produit  des  axes  va  sans  cesse 
en  diminuant-,  parvenu  en  a  sur  B'Gj  le  produit  est  nnl; 
pénétrant  dans  Tinlérieur  du  triangle,  la  conique  devient  une 
ellipse  ;  arrivé  en  b  sur  A'C,  ce  prodoit  est  derechef  nul; 
ainsi  entré  a  et  6,  il  y  a  un  produit  maximum ,  répondant  à 
une  ellipse  ;  tant  que  le  centre  reste  dans  Tangle  formé  par  CA' 
et  le  prolongement  de  fi' A',  la  conique  est  une  hyperbole  et  en 
c  sur  A'fi'  le  produit  est  une  troisième  fois  nul  ;  donc  entrée 
et  c  il  y  a  un  produit  maximum  répondant  à  une  hyperbole; 
le  centre  entrant  dans  Tangle  opposé  à  G'A'B',  h  conique 
devient  et  reste  constamment  une  ellipse  -,  le  produit  des  axes 
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va  sans  cesse  croissant,  et  à  rinânî ,  l'ellipse  devenant  une  pa- 
rabole ,  le  produit  des  axes  est  encore  infini. 
Faisant 

a:'  +  x"  =  2,  x'x"  =  i^\  J!L^i,'p'^tq')^d', 

on  aura  pour  le  produit  des  carrés  des  demi-axes  principaux , 
correspondant  au  maximum ,  l'expression 

LII.  THÉoRàMB.  Parmi  toutes  les  coniques  inscrites  à  un 
quadrilatère,  il  y  en  a  deux  dont  le  produit  des  axes  princi- 
paux est  un  maximum  j  les  centres  sonl  sur  la  droite  qui 
joint  les  milieux  des  diagonales  cl  leurs  positions  sont  déter- 
minées par  le  théorème  précédent. 

Démonstration.  C'est  une  conséquence  immédiate  du  théo- 
rème de  T^ewtou  sur  les  coniques  inscrites  aux  quadrilatères 
et  du  théorème  précédent. 

Observation,  Ce  théorème  important  qui  donne  la  solution 
d'un  problème  qui  a  résisté  aux  efforts  d'un  Euler  et  d'un 
Gauss  est  une  des  plus  belles  inventions  de  IVI .  Steiner,  qui  a 
énoncé  le  théorème  précédent ,  sans  démonstration. 

Corollaire.  Dans  le  quadrilatère,  on  peut  choisir  trois  côtés 
quelconques  ;  il  y  a  donc  quatre  moyens  de  construction  qui 
doivent  amener  au  même  résultat  ;  ce  qui  donne  de  nouvelles 
propr  iélés  géométriques  du  quaijrilatèro.  Nous  remarquerons, 
par  occasion,  que  le  théorème  de  Newton  donne  cette  belle 
propriété  du  pentagone.  Si  Ton  en  supprime  un  côté  quel- 
conque, il  reste  un  quadrilatère  ;  qu'on  mène  la  transversale, 
passautpar  les  milieux  des  diagonalesdu  quadrilatère;  le^  cinq 
transversales  qu'on  obtient  de  cette  mauière  passent  par  le 
même  point ,  qui  n'est  autre  que  le  centre  de  la  conique  in- 
scrite au  pentagone.  Nous  recommandons,  comme  utile 
exercice ,  de  démontrer  celle  propriété,  directement.    Tm. 

ASS.   DE  MATHÉM.   IV.  Oi 
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BIOGRAPHIE. 

(£itr«U  de  la  Biographie  aniTenelle,  t.  LXXI,   p.  i75,  i»42  (article  ëe 
M.ParisoO.n 


LBGEffDftB  (  Adrien-Marie  ) , 

Né  àToolooseeu  1752  f'^);  envoyé  de  bonne  heare  à  Paris, 
il  lermina au  collège  Mazarin  ses  étades  classiques,  elilloi 
resta  toujours  un  goût  prononcé  pour  la  littérature  des  an- 
ciens j  et  une  rare  vénération  pour  leur  génie  scientifique. 
Mais  il  se  livra  avec  prédilection  à  Tétude  spéciale  des  ma- 
thématiques ,  sons  la  direction  de  Tabbé  Marie,  célèbre  pro- 
fesseur C"^)  ;  vers  1775,  il  obtint,  à  la  recommandation  de 
d'Alembert,  une  chaire  de  mathématiques  à  Técole  militaire 
de  Paris  :  Euler  devint  Tobjet  de  ses  méditations  assidues  , 
et  l'on  peut  dire  quil  savait  par  cœur  les  ouvrages  de 
cet  analyste  sans  égal.  £n  1783 ,  il  devint  membre  de  l'Aca- 
démie des  sciences,  et  en  1787  il  fut  chargé,  conjointement 
avec  Méchain  et  Cassini ,  de  procéder ,  pour  la  France ,  à  la 
réunion  trigonométrique  des  observatoires  de  Paris  et  de 
Greenwich  ;  en  1795 ,  il  fut  nommé  membre  de  l'agence 
temporaire  des  poids  et  mesures ,  et  y  resta  jusqu'en  1805 , 
où  cette  agence  fut  réunie  au  ministère  de  l'intérieur.  Lors 
de  la  création  de  l'Université ,  il  fut  nommé  conseiller  hono- 
raire à  vie ,  et  membre  de  la  commission  d'instruction  pu- 


(*)  Scos-chef  à  la  Mciion  historiqoe  des  archives  de  la  marine,  mort  en  no- 
vembre 1840 ,  âgé  de  cinquante-sept  ans. 

(**)  Un  homme  digne  de  foi ,  géomètre  distingué,  m'a  assuré  que  eeUe  nais- 
sance  présente  des  circonstances  analogues  à  celle  de  d'AlemberL        Tm. 

(***)  Marie  (  loseph-François),  né  à  Rhodes ,  te  35  novembre  1738,  niceeBsêQr 
de  Laoaille  au  collège  Masarin ,  aoteor  d'une  bonne  Mécanique ,  mort  à  Varso- 
vie le  3S  lanrier  1801. 
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bUqae.  Déjà ,  il  était  membre  dQ  bureau  des  longitudes,  et 
examioaleur  de  sortie  à  TËcoIe  poiyiechoique.  La  restaura* 
tioa  ne  lui  laissa  que  ces  deux  dernières  places.  «  Du  reste , 
Legeadre  était  trés-peu  ambitieux ,  et  trouvait  satisfaisante 
unie  position  de. fortune  peui-^tre  un  peu  au-dessous  de  son 
mérite.  »  Dne  survécut  pas  longtemps  à  la  dernière  révision 
de  ses  immenses  travaux  ;  il  mourut  le  10  janvier  1833. 

Liste  de  ses  ouvrages, 

I.  ElémenU  de  géométrie^  Paris,  1794 ,  in-8»  douzième  édi- 
tion ,  1823,  et  depuis  un  très-grand  nombre  de  tirages  -,  les 
premières  éditions  ne  comprennent  pas  la  trigonométrie. 
Voici  comment  M.  Parisot  s'exprime  sur  cet  ouvrage  en 
deux  endroits  différents  :  «Ce  dernier  ouvrage,  bien  qu'il 
n'ait  jamais  été  un  titre  pour  un  mathématicien  tel  que 
Legendre,  doit  pourtant  être  nommé  ici ,  parce  qu'il  contri- 
bua certainement  plus  que  tout  le  reste  à  populariser  son 
nom  en  France ,  et  aussi ,  peut-être ,  afin  de  rappeler  aux 
savants  d'ordre  supérieur  que  véritablement  il  ne  faut  pas 
toujours  dédaigner  de  descendre  à  ce  qu'on  appelle  des  ou- 
vrages de  compilation  :  par  eux  aussi  on  peut  rendre  des 
services  émineots  ^  on  peut  joindre  é  la  gloire  des  éroUs  la 
gloire  des  faits.  D'ailleurs  il  n'est  pas  donné  à  tous  de  dispo- 
ser avec  méthode,  d'exposer  avec  élégance  les  premiers 
principes,  qu'on  trouve  si  simples  quand  on  sait ,  et  qui  res- 
tent rebutants  ou  itwompris  pour  presque  tous  ceux  qui 
commencent ,  »  p.  177  ,  et  plus  loin ,  p.  178 ,  179  •  «  Comme 
il  n'est  personne  qui  nait  vu,  nous  dirions  presque  qui  n'ait 
étudié  cet  ouvrage ,  qui  fut  classique  dès  Torigine ,  il  serait 
superflu  d'en  parler.  D'ailleurs  il  est  tout  à  fait  élémentaire , 
et  quelque  élégantes  que  puissent  être  sa  disposition ,  sa 
rédaction,  pour  un  homme  tel  que  Legendre,  ce  n'est  point 
là  un  titre.  Il  faut  dire  aussi  que,  trop  préoccupé  d'Euclide, 
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ef  cédant  à  son  insu  à  ane  manie  fréquente  alors,  de  prendre 
les  manières  des  (yrecs  et  des  Romains  C)  y  Legendre  eot 
tort  de  garder  Tancienne  et  vicieuse  définition  de  l'angle, 
et  de  ne  pas  adopter  la  théorie  des  parallèles  de  Bertrand. 
Du  reste  il  a  été  véritablement  neuf  dans  une  partie  de  son 
volume  :  c'est  en  considérant  pour  la  première  fois  l'égalité 
par  symétrie  des  aires  courbes  et  des  Tolumes.  Quelque» 
belles  propositions  de  M.  Gauchy  l'aidèrent  à  la  détermina- 
tion rigoureuse  de  cette  égalité.  Les  Eléments  de  Legendre 
ont  été  traduits  dans  les  principales  langues  de  l'Europe. 
Ils  Tout  même  été  en  arabe ,  à  l'usage  des  écoles  créées  par 
le  pacha  d'Egypte ,  et  nos  anciens  maîtres  d'algèbre  soot 
venus  apprendre  de  nous  leur  géométrie  oubliée.  En  France 
même,  la  vogue  des  Eléments  de  géométrie  est  un  peu  passée 
à  présent;  des géométries élémentaires  p/us  hautes^  parce 
qu'en  général  on  a  plus  l'habitude  de  Vatmosphêre  mathéma- 
tique ,  ont  pris  la  première  place.  D'ailleurs ,  au  temps  même 
de  la  splendeur  de  Legendre,  le  Bezout  de  Reynaud  et  la 
géométrie  étaient  encore  plus  usuels  que  ses  Eléments.  Ia 
différence  de  priiL  n'en  était  pas  la  seule  cause.*  Nous  croyons 
devoir  consigner  ici  quelques  observations.  L'auteur  de  l'ar- 
tide  nous  apprend  lui-même  qu'il  a  puisé  dans  une  notice 
qu'on  doit  à  M.  Maurice  de  Genève,  un  des  plus  savants 
disciples  de  l'illustre  compatriote  de  Fermât.  En  effet ,  on  lit 
dans  cette  notice,  que  M.  Parisot  reproduit  presque  littéra- 
lement :  K  On  peut  pourtant  regretter  que  dans  le  cor|is 
même  de  son  livre ,  M.  Legendre  ait  tenu  à  conserver  l'an- 
4ique  et  vicieuse  déûnition  de  l'angle  donnée  par  Euclide  ;  et 
qu'en  n'adoptant  pas ,  comme  on  commence  partout  à  le 
faire ,  celle  qu'on  doit  à  Bertrand  ,  il  ait  laissé  imparfaite  la 


(')  Celle  manie  fanl  au  moins  celle  qai  est  si  fréquente  aujourd'hui  de  prendr» 
les  manières  des  barbares  du  moyen  âge.  Tm. 
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théorie  des  parallèles  par  les  simples  éléments.  »  {Bibl.univ. 
de  Genève,  sect.  Sciences ,  t.  UI,  p.  65.  1833. )  Or,  quelle 
est  la  déGnition  d'Euclide?  «  Un  angle  plan  est  rinclinaison 
de  deux  droites ,  qui  se  rencontrent  sans  former  une  seule 
ligne  droite.  »  C'est  la  huitième  définition  du  premier  livre. 
Loin  d'être  vicieuee ,  celte  définition  est  l'expression  claire  de 
la  notion  intime  que  nous  avons  de  Tangle.  Car,  selon  une 
observation  de  Kant ,  consignée  dans  la  critique  de  la  raison 
pure ,  ridée  du  mouvement  est  antérieure  dans  Tinteltigence 
à  celle  de  l'espace.  En  effet ,  pour  nous  représenter  une  ligne , 
le  rayon  visuel  la  décrit,  soit  en  réalité,  soit  mentalement, 
en  se  mouvant  d'une  extréaiité  à  l'autre  extrémité  de  la  ligne. 
Le  sentiment  intime  et  indéfinissable  de  la  directi4m ,  insépa- 
rable de  ridée  du  mouvement ,  est  figurée  extérieurement 
par  la  droite,  forme  indéfinissable,  parce  qu'on  ne  définit  pas 
des  notions  premières,  de  même  qu'on  ne  démontre  pas  les 
principes  premiers;  car,  pour  ces  définitions,  pour  ces  dé- 
monstrations,  irfaudraitemployer  des  mots,  s'appuyer  sur 
des  principes  antérieurs  aux  mots  et  aux  principes  premiers , 
entreprise  absurde  ;  l'identité  de  direction,  jointe  à  la  diffé- 
rence de  position ,  constitue  le  parallélisme  et  est  aussi  une 
notion  première  qu'Euclide  a  placée  avec  raison ,  et  avec  sa 
bonne  foi  ordinaire ,  parmi  les  axiomes  ;  axiome  qui  se  résume 
dans  cet  énoncé  :  par  le  même  point  ne  passe  qu'une  droite 
ayant  même  direction  qu'une  autre  droite  ;  ou  autrement ,  par 
le  même  point ,  on  ne  peut  mener  qu'une  parallèle  à  une 
droite  ;  les  efforts  qu'on  fera ,  pour  établir  la  théorie  sur  un 
principe  plus  simple,  resteront ,  je  le  crains,  éternellement 
des  efforts  stériles.  Entre  autres ,  on  peut  appliquer  à  l'essai 
de  Bertrand  les  paroles  que  Montaigne  adresse  aux  métaphy- 
siciens :  pour  m'ôter  un  doute ,  vous  m*en  damnez  trois.  Vous 
exigez  que  je  rejette  comme  vicieuse  la  définition  si  conscien  - 
cieusc  de  Tanglc ,  portant  sur  la  diversité  de  direction,  mais 
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qae  par  contre  j'admette,  comme  chose  excelleiite,  qne 
Vaogle  est  une  sarface  iofloiment  grande  du  second  ordre , 
au  regard  de  laquelle  disparaît ,  comme  rien  du  tout ,  la  sur- 
face infiniment  grande  du  premier  ordre ,  bornée  par  deux 
droites  parallèles  !  Car,  en  écartant  les  paralogismes,  les  faux-* 
fuyants ,  les  illusoires  constructions  qui  servcait  de  plfttrage, 
le  fond  de  la  théorie  n'est  que  la  hiérardiie  infinitésimale 
leibnitzienne ,  transportée  aux  abords  de  la  géométrie.  Telle 
elle  a  été  développée ,  sans  aucun  déguisement ,  par  Legendre 
lni*méme,  dans  un  mémoire  posthume  inséré  dans  les  Mém. 
de  FAcad.  des  sciences  (t.  X).  Tout  en  approuvant  ce  système 
hiérarchique,  Legendre  s'est  bien  gardé  de  le  faire  entrer  dans 
les  Éléments.  En  effet,  le  système  en  lui-même  n'est  pas  faux. 
Imaginez  un  rectangle  à  base  constante,  à  hauteur  variable  ; 
comparez  son  aire  à  celle  d'un  secteur  circulaire ,  à  angle 
constant  et  d'un  rayon  égal  à  la  hauteur  du  rectangle;  cette 
hauteur  allant  encroissant,  Tairedurectangledivisée  parfaire 
correspondante  du  secteur,  va  en  diminuant  et  a  zéro  pour 
limite  ;  ce  qu'on  exprime,  par  une  locution  adoptée,  en  disant 
que  l'aire  infinie  du  rectangle  est  nulle  relativement  à  Taire 
infinie  du  secteur.  Mais  ceci  repose  sur  la  théorie  des  aires  ; 
et  avant  d'avoir  établi  la  théorie  des  parallèles ,  loin  de  con- 
naître l'aire  du  rectangle,  on  peut  même  mettre  en  doute 
l'existence,  la  possibilité  d'un  rectangle. 

Admettez  cette  possibilité ,  et  tout  est  démontré.  Aussi . 
dans  la  théorie  de  Bertrand ,  cette  admission  est  tacitement 
accordée  ;  mais  pour  la  masquer,  on  enlève  un  côté  au  rec- 
tangle; c'est  un  coffre  sans  couvercle.  Peut-on  attacher 
aucun  sens  raisoimable  de  grandeur,  à  un  espace  ouvert  non 
Itteiité?  Aussi,  quoique  cette  théorie  ait  acquis  les  suffrages 
honorables  de  géomètres  très-distingués ,  je  la  crois  pour- 
tant très -vicieuse,  d'après  le  principe  admis  en  géométrie^ 
qu'il  ne  faut  pas  juriire  in  verha  magiUri. 
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Voici  la  liste  des  ouvrages  de  Legendre ,  oftire  sa  Géomé- 
trie, parvenoe  à  la  12*  éditim. 

JI.  Exposé  des  opérations  faites  en  France  en  1787  ponr  la 
jonction  des  observatoires  de  Paris  et  de  Greenwich ,  par 
Gaasioi,  Mechain  et  Legendre,  avec  la  description  et  l'usage 
d'on  nouvel  instrument  propre  à  donner  la  mesure  des  angles 
à  la  précision  d'une  seconde.  Paris ,  1  vol.  in4. 

III.  Exercices  de  calcul  intégral  sur  divers  ordres  de  trans- 
codantes  et  sur  les  quadratures.  Paris ,  1807,  S  vol.  in4«. 

lY.  Traité  des  fonctions  elliptiques  et  des  intégrales  eulé- 
riennes,  avec  des  tables  pour  en  faciliter  le  calcul  numérique. 
Paris,  1827-1882,  3  vol. in-4«. 

Y.  Théorie  des  nombres.  Paris,  1830,  2  vol.  in-4«  (1**  édi- 
tion ,  1 798  ;  2*  édition ,  1808  ;  1*'  supplément ,  1816  ;  2*  sup- 
plément, 1825). 

YI.  Dix-neuf  Mémoires  insérés  dans  les  divers  recueils  des 
Mémoires  de  l'Académie  des  sciences ,  et  cinq  autres  Mé- 
moires et  Dissertations  particulières,  parmi  lesquelles  on 
trouve  la  Dissertation  sur  la  question  de  balistique  proposée 
par  r  Académie  des  sciences  de  Prusse  pour  le  prix  de  1782. 
Berlin ,  1782 ,  in-8  (très-rare). 

C'est  par  erreur  que  TaQlear  de  Tarlicle  compte  parmi  les 
ouvrages  de  Legendre  une  brochure  ayant  pour  titre  :  Nou- 
velle Théorie  des  parallèles  avec  un  appendice  contenant  la 
manière  de  perfectionner  la  théorie  des  parallèles  de  Le- 
gendre. Paris,  1803  ;  cette  brochure  est  de  M.  Kircher,  mé- 
decin à  Mayence,  mort  en  1804  ou  1805. 


(  Biographie  uniferaelle,  I.  LXXII,  p.  i ,  1849.  Ariiele  iBooyme.) 
LiDomiE  (NicolaS'Jogqph). 

Né,  le  9  juillet  1757,  à  Périgueux ,  professeur  de  mathé- 
matiques avant  la  révolution  j  chef  de  division  au  ministère  de 


la  justice  en  179d ,  mort  en  février  1880.  Outre  de  nombreux 
manuscrits  sur  diverses  parties  de^  mathématiques,  on  a  de 
lai  :  l*'  Tables  de  tons  les  diviseurs  des  nombres  calculés  de- 
puis un  jusqu'à  cent  mille ,  suivies  d'une  dissertation  sur 
une  question  de  stéréotomie,  extraite  de  quelques  auteurs 
du  dernier  siècle.  Paris,  1808,  in-S"". 

Cette  dissertation  renferme  la  description  et  le  calcul  des 
trois  polyèdres  semi-réguliers ,  dits  corps  d^Archimêde.  Noos 
nous  proposons  d'en  parier  dans  ce  journal,  comme  sujets 
d'exercice  ;  ainsi  que  des  quatre  nouveaux  polyèdres  réguliers 
de  M.  Poiosot.  Les  tables  de  Lidonne,  quoique  fort  commo> 
des ,  n'ont  plus  de  valeur  depuis  que  l'on  possède  les  tables  des 
diviseurs  pour  les  trois  premiers  millions,  publiées  par  Burck- 
bardt(J.-Gh.)eni817,in-4^(l};  ouvrage  si  éminemment  utile 
aux  calculateurs  ;  il  donne  les  diviseurs  des  nombres  depuis 
1  jusqu'à  3036000  avec  les  nombres  premiers  qui  s'y  trouvent. 

2^  Tableau  analytique  propre  à  diriger  les  jeunes  gens  qui 
étudient  les  mathématiques.  Paris,  I8â8. 


QUESTION  D'EXA^MEN. 

Note  9ur  le$  unités  en  mécanique. 

(  V.  525,  ?•  Série.  ) 


I.  La  difficulté  de  créer  de  nouveaux  mots,  d'introduire  de 
nouvelles  locutions  est  un  des  principaux  avantages  de  l'i- 
diome français.  Ici  encore,  comme  en  morale  et  en  poli- 
tique ,  ce  qui  nous  parait  être  des  entraves  sont  souvent  des 


(*)  Cet  ouTr«ge,  qui  coûUit  jadis  36  fr.,  se  iroave  maintenant  au  prix  de  5  fr., 
obei  madame  TeuTe  Durand ,  2a ,  rue  de  Lille. 
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éléments  de  force.  Si  donc  je  fais  usage  de  nouvelles  déno- 
minations, ce  n*est  nullement  avec  le  désir  et  moins  encore 
avec  Tespoir  de  les  voir  adopter  :  je  m'en  servirai  transitoi- 
rement  pour  édaircir  quelques  idées  enveloppées  ordi- 
nairement ,  chez  les  étudiants  en  mécanique ,  de  beaucoup 
d'obscurité. 

IL  Mesurer  un  objet,  c'est  chercher  le  nombre  qui  ex- 
prime combien  de  fois  cet  objet  contient  un  autre  objet 
connu,  donné  d'avance,  et  de  même  nature  que  l'objet  à 
mesorer .  Cet  objet ,  connu  et  donné ,  se  nomme  unité.  Ainsi , 
mesure^  nombre ,  unité,  homogénéité ,  sont  quatre  idées  insé- 
parables. 

III.  On  rencontre ,  en  mécanique,  quatre  sortes  de  quan- 
tités  :  Yétendue,  sous  ses  trois  formes,  longueur,  aire,  vo- 
lume ;  la  moBte  ;  le  temps ^  la  force. 

Faisons  connaître  les  unités  adoptées  pour  memrer  ces 
quatre  quantités. 

IV.  Unité  de  hmguewr,  La  dix-millioniéme  partie  du  quart 
du  méridien  qui  passe  par  Paris;  cette  unité  se  nomme 
métré. 

Unité  de  superficie,  métré  carré;  unité  de  volume,  mètre 
cube. 

Ainsi ,  la  memre  d'un  volume  est  le  nombre  qui  exprime 
combien  de  fois  le  volume  donné  contient  de  métrés  cubes  ; 
mais  ordinairement  on  se  sert  de  cette  locution  elliptique  ; 
on  supprime  le  mot  mesure ,  et  l'on  dit  :  le  volume  est  le 
nombre  qui  exprime ,  etc.  Il  est  essentiel  de  se  rappeler  sans 
cesse  que  le  moi  volume ,  en  mécanique ,  désigne  unnon^e; 
de  même  pour  les  aires  et  pour  les  longueurs. 

V.  Unité  de  temps.  L'intervalle  qui  s'écoule  entre  l'arrivée 
d'un  méridien  terrestre  dans  une  position  et  son  arrivée  dans 
la  position  parallèle  la  plus  prochaine ,  se  nomme  jour  sidé  - 
rai  )  cet  intervalle  est  adopté  comme  une  quantité  constante. 
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Le  jour  est  divisé  en  yingt-qoatre  heura  sidérales  ;  rheiire 
en  soixante  minutes ,  et  la  minute  en  soixante  teccnâes  si- 
dérales.  C'est  cette  seconde  sidérale  qui  devrait  être  l'unité 
de  temps  ;  mais  les  usages  de  la  vie  civile  ont  fait  adopter  la 
seconde  y  subdivision  du  jour  astronomique  moyen.  Ainsi  > .la 
mesure  du  temps  est  un  nombre  qui  désigne  combien  de  fois 
le  temps  donné  contient  la  seconde  (temps  moyen)  »  ou  ellip- 
tiquement y  le  temps  est  un  nombre ,  etc. 

yi.  Unité  de  masse.  On  a  adopté,  pour  cette  unité,  la 
masse  contenue  dans  un  métré  cube  d'eau  distillée  à  la  tem- 
pérature de  quatre  degrés  centigrades.  Mous  désignerons 
cette  unité ,  à  laquelle  on  n'a  pas  donné  de  nom  particulier, 
sons  le  nom  de  molide.  La  mesure  d'une  masse  est  donc  le 
nombre  qui  exprime  combien  la  masse  donnée  contient  de 
molides ,  ou  la  masse  est  le  nombre^  etc.  Il  faut  donc  ne  ja- 
mais oublier  qu'en  mécanique  la  masse  désigne  un  nombre. 

VII.  On  appelle  densité  le  nombre  qui  ^prime  combien 
de  fois  la  masse  d'un  mètre  cube  d'une  substance  contient  de 
molides. 

YIII.  D'après  les  S  VI  et  Yll ,  on  voit  donc  que  le  nonére 
masse  est  égal  au  produit  des  deux  nombres,  volume  et 
densité. 

IX.  Unité  de  force.  Les  limites  de  nos  sens  et  de  nos  in- 
struments nous  obligent  à  distinguer  deux  espèces  de  forces. 
Les  unes  produisent ,  dans  un  temps  inappréciable  à  nos  sens 
et  à  nos  instruments,  ou  autrement  dans  un  instant,  une  vitesse 
finie,  mesurable.  On  les  nomme  forces  impulsives  ou  instat^ 
tanées.  Les  autres  ne  produisent  une  vitesse  mesurable  qu'en 
agissant  pendant  un  temps  appréciable;  on  les  nomme  forces 
eompreseives  ou  permanentes  ^  et  aussi  forces  accélératrices , 
ou  retardatrices  ,  attractives^  répulsives ,  selon  leurs  divers 
modes  d'action.  Une  force  instantanée ,  disparaissant  immé- 
diatement après  son  action ,  la  vitesse  qu'elle  a  communiquée 
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au  corps  est  mesurable  ;  une  force  compressîTe ,  disparais- 
sant  imiDédiatement,  la  vitesse  commiuiiqaée  échappe  à  nos 
sens.  La  mesure  de  ces  den  espèces  de  forces  nécessite  deux 
espèces  û'unUés, 

X.  UnUé  de  forcé  imjnêltwe.  C'est  la  force  capable  de 
donner  à  un  molide,  en  agissant  instantanément,  un  mètre 
de  yitesse  ;  nous  désignerons  cette  unité  sous  le  nom  de  dj/- 
namiie,  La  mesure  d'une  force  impulsive  est  le  nombre  qui 
exprime  combien  de  f(MS  celle  force  contient  de  dynamites, 
ou  combien  il  faut  de  dynamites  pour  faire  équilitve  à  cette 
force.  Ainsi ,  en  mécanique ,  la  force  impulsive  désigne  un 
nombre. 

XI.  Lorsque  deux  masses  animées  de  vitesses  directement 
opposées  se  font  équilibre ,  on  dit  que  les  deux  masses  sont 
animées  de  forces  égales.  Cet  équilibre  a  lieu. lorsque  les 
nombres  masses  sont  en  rapport  inverse  des  nombres  vUeeses. 
Ainsi ,  une  masse  M ,  animée  d'une  vitesse  Y,  pourra  être 
tenue  en  équilibre  par  MY  dynamites  ;  la  force  est  donc  égale 
à  MY  dynamites ,  c'est-à-dire  la  force  nombre  est  égal  an  pro- 
duit des  deux  nombres,  masse  et  vitesse;  produit  qui  est 
connu  sous  le  nom  de  qwmiitédemouvemeni.  Répétons  donc 
que  la  quantité  de  mouvement  est  un  nombre  qui  marque 
combien  de  dynamites  sont  contenus  dans  la  force  impulsive 
qu'on  veut  mesurer. 

XII.  UnUé  de  force  permanente  constante.  Une  force  per- 
manente est  constante  quand  elle  reste  toujours  égale  à  elle- 
même.  La  force  permanente  constante  capable  de  donner  à 
un  nKdide,  en  agissant  pendant  une  seconde,  une  vitesse 
d'un  mètre,  est  l'unité  des  forces  permanentes  constantes. 
Nous  désignerons  cette  unité  par  le  nom  de  dynamide.  Ainsi 
une  force  impulsive  constante  est  un  nombre  qui  désigne 
combien  elle  contient  de  dynamides ,  c'est-à-dire ,  à  combien 
de  dynamîdes  elle  peut  faire  équilibre.  On  peut  appliquer 
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ici  ce  qai  a  été  dit  ao  paragraphe  précédent  ;  ainsi  le  nombre 
farce  permanente  est  égal  au  produit  des  deux  nombres 
masse  et  vitesse  produite  au  bout  d'nne  seconde  ;  ce  produit 
est  appelé  force  motrice. 

XIII.  Une  force  permanente  variable  est  connue  lors- 
qu'on sait  à  chaque  instant  combien  elle  contient  de  dyna- 
mides  :  la  variabiliCé  de  ce  nombre  constitue  la  variabilité  de 
la  force. 

XIV.  La  pesanteur  est  une  force  permanente  constante.  Sa 

mesure  est  exprimée  par  le  nombre  9,8 ,  c'est-à-dire  le 

molide  animé  de  la  pesanteur  peut  tenir  en  équilibre  9,8.... 
dynamides.  Ce  nombre  est  ordinairement  représenté  par  la 
lettre  italique  g. 

XV.  Le  poids  est  la  force  motrice  due  à  la  pesanteur  i 
ainsi,  M  désignant  le  nombre  masse,  le  poids  est  M^  (XII). 

XVI.  Les  poids  sont  donc  proportionnels  aux  masses; 
c'est-à-dire  les  nombres  poids  sont  dans  le  même  rapport  que 
les  nombres  masses. 

XVII.  Le  nombre  poids,  divisé  par  le  nombre  g^  donne 
pour  quotient  le  nombre  masse. 

XVIII.  La  pesanteur  spécifique  d'une  substance,  c'est  le 
poids  d'un  métré  cube  de  cette  substance. 

XIX.  Les  pesanteurs  spécifiques  sont  donc  proportionnelles 
aux  densités  (VII). 

XX.  Le  poids  de  la  millième  partie  d'un  molide  (VI }  se 
nomme  kilogramme.  On  a  adopté  la  millième  partie  du  kilo- 
gramme ou  le  gramme  pour  unité  de  poids. 

XXI.  Le  poids  d'un  corps  qui  contient  i^  mètres  cubes,  et 
dont  la  pesanteur  spécifique  est  ^,  est  donc  égal  au  pro- 
duit ffd  ;  c'est  ce  qu'on  énonce  en  disant  que  le  poids  est  égal 
au  produit  du  volume  par  la  pesanteur  spécifique;  et  comme 
la  table  des  pesanteurs  spécifiques  est  aussi  celle  des  densi- 
tés ,  les  mêmes  nombres  désignant  les  unes  et  les  autres,  on 
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peat  dire  que  le  poids  est  égal  an  produit  da  volome  par  la 
densité  ;  et  en  multipliant  ce  produit  par  le  nombre  g  (XIV)^ 
on  a  le  nombre  de  dynamides  qni  font  équilibre  au  poids. 

XXII.  Pour  mesurer  la  quantité  de  travail^  on  a  adopté 
une  unité  à  laquelle  on  a  donné  le  nom  de  dynàme.  C'est  le 
travail  nécessaire  pour  élever  un  kilogramme  à  la  hauteur 
d'un  mètre.  Ainsi  la  quantité  de  travail  est  le  nombre  qui 
désigne  combien  le  travail  exécuté  ou  exécutable  contient  de 
dynames.  Cette  quantité  de  travail  est  aussi  quelquefois  dési- 
gnée sons  le  nom  de  force  vive;  c'est  celle  qu'on  paye,  comme 
s'exprime  Montgolfier. 

XXIII.  En  résumé ,  en  mécanique ,  toute  équation  où  il 
entre  des  volumes,  des  masses,  densité,  quantité  de  mouve- 
ment, forces,  forces  vives,  temps,  etc.  sont  des  équations 
entre  des  nombres ,  et  pas  autre  chose.  C'est  ce  qu'il  faut 
toujours  rappeler,  parce  qu'on  l'oublie  souvent.  Tro. 


QUESTION  D'EXAMEN 

sur  les  coniques  d  coefficients  variables  et  principalement  sur 
les  coniques  biconfocales, 

C  V.  p.  520.  ) 


I.  Problémb.  Dans  une  équation  à  six  termes  d*une  co* 
oique  ,  on  suppose  que  tous  les  coefficients  sont  des  fonctions 
connues  d'une  même  variable  ;  à  chacune  de  ces  coniques,  on 
mène  une  tangente  ayant  une  direction  donnée;  trouver  le 
lieu  géométrique  du  point  de  contact. 

Solution,  Soit  une  équation  du  second  degré  à  six  termes  : 
:k  -f-  rx  +  j  =s  0  ,  l'équation  de  la  tangente  où  r  est  connu. 
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Soit  z  la  variable  dont  toas  les  coeiBcients  de  l'équation  sont 
des  fonctions  connues  ;  la  relation  de  tangenoe  donne  : 

/'—  2m  +  lr^+  m^+  2k' s  +  ^krs  =  0    (t.  II ,  p.  108). 

r^n^l,m^  kjk  sont  aossi  des  fonctions  connues  de  z.  Rem- 
plaçant s  par  —  (^  +  rx) ,  il  vient  : 

r^2m+lf^+m{y'^ra:r-^2{r+rx)(kf+2kr)  =  0.  (1) 

Eliminant  z  entre  cette  équation  et  celle  à  six  termes , 
on  obtient  une  équation  en  x  et  y,  qui  est  celle  du  lieu 
cherché. 

ObservcUwn.  La  même  solution  subsiste  évidemment  lors- 
que cinq  coeflScients  sont  fondions  du  sixième ,  ou  lorsqu'un 
certain  nombre  de  coefficients  étant  connus,  il  existe  des 
relations  entre  les  coefficients  restants ,  etc. 

II.  jipplicaiions.  f*  A  est  variable  et  les  cinq  autres  coeffi- 
eienJts  sont  donnés. 

Alors  i^n.k  sont  connus  ;  remplaçant  l^m^k  par  leurs 
valeurs ,  savoir  :  fc=D'— 4AF,  /»=B'~4AC,  /i=2AE— BD, 
l'équation  (1)  se  compose  de  termes  ne  renfermant  pas  A , 
et  d'autres  comprenant  A  au  premier  de^.  Remplaçant  A 

par  sa  valeur =^— ! '    ^   ' ' — ,  l'équation  (!) 

devient  : 

équation  du  quatrième  degré  qui  représente  généralement 
une  Ugne  à  branches  infinies.  Les  termes  du  quatrième  degré 
sont  (^-|-rj:)*(Bj^-|- âCr)^;  de  même  quand  G  est  seul 
variable. 

2<»  F  est  variable  et  les  cinq  autres  cùefficients  sont  donnés; 
le  lieu  est  une  conique. 


axes 


rex(»nlricUé===2c\  /  — —  ;   et  les  équations  des 
principaux  sont  : 

r('-+i)+J^(r-l)  =  0;    ^(r-i)^j:(r+i)  =  0. 

(^oirt.  I,  p.  496.) 

Lorsque  r  =  1 ,  les  axes  principaux  sont  ceux  de  l'ellipse, 
et  les  sommets  sont  les  foyers  de  Tellipse.  L'éqnation  de  llij- 
perbole  équilatère  étant  indépendante  de  b\  il  s'ensuit 


^i 
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3'  B  seul  est  TariaMe  ;  le  lieu  est  du  sixième  degré 

4^  D  ou  E  seulement  variable  ;  lieu  du  quatrième  degré.  '^ 

m.  ThAorAvk*  Une  conique  ayant  un  centre  et  un  foyer 

fixe  el  toucbant  une  droite  donnée  de  direction ,  le  lieu  du  i 

point  de  contact  est  une  hyperbole  équilatère  concentrique  à  ;{ 

la  c(Hiîque  et  passant  par  les  foyers  de  Tellipse.  -i 

DémanêiroHan.  Ell%p$e.  Soit  (b*-\-c')y+b^x*=b\b''Ye)  5 

Féquation  d'une  ellipse  rapportée  à  ses  axes  principaux;  2b  j- 

est  le  petit  axe  et  c  Texcentricité;  b  est  variable  et  c  est  con-  '^ 

stant.  On  a  ici  :                                                                                  '  i'; 

m =  —  W(V +<?•);  /  =  +  4A*(6'+  O"  i  ^=  46*(*' + c*)  j  j';- 

Substituant  ces  valeurs  dans  (t) ,  divisant  par  W{b*'\'C') , 

b^x  ' 

et  résolvant  par  rapport  à  r,  il  vient  r  =  ,  exprès-  j'. 

sion qu'on  pourrait  trouver  directement,  d'après  l'équation  ; 

connue  de  la  tangente.  Donc ,  V  = :^—  ;  substituant  dans 

X  —  ry  , 

l'équation  de  l'ellipse ,  on  a  rr*—  rx'+  xy  (r*— -î )-f-  rc"=  0 , 

hyperbole  équilatère  concentrique  à  l'ellipse. 
On  y  satisfait  en  posant  j:=c,  ^=0.  > 

Dans  cette  équation  m  =  (r»+ 1)'  ;  L  =  rc\r^-\-  Vf  \  ainsi  1^ 

le  demi-grand  axe  s=  c  X/  -j-^—j    (/^otr  t.   I,  p.  493); 
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qu  elle  reste  la  même  lorsqu'on  remplace  TelUpse  par  une 
hyperbole. 

Obaervaiion.  Le  théorème  est  de  M.  Fregier  (Gorresp.  sur 
l'École  polyt.,  t.  III ,  p.  17, 1814)  ;  mais  il  n'est  énoncé  qoe 
pour  l'ellipse.  Tm. 


QUESTIONS  PROPOSEES. 


103.  Un  angle  constant  étant  circonscrit  à  une  courbe 
plane  géométrique ,  la  tangente  au  lieu  géométrique  de  ce 
sommet ,  menée  par  ce  sommet,  est  aussi  tangente  au  cercle 
qui  passe  par  ce  sommet  et  les  deux  points  de  contact  cor- 
respondants. 

104.  Une  droite  interceptée  entre  deux  faces  d'un  polyèdre 
donné  est  divisée  en  plusieurs  segments.  Sur  chaque  segment 
on  construit  un  polyèdre  donné  ;  le  segment  étant  homologue 
à  la  droite  interceptée  ;  Taire  du  polyèdre  donné  est  égale 
au  carré  de  la  somme  des  racines  carrées  des  aires  des  po- 
lyèdres segmentaires  ;  le  volume  du  polyèdre  donné  est  égal 
au  cube  de  la  somme  des  racines  cubiques  des  polyèdres 
segmentaires  (Olivier). 

105.  Considérant  comme  coordonnées  rectangulaires  d'un 
point,  les  rayons  de  courbure  des  extrémités  des  diamètres 
conjugués  d'une  même  ellipse,  le  lieu  du  point  est  l'enveloppe 
d'une  droite  de  longueur  constante,  inscrite  dans  un  angle 
droit  (Brassine). 
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DÉTERMINATION 

Des  n  derniers  chiffres  de  p^N  par  une  simple  division. 
VAA  M.  iiiov  Aras, 

Ancien  èlère  de  l'Ecole  polytechnique. 


Quand  on  a  obtenu  (/K+f^+ ^  )  chiffres  de  la  racine  m*^^ 
d'un  nombre  N,  n  étant  le  nombre  des  chiffres  qui  restent  à 
obtenir,  et  fi  le  nombre  des  chiffres  du  nombre  m  ; 

Si  Ton  divise  le  reste  R  auquel  on  est  parvenu  par  m  fois 
la  (m— 1)«^««  puissance  de  la  partie  obtenue  [cette  (m — i)»^« 
puissance  étant ,  bien  entendu ,  suivie  de  (m— 1)  fois  n  zéro] 
le  quotient  de  cette  division  diffère  de  la  partie  qu'il  reste  à 
obtenir  de  moins  d'une  unité  en  plus  ou  en  moins. 

Soit  a  la  partie  obtenue ,  b  celle  qu'il  reste  à  obtenir,  r  la 
différence  entre  N  et  la  plus  grande  m«^"*«  puissance  exacte 
contenue^ns  Net  soit  posé  a,  10'*=A,  on  a  d'après  l'énoncé  : 

N  =  (a.iO"+6r+r=(A  +  èr+r, 

N— A*_         m— 1   ^  6**  r 

mA—'   ""    "•■     2     •A'*""'''"in.A"*-'"*'m.A"^" 

r  peut  être  égal  ou  supérieur  à  m(\'{-  Vf^  sans  que  (A-f^) 
cesse  d'être  le  nombre  le  plus  grand  dont  la  m>^^  puissance 
peut  se  retrancher  de  N ,  ainsi  le  second  membre  de  cette 
égalité  peut  être  bovL^b  +  i),  Comme  il  va  être  démontré 
qu'il  est  toujours  inférieur  à  (&+2) ,  et  comme  l'on  ne  prend 

que  la  partie  entière  du  quotient -s^  pour  complément 

de  la  partie  obtenue,  il  s'ensuit  que  cette  méthode  donn<! 

A!«ii.dbM«tb«m.  IV.  38 
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(A  +  b)  ou  ( A.4-*  +  ^ )  pour  VN,  c'est  à-dire  le  nomlire 
entier  immédiatemeot  supérieur  ou  immédiatement  inférieur 

à  lyN.  N  étant  an  plus  égal  à  (  A+é  + 1  )*-1 ,  il  suffit  pour 
établir  le  théorème  de  prouver  que 

m .  A 
ou 

(A  +  è  +  ir<A*+m.A— '(^>+!)+m.A"^-'  +  l; 

supprimant  A*4-  m  .  A**"'  (6  + 1  )  dans  les  deux  membres , 
et  les  divisant  ensuite  tous  les  deux  par  A*  et  en6n  posant 
(fr  +  l)  =  B,ona: 

m(m— 1)/B\*  ,  m(m— i)(m— 2)/B\3  ,        .  /B\*^m  ,.  1 

m-U/  +1.2.  3   \i)  +-+U/  ^Â+îr 

cette  io^lité  sera  à  fortiori  vérifiée  si  elle  existe  ea 
remplaçant  chaque  coefficient  du  premier  membre  par 
un  coefficient  plus  grand ,  et  si  en  même  temps  l'on  di- 
minue le  second  membre  de  -ri;i;carlesin^alitésM<CN, 

A. 

N<P,  P<Q  donnent  évidemment  M  <Q;  or 

/n(i»— 1)/B\\  7/1(^/1— l)(m— 2) /B\>  ^f^^V    /mB\» 

donc  l'inégalité  précédente  sera  à  fortiori  vérifiée  si  l'on  a  : 

(?)'+(?)'+-+(^)-<r 

le  produit  de  deux  facteurs  a  autant  de  chiffires  qu'il  y  en  a 
dans  les  deux  facteurs  réunis  ou  un  de  moins  ;  b  ayant  n 
chiffires,  B=(64-l)  en  anon  (n  +  l),  donc  mB en  a  au 
plus  (fi-f  +  1  )  »  et  comme  A  en  a  (2n-f-|A-|- 1 },  il  s'ensuit 

(mB\ 
—  j  est  une  fraction  proprement  dite  [son  nuroéra- 
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tear  ajant  oioins  de  chiffres  que  son  déDominateur]  et  Tod 
peat  mettre  rinégalité  précédente  sous  la  Tonne  : 


m-m 


OU 


■) 


m'B"      m^       /mB\"  +  '       m 
A'   +  A*        [T  <A' 


00,  multipliant  les  deux  membres  par  —, 

m 

si  B  a  n  chiffres ,  sa  plus  grande  yaleur  est  (10**—  1),  et  dans 
cette  h  jpotbèse 

B'4-B  =  B(B  +  l)=r(lO*— 1)10~, 

c'est-à-dire,  est  un  nombre  formé  de  n  chiffres  9  à  la  suite 
desquels  sont  écrits  n  zéro,  an  total  2/i  chiffres;  donc  (B'-f-B) 
ne  peut  avoir  plus  de  2n  chiffres,  et  par  suite  /n(B*-f  B)  ne 
peut  en  avoir  plus  de  {}i+^n)  ;  ainsi  m(B'4-B)  ayant  au  moins 
un  chifite  de  moins  que  A,  Tinégalité  précédente  est  vérifiée. 

Dans  le  cas  où  B=(6-f  1)  aurait  {n  -\-i)  chiffres,  on  aurait 
au  plus  B=10'',  alors 

mW+  mB=m  .  lO'^-f  m  .  10"; 

cette  somme  ne  peut  avoir  au  plus  que  (2/i + f»  + 1  )  chiffres , 
c'est-à-dire  autant  que  A,  à  moins  que  Tindice  m  de 
b  racine  ne  soit  un  nombre  formé  de  plus  de  n  chiffres  9 
{n  est  le  nombre  de  chiffres  qui  restent  à  obtenir).  Ce  cas  est 
donc  le  seul  qui  puisse  offrir  quelque  incertitude ,  mais  alors 
il  est  facile  de  la  lever  en  calculant  un  chiffre  de  plus,  c*est- 
à-dire  {n  -}-  «/  -}-  2)  au  liou  de  (« + fx  -(- 1  ). 
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Itemarque.  Daos  Tcxtraction  d'ane  raciue  dont  Tindiceest 
inrérieur  à  10,  c'est-à-dire  dont  Tindice  n'a  qa'un  diîffi*e, il 
faut,  d'après  ce  qai  précède,  que  la  partie  obtenue  ait  ao 
moins  deux  chiffres  de  plus  que  la  partie  qui  reste  à  ob- 
tenir pour  pouvoir  achever  l'opération  par  une  simple  divi- 
sion; cependant  cette  condition  se  simpliBe  pour  la  radoe 
carrée,  car  il  suiSt  que  la  partie  obtenue  ait  un  seul  chiffre 
de  plus  que  la  partie  restant  à  obtenir. 

Pour  le  prouver,  prenons  le  cas  le  plus  défavorable  : 

N  =  (10*.  a  +  6)*+2(iO*.  a  +  b), 

N  =  10'*.  a'+2. 10\  a.b  +  b*+2  .  10".«  +  2/^, 


2  .  iC*.  a  '        '    2  .  10*-  a' 

la  plus  grande  valeur  de  b  est  (10** —  1)  nombre  formé  de 
n  chiffres  9,  dans  cette  hypothèse 

6*=  10'*- 2. 10*+ 1| 
2é>  =  2.10"— 2 


U'-f  2ft==10*— 1; 


ainsi  le  numérateur  de  la  fraction  — ^^ —  est  alors  an 

2.10".û 

nombre  formé  de  2/t  chiffres  9,  et  comme  le  dénominateur  a 

(2/1+1)  ou  (2n+2)  chiffres,  il  s'ensuit  que  cette  fraction  est  f^os 

petite  queFunité,  donc  le  quotient  de  la  division  -5— Tjyr-— 
est  6  ou  (^+1),  c'est-à-dire  que  cette  méthode  donne  on 
(10*.  a+b)  on  (10*.  a  +  b  +  i)  pour  V/N;  donc  enfin  ron 
trouve  le  nombre  entier  immédiatement  inférieur  ou  immé- 
diatement supérieur  à  V^N . 
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PROBLEME  DE  GEOMETRIE  DESCRIPTIVE 

PAH  K.  BBOX, 

Professeur  aa  collège  de  Verviert . 


On  donne  la  projection  horizontale  d'nne  droite  et  l'angle 
que  cette  droite  fait  avec  un  plan  D  :  trouver  la  projection 
verticale. 

(Fig.  54)  La  droite  cherchée  étant  supposée  déterminée , 
toutes  les  droites  qui  lui  seront  parallèles  et  qui  seront  dans 
le  plan  vertical P,  qui  la  projette  horizontalement,  répon- 
dront pareillement  à  la  question  ;  il  y  a  donc  une  inflnilé 
de  solutions. 

Par  suite ,  en  prenant  un  point  quelconque  a  dans  ce  plan 
P,  ce  point  pourra  être  considéré  comme  appartenant  à 
Tune  des  droites  cherchées ,  droite  qui  serait  déterminées! 
l'on  connaissait  un  second  de  ses  points.  * 

Or,  nous  pouvons  supposer  que  le  point  a  est  le  sommet 
d'un  cône  droit  dont  la  base  serait  sur  le  plan  donné ,  et  dont 
les  génératrices  feraient  avec  ce  plan  Tangle  donné;  pour 
avoir  la  droite  demandée ,  il  faut  chercher  celle  de  toutes 
ces  génératrices  dont  l'extrémité  est  dans  le  plan  P,  et  cette 
extrémité ,  que  nous  désignerons  par  x ,  étant  connue  par 
ses  projections  y  serait  le  second  point  cherché^  rien  de  plus 
facile  que  de  la  déterminer ,  car  ce  point  x  est  situé  sur  la 
circonférence  delà  base  du  cône,  circonférence  qui  se  trouve 
dans  le  plan  donné ,  il  doit  se  trouver  dans  le  plan  P  et  par 
conséquent ,  c'est  le  point  de  rencontre  de  cette  circonférence 
avec  la  ligne  d'intersection  du  plan  P  et  du  plan  donné. 
Comtruetion.  —  Pour  résoudre  le  problème ,  il  faut  donc, 
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afin  de  c6onaitre  le  rayon  de  la  base ,  commencer  par  dé- 
terminer le  triangle  rectangle  générateor  du  cône  droit  : 

Pour  cela  abaissons  da  point  a  une  perpeodicalaire  sur  le 
plan  donné ,  et  cherchons  le  point  où  elle  perce  ce  plan  :  ce 
point  est  le  centre  de  la  base  du  cône. 

Pour  le  déterminer ,  rabattons  sur  le  plan  horizontal  l'axe 
du  cône  en  faisant  tourner  le  plan  qui  projette  cet  axe  hori- 
zontalement, autour  de  sa  trace  horizontale  comme  charnière^ 
Tintersection  de  ce  plan  et  du  plan  donné  rabattue  est  mR\ 
le  rabattement  a'  du  sommet  aàxx  cône  se  trouve  en  életant 
au  point  a^  de  la  charnière  une  perpendiculaire  égale 
à  la  distance  a^'g  de  ce  sommet  a  au-dessus  du  plan  horizon- 
tal ,  et  par  conséquent  en  menant  a!c  perpendiculaire  à  mn, 
on  aura  le  rabattement  de  Taxe  du  cône  sur  le  plan  H  ;  poor 
aYoir  le  triangle  générateur  caV,  il  suffit  de  faire  au  point 
a'  un  angle  a  égal  au  complément  de  Tangle  donné ,  et  Tod 
trouve  ainsi  que  cr  est  le  rayon  de  la  circonférence  dont  c 
est  le  centre. 

Telle  est  la  première  partie  delà  construction. 

Il  faut  maintenant  construire  cette  base  dans  le  plan  D . 
pour  cela  rabattons  le  plan  donné  sur  le  plan  H  en  le  faisant 
tourner  autour  de  sa  trace  horizontale  A  comme  charnière; 
le  centre  c ,  qui  se  trouve  aussi  dans  le  plan  projetant  hori- 
zontalement la  perpendiculaire ,  vient  en  d  sur  la  projectioD 
horizontale  de  cette  perpendiculaire  à  une  distance  de  la 
charnière  marqué  par  cm  ;  le  point  r  vient  en  f^\  donc  si  du 
point  d  comme  centre  avec  c'r=rc  pour  rayon,  on  décrit  une 
circonférence ,  cette  circonférence  sera  celle  de  la  base  du 
cône  rabattue  sur  le  plan  H. 

Nous  avons  encore  à  rabattre  la  ligne  d'intersection  des 
plans  P  et  D  ;  le  point  K  de  cette  intersection ,  se  trouvant 
sur  la  charnière ,  reste  immobile;  il  suffit  donc  de  rabattre 
un  second  point  de  cette  droite,  le  point  ^,  par  exemple; 
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ce  point  se  meut  dans  an  plan  perpendicalaîre  à  la  charnière, 
il  Tiendra  se  rabattre  en  h'  sur  la  trace  horizontale  h^q  de  ce 
plan  à  une  distance  du  point  q  marquée  par  l'hypoténuse 
d'un  triangle  rectangle  dont  les  deux  côtés  de  Tangle  droit 
sont  bU"  et  ti'q,,  la  ligne  d'intersection  rabattue  est  donc  Vk. 

Cette  ligne  d'intersection  rencontre  la  circonférence  dr^ 
en  un  point  d  qui  est  l'extrémité  x  cherchée  rabattue  sur  le 
plan  OH  \  c'est  ce  point  dont  il  faut  chercher  les  projections  : 
pendant  sa  rotation  »  ce  point  s'est  mû  dans  un  plan  perpen- 
diculaire à  la  charnière  ;  sa  projection  horizontale  doit  donc 
être  située  sur  la  trace  horizontale  dp  de  ce  plan ,  et  comme 
elle  doit  se  trouver  aussi  sur  la  projection  A^  de  la  droite , 
elle  sera  en  i^  à  la  rencontre  de  A'^  et  de  la  perpendiculaire 
dp'^  sa  projection  verticale  doit  se^  trouver  en  ^^f  à  une  dis- 
tance de  la  ligne  de  terre  marquée  par  l'un  des  côtés  de  l'angle 
droit  d'un  triangle  rectangle  dont  l'autre  côté  est  dl'p  et 
^  dont  rhypoténuse  est  dp-y  par  conséquent  en  joignant  a!'d'', 
on  a  la  projection  verticale  cherchée. 

L'intersection  Uk^  rencontrant  la  circonférence  cV,  en  un 
second  point  /,  qui  est  projeté  verticalement  en  /^,  on  a,  en 
joignant  a*/®,  la  projection  verticale  d'une  seconde  droite 
passant  par  le  point  a  et  qui  répond  à  la  question. 


PROBLÈME  DE  COMBINAISON,  t.  III,  p.  537. 


Il  est  essentiel  de  remplacer  depuis  la  dernière  ligne  delà 
page  547  jusqu'à  la  fin  de  l'article,  le  mot  personne  par  le 
mot  objet  et  tnce  versa. 

Le  même  problème  a  été  résolu  par  M.  Brianchon  (Correq». 
9ur  V École  Polytechnique ,  t.  III  à  la  Qn)« 
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x\OTE 

Sur  la  limite  supérieure  du  fwmbre  de  divisions  d  faire  p(mr 
trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombra. 

PAR  M.  O.  H.  BTIETSBrGLOSKX, 

Répétitear  au  Collège  royal  de  Saint-Louif . 


Soient  A  et  B  deux  nombres  dont  on  cherche  le  plos  graod 
commun  diviseur.  On  sait  qu'aucun  reste ,  sauf  le  dernier, 
ne  peut  être  égal  à  la  moitié  du  diviseur  respectif  ;  car  si 
cela  avait  lieu  pour  un  reste  quelconque,  il  serait  le 
plus  grand  commun  diviseur ,  et  par  conséquent  il  devrait 
être  le  dernier,  ce  qui  n'est  pas  ;  d'après  cela ,  appelons 
R, ,  R,,  R,, . .  Rn  les  restes  successifs ,  mais  chacun  plus 
petit  que  la  moitié  du  diviseur  respectif,  en  forçant  bien  en- 
tendu les  quotients  s'il  le  faut ,  comme  on  le  fait  ordinaire- 
ment pour  abréger  les  calculs. 

On  aura  : 

'2 
R  ^^• 


R«<V 


d^oa  en  multipliant  membre  à  membre 
R"<|. 
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Il  est  clair  que  le  nombre  des  divisions  indiqué  par  celui 
des  restes,  sera  le  plus  grand  possible,  lorsque  A  et  B  sont 
premiers  entre  eux  -, 

alors  R«  =  l.  et2*<B. 

Il  s'agit  de  savoir  quelle  est  la  plus  grande  valeur  entière 
de  R. 

Qr,  si  chaque  reste  était  égal  à  la  moitié  du  diviseur  res- 
pectif, on  aurait  : 

2''=B  d'où  n=^. 
log2 

Eq  appelant  k  le  nombre  des  chiffires  de  B ,  comme 

logB<*,log2>0,3, 
il  viendrait  : 

et  n  devant  être  entier  quel  que  soit  k ,  on  aurait  : 

nS.3k', 

c'est-à-dire,  qu'en  supposant  chaque  reste  égal  à  la  moitié 
du  diviseur  respectif,  n  serait  tout  au  plus  égal  à  3k;  mais 
ces  restes,  sauf  le  dernier,  sont  tous  plus  petits  que  la  moitié 
des  diviseurs,  donc  n<;  3k, 

II  résulte  de  là  que  le  nombre  des  divisions  pour  trouver 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres  est  toujours 
moindre  que  le  triple  des  chiffres  du  plus  petit  nombre. 

Prenons  pour  exemple  196  et  75.  Gomme  le  plus  petit  nom- 
bre a  deux  chiffres ,  le  nombre  de  divisions  pour  trouver  le 
plus  grand  diviseur  commun  est  moindre  que  3  x  2  ;  en  effet , 
on  trouve  pour  restes  :  29, 12,5, 2, 1  ;  ce  qui  indique  bien 
cinq  divisions  (*). 

O  Voir  (oni*  IV,  p.  71.  Tra. 
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II. 


Sur  la  déterminaiion  du  reste  lorsqu'on  a  trouvé  par  la  di- 
vision la  seconde  partie  d'une  racine  carrée. 

Soit  N  un  nombre,  a  la  partie  tronyée contenant  ^-f  ^ 
chiffres  de  sa  racine  carrée.  On  sait  comment  se  troavent 
par  une  simple  diyision  les  k  chiffres  soiyants  de  cette  ra- 
cine ;  mais  pour  être  plus  clair  dans  la  suite ,  je  demande  h 
permission  de  reprendre  les  raisonnements  qui  conduisent  à 
cette  opération. 

Soit  b  la  partie  inconnue  de  la  racine  cherchée,  on  a  : 

N=a"+2iz6+y,tfoù^^'  =  6+^, 

ou  bien ,  en  appelant  q  le  quotient  entier  et  r  le  reste  de  la  di- 
vision de  N— a", 

On  a  évidemment  r<2a,  6'<a;  car  la  valeur  relatire 
de  a  contient  2A;-f  1  chiffres,  tandis  que  &'  en  renferme 
au  plus  2Ar;  donc  si  ù<iq  la  différence 

si  au  contraire  ^  >  ^  la  différence 

'^  2*      a      "^  2* 

Il  suit  de  là ,  qu'en  prenant  le  quotient  entier^  poar  b 
partie  cherchée  Z;,  a+y  sera  la  racine  carrée  extraite  à 
moins  de  1  prés  si  c'est  par  défaut ,  et  à  moins  de  1/2  prè$ 
si  c'est  par  excès. 

Orrégalité(l}  montre  que,  si  b=zq,  on  a  r=6*=»y*; 
si  ^>  7  on  a  r>fr»  et  à  plus  forte  raison  r'^q';  enfin 
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b<iq  donne  r<ib*^  et  à  plus  forte  raison  r<^q*  -,  donc  ré- 
ciproquement l*si  r=:^*on  a  bssq^  alors  a-\-q  est  la  racine 
carrée  parfaite  ;  â°  si  r>-^*on  a  b^q^  et  ^+9  ^^  ^  racine 
carrée  extraite  par  défaut  à  ffnotns  d'tine  umï^  près.  Enfin 
3*  si  r>^'  on  a  ^  >  ^,  et  partant  a  -{-  9  est  la  racine  carrée 
extraite  par  excès  à  motns  d'une  demiwiité  près. 

Ayant  ainsi  trouvé  par  la  division  les  k  derniers  chiffres 
de  la  racine  carrée  approchée ,  il  s'agit  de  déterminer  le  vé- 
ritable reste  R ,  je  veux  dire  la  différence  entre  le  nombre 
N  et  le  carré  de  sa  racine  a-^-q  par  défaut ,  sans  effectuer 
ce  carré  ni  même  former  de  double  produit.  Yoici  com- 
ment : 

1*  Lorsque  la  racine  est  extraite  par  défaut,  si  l'on  ap- 
pelle >  l'erreur  que  l'on  commet  en  prenant  q  pour  b,  ou 
aura  b=zq  -f-^> ,  et  par  conséquent  le  reste 

J{  =  (a  +  q  +  iY^{a  +  qr  =  2{a  +  q)B  +  i^', 

d'ailleurs  la  substitution  de  q  +  t  pour  Z^dans  l'égalité  (1) 
donne,  toute  réduction  faite,  2  («+?)«+«"•= ''—^N  <*odc  le 
reste  R  =  r — q*. 

'r  Lorsque  la  racine  est  extraite  par  excès  9  la  différence 
q*^  r  indique  ce  qui  manque  au  nombre  N  pour  être  carré 
parfait  ;   en  effet  on  a  alors ,    q^b  —  ^ ,    et  le  manque 

d'une  autre  part ,  en  remplaçant  b  par  q  —  e  dans  Téga- 
Jilé  (1),  il  vient  2(a  +  <7^ï  — £*=^'— r;  donc  le  manque 
(a-fy)" — N=</' — r.  Il  est  aisé  de  voir  parla  qu'on  ob- 
tiendra le  reste  R  en  retranchant  le  manque  q*—r  augmente 
de  1  du  double  de  la  racine  trouvée,  savoir  : 

R=2{a+^)-.(^'-.r+1). 

Il  n'y  a  dans  cette  détermination  de  R  qu'un  seul  calcul 
pénible ,  c'est  celui  de  q\ 


Les  deux  exemples  suivants  achèveront  l'explication. 
I.  Soit  à  extraire  la  racine  carrée  de  199996164- 


1/199996164  =  141 
99124 
3991281 
118 

Ayant  obtenu  trois  chiflres,  on  peut  calculer  les  deux  sui- 
vants par  une  simple  division  que  voici 

11861 164|282|00 

581        42 
1764 

On  a  ici  N  — a*=  1186164,  2a»  28200,  et  l'on  troaTe 

^=42,  r=1764.  Or  y'  =  1764, 

donc  r=:  q*  et  par  conséquent  14142  est  la  ràdne  came 
parfaite. 

II.  Extraire  la  racine  carrée  de  3. 

On  aura  d'abord 

1/3  =  1,732  et  R=176. 
On  trouvera  maintenant  les  trois  chiffres  suivants  par  ladi?i- 

sion  ci-contre 

176000(3464 
2800  050 

On  a  ainsi  :  q  =  050.  r  =  2800000;  et  comme  9'=  2500 
la  racine  est  extraite  par  défaut  ;  par  suite 

R  =  r—  ^•=2797500,  et  1^3  =  1,732050. 

En  continuant,  on  déterminera  les  6  chiffres  suivants  par 
la  division  ci-contre 

27975000000l00|34641 100 

262200         Sû7569"" 
197130       ^^^^^ 
239250 
314040 
2271 
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On  obtient  y  ==  80^569  et  r=  227100000000;  il  est  faeile 
de  Toir  ici  qae  r<^q*  ;  en  conséquence 

1/3  =  1,732050807596 
est  extraite  par  excès  à  moins  de  1/2  près. 
Poar  déterminer  le  reste  R ,  on  a  d'abord 

gr*=  652167689761 

et  ensuite  le  manque  q^—r=  425067689761  ;  par  conséquent 

R=:2(a+î)  —  (y'—r+l)  =  2039033925376. 

On  peut  maintenant  trouver  les  12  chiffres  suivants,  etc. 
Si  Ton  veut  vérifier  la  racine  trouvée  en  employant  la  preuve 
par  11,  on  n'a  pas  besoin  de  calculer  R ,  ni  q^ — r;  il  suffit  de 
connaître  q  et  r.  L'explication  en  serait  superflue. 


THEORIE 

Deê  poifUs  (mociés  dans  Vellipse  et  théorème  de  Fagnano  j 


FAK  M.  ▼.  O.  Z.ZBB80US, 

Professeur  à  la  Faculté  de  Bordeaux. 


I.  Théorème.  Dans  chaque  quadrant  d'ellipse ,  on  peut,  tou- 
jours trouver  deux  points  tels  que  les  normales  qui  passent 
par  ces  points  sont  à  une  même  distance  donnée  du  centre  ; 
deux  points  ainsi  déterminés  sont  des  points  associés. 

Démonstration.  Soit  ay  +  6'j:*  =  a^b^  Téqualion  de  l'el- 
Upse;  coordonnées  rectangulaires,  celle  de  la  normale  au 
point  (x',y)  est 
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on  a  donc  poar  la  perpendicolaire  p  abaissée  da  centre  sor 
cette  normale, 

^     a  — ex 
d*où  Ton  dédait 

c4a:4_(^V+/>')  e^x'  +  a^p*  =  0  ;  (1) 

et  2«"x'  =  aV  4-  A^'  ±  l^ia^'e^+p^y-^ay. 

La  quantité  sons  le  radical  pcat  se  mettre  sons  la  forme  • 
ia  +  b+p){a^b+p){a  +  b--p){a-b-p); 

or  p<Z.a ,  donc  les  trois  premiers  facteurs,  sont  positifs  ;  poar 
qae  1c  quatrième  soit  aussi  positif,  on  doit  avoir/?  <C^ — à  ; 
et  dans  ce  cas,  e^x*  a  deux  valeurs  réelles  et  positives;  donc 
X  a  deux  valeurs  réelles  et  de  même  signe.  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire,  La  plus  grande  valeur  de  /^  est  a  —  6  ;  et  alors 
les  deux  points  associés  se  confondent;  et  Ton  a  pour  les 
coordonnés  de  ce  point  associé  iaubU: 

IL  Relation  entre  les  abscisses  des  points  associés. 
Soient  j:  et  ç  les  abscisses  de  deux  points  associés,*  Téqua- 
tion  (1)  donne  : 

éliminant /i",  il  vient  a4— a'  (  ar'  +  Ç*  )  +  cVÇ'  =  0  (2),  rela- 
tion cherchée  qui  peut  prendre  cette  forme 

{a*—x')(a'^V)  =  {i—e*)xr. 

Corollaire  LA  :r  =  0  correspond  S  ==  a ,  donc  les  denx 
sommets  sont  des  points  associés  ;  ce  qui  est  évident  à  priori , 
puisque  alors ,  pour  les  deux  points ,  /i  =  0. 

Corollaire  U.  x  augmentant,  $  diminue  et  vice  versa. 
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Corollaire  III.  En  résolvant  Téquation  de  relation,  on 
trouYe:  * 

III.  Théorèmb  de  Fagnano. 

Différentiant  l'équation  de  relation  (2)  et  divisant  par  ^ijtÇ, 

il  vient  .  _.-|-_=-ii(x5); 

on  bien 

intégrant  entre  les  limites  x^  et  x  auxquelles  répondent 
ç^etS,  on  aura: 

la  première  intégrale  est  un  arc  d'ellipse  qu'on  peut  désigner 
par  ^=arc  (ç ,  Ço)  ;  et  la  seconde  intégrale  est  un  arc  d'ellipse 
qu'on  peut  désigner  par  (r=arc  (5,  D  ;  donc  arc  {x^ ,  x)— arc 
(Ç,  ÇJ r=p— po  (û)  ;  faisant  j:=0,  l'équation  (û)  devient  arc 
(0,  x)— arc  (Ç,  a)^p\  ce  qui  est  précisément  l'équation  de 
Fagnano  (V.  Cauchy,  A^^fl,  géom.  du  cale,  infin.,  t.  II,  p.  24)  ; 
l'équation  (a)  revient  à  l'équation  (108)  de  l'ouvrage  cité. 


CONCOURS  D'AGRÉGATION  — 1845. 

(V.  p.46l.) 

Sujets  d'argumentation, 
1  Solutions  singulières  des  équations  différentielles  du  pre- 
mier ordre. 
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2  Série  de  Taylor  pour  une  et  plnsiears  Tariables. 

3  Théorie  desmaxima  et  des  miniina. 

4  Théorie  de  la  courbure  des  surfaces. 

5  Intégration  des  équations  aux  différences  partielles  du 

premier  ordre. 

6  Principes  du  calcul  des  variations. 

7  Principe  des  vites^  virtuelles. 

8  Mouvement  de  rotation;  pressions  sur  Taxe. 

9  Théorie  du  mouvement  curviligne. 

10  Principe  des  forces  vives;  stabilité  de  l'équilibre. 

1 1  Équations  générales  du  mouvement  des  fluides. 

1 2  Théorie  des  corps  flotlants. 

Sujets  de  leçons. 

1  Régies  des  signes  de  Descaries. 

2  Logarithmes  en  Arithmétique. 

3  Première  leçon  de  géométrie  descriptive. 

k  Détermination  du  rapport  delà  circonférence  au  diamètre. 

5  Théorie  des  foyers  dans  les  lignes  du  second  ordre. 

6  Analyse  indéterminée  du  premier  degré. 

7  Théorie  des  tangentes  et  extension  aux  coarbes  d'un  degré 

supérieur. 

8  Equilibre  du  levier  et  de  la  vis. 

9  Théorie  des  angles  triëdres. 

10  Théorie  des  sections  du  cône;  position  remarquable  des 

foyers. 

11  Réduction  des  fractions  ordinaires  en  fractions  décimales. 

12  Règles  de  trois  et  de  société. 
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SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE. 

De  la  question  d*analyH ,  proposée  au  concours  d*agrégaêiam 
en  1845.  (V.  p.  461.) 


professear  au  eollége  de  Nantes  ,  lioencié  éa  scienees  phytiqnes 
et  mathématiques. 


I.  La  projeclùm  de  la  spirale  conique  sur  le  plan  princi- 
pal passant  par  le  sommet  perpendiculairement  d  t*axe  est  une 
spirale  logarithmique. 

DémohsIraHon.  —  Soît  S  le  sommet  du  cùne  ;  M .  ud  point 
de  la  spirale  coniqae  et  M'  sa  projection  sar  le  plan  princi- 
pal ,  que  noQS  ponvons  supposer  être  horizontal ,  et  soit  MT, 
la  tangente  à  la'  spirale  conique  au  point  M  et  T  la  trace 
horizontale  de  cette  tangente;  dans  le  tétraèdre  MSMT ,  les 
angles  SMAf ,  SMT  sont  donnés  et  l'angle  dièdre  formé  par  le 
plan  de  ces  angles  est  droit;  donc  ce  tétraèdre  est  toujours 
semblable  à  loi-méme,  quellequesoit  la  position  de  M;  Tangle 
M'TS  est  donc  constant  ;  or  MT ,  projection  horizontale  de 
la  tangente,  est  la  tangente  à  la  projection  de  la  spirale  co- 
nique; et  cette  dernière  tangente  fait  un  angle  constant  avec 
le  rayon  vecteur  SM' ,  donc ,  etc. 

II.  La  tangente  à  la  spirale  coniqtêe  a  une  inclinaison  con- 
stante sur  Vaxe, 

Déman$tr<aion.  —  Car  l'angle  M'MT  du  tétraèdre  (t)  est 
constant. 

CorolL  1.  Si  par  un  point  de  l'espace ,  on  mène  une  pa- 
rallèle à  une  tangente  à  la  spirale  conique ,  le  lieu  géométri- 

All!l.  DE  llATH«M.  IV.  39 
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que  de  celle  parallèle  est  ud  cône  droit  dont  Taxe  est  paral- 
lèle à  celoi  du  cône  donné. 

Coroll  2.  Toutes  les  tangentes  sont  également  indinéea 
sur  le  plan  horizontal. 

m.  La  longueur  d'un  arc  de  la  spirale  conique  diviêéepar 
la  longueur  de  ce  même  nrc  projeté,  donne  un  quatieni 
consiani. 

Démomiralwn,  La  proposition  est  évidente  poar  chaque 
arc  élémentaire  ;  elle  est  donc  Traie  pour  la  somme  de  ces 
arcs  élémentaires  ou  pour  les  arcs  de  grandeur  finie. 

Coroll,  1.  La  spirale  logarithmique  est  rectifiable;  la 
spirale  conique  est  donc  aussi  rectifiable. 

Coroll.  a.  Le  quotient  constant  est  séc.  MTM'. 

IV.  L'aire  de  Vespace  conique  compris  enire  deux  généra- 
trices et  un  arc  de  la  spirale  conique^  divisée  par  Fùire  de  sa 
projection  horizontale ,  donne  un  quotient  constant. 

Dévnonstration.  La  môme  que  pour  la  proposition  précé- 
dente. 

Coroll.  1.  La  spirale  logarithmique  est  carrable,  on  sait 
donc  aussi  carrer  l'espace  conique. 

CoroU.  2.  Le  quotient  constant  est  la  sécante  de  l'angle 
dièdre  formé  par  les  plans  STM ,  STM'  dans  le  télnèdre  (i). 

V.  Le  plan  oseulateur  de  laspirale  conique  a  «ne  inclisun- 
son  constante  sur  Faxe  du  eàne  et  égale  â  rinelinaison  de  la 
temgenie  sur  l'axe. 

Démonstration.  Par  le  point  de  rencontre  du  plan  oscilla- 
teur et  de  Taxe,  concevons  des  parallèles  à  toutes  les  tan- 
gentes ;  elles  forment  un  cône  droit  (II,  coroll.  i)  ;  le  plan 
osculateur  contient  deux  tangentes  consécutives,  U  est  donc 
tangent  à  ce  cône ,  donc ,  etc. 

YI.  Lanormale  principale  de  la  conique  spirale  est  hori- 
zoniale  $  Faxe  étant  vertical. 
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Démoniiration.  Par  le  poiot  M  de  la  spirale  conique,  coa- 
ceyoDS  le  plan  osculatear  rencontrant  l'axe  en  un  point  0 , 
et  par  0  V  menons  une  parallèle  0  V  à  la  tangente  MT;  elle  est 
dans  le  plan  osculateur ,  qui  est  perpendiculaire  au  plan  mé- 
ridien VOS  ;  car  le  plan  osculateur  est  tangent  au  cône  droit 
des  parallèles  (Y)  ;  le  plan  normal  en  M  étant  perpendicu- 
laire à  la  tangente  MT  est  perpendiculaire  à  sa  parallèle  OY 
et  par  conséquent  au  plan  méridien  VOS;  les  deux  plans,  os- 
calateur  et  normal,  étant  perpendiculaires  au  même  plan  mé- 
ridien, leur  intersection  est  aussi  perpendiculaire  à  ce  môme 
plan  méridien  ;  or  cette  intersection  donne  la  direction  de 
la  normale  principale ,  donc ,  etc. 

VII.  La  projection  horizoniale  de  la  normale  principale  eii 
fwrmàle  à  la  spirale  logarithmique^  projection  de  la  tpirale 
conique. 

Démonstration.  La  normale  principale  étant  horizontale  est 
perpendiculaire  au  plan  vertical  projetant  MMT  (1)  ;  et  par 
conséquent  la  projection  de  ce  rayon  de  courbure  est  perpen- 
diculaireàMT,  tangente  à  la  spirale  logarithmique,  donc,  etc. 

CorolL  La  plus  courte  distance  de  la  normale  principale 
de  la  spirale  conique  à  Taxe  est  égale  à  la  distance  du  pôle 
de  la  spirale  Ic^aritbmique ,  à  la  normale  correspondante. 

VlII.TBioaftMB.  Six  droites  passent  par  le  point  M  de  la 
conique,  spirale  :  1**  la  génératrice  du  côue^  2*"  la  tangente 
MT;  ^^  le  rayon  du  cercle  parallèle;  V  la  tangente  à  ce  cercle; 
5*  la  normale  principale/  6""  la  parallèle  à  Taxe  du  cône;  les 
quinze  angles  formés  par  ces  droites,  prises  deux  à  deux, 
sont  constants. 

Démonstration.  Pour  un  autre  point  M' de  la  spirale  coni- 
que, ramenant  les  deux  génératrices  Tune  sur  l'autre,  les 
six  droites  en  M  deviennent  parallèles  aux  six  droites  en  M^ 
donc,  etc. 

IX.   Les  centres  de  courbure  de  la  spirale  conique  sont 
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sur  un  cône  droit  de  même  sommet  et  de  même  axe  que  Uedne 
donné. 

Démonstration.  En  ramenant,  comme  dans  le  théorème 
précédent ,  les  génératrices  l'une  sur  l'autre ,  les  plans  osca- 
lateurs  respectifs  deviennent  parallèles  ;  les  rayons  de  cour- 
bure sont  donc  proportionnels  aux  distances  MS  et  M'S;  les 
droites  qui  joignent  le  sommet  aux  centres  de  courbure  font 
des  angles  constants  avec  Taxe  du  cône,  donc,  etc. 

X.  La  projection  horizontate  de  la  courbe  des  centres  de 
courbure  de  la  spirale  conique  egtune  spirale  logarithmique. 

Démonstration.  Le  rayon  de  courbure  de  la  spirale  corn- 
que  et  le  rayon  du  cercle  parallèle  sont  dans  un  rapport 
constant^  et  se  projettent  suivant  leurs  véritables  grandeurs; 
le  rayon  de  courbure  de  la  spirale  logarithmique  et  le  rayon 
vecteur  correspondant  sont  aussi  dans  un  rapport  constant  ; 
et  ce  rayon  vecteur  nVst  autre  que  la  projection  horizontale 
du  rayon  du  cercle;  donc  le  rayon  de  courbure  de  la  spirale 
logarithmique  et  celui  de  la  spirale  conique  sont  dans  on 
rapport  constant  ;  mais  la  développée  de  la  spirale  logarith- 
mique est  une  spirale  logarithmique»  donc,  etc. 

XI  En  développant  le  c&ne  donné  sur  un  plan  tangent,  la 
spirale  conique  se  développe  suivant  une  spirale  logarWumque. 

Démonstration.  Les  tangentes  de  la  spirale  conique  déve- 
loppée font  des  angles  constants  avec  les  rayons  vecteurs, 
donc,  etc. 

XII.  La  tangente  à  la  spirale  conique  trace  sur  un  plan  per- 
pendiculaire à  l*axe  une  spirale  logarithmique. 

Car  la  spirale  conique  se  projette  sur  un  tel  plan  ,  suivant 
une  spirale  logarithmique .  et  la  tangente  à  la  spirale  conique 
trace  sur  ce  plan  une  courbe  semblable  (voir  p.  454). 

XIII .  Ze  lieu  des  centres  des  courbures  de  la  spirale  conique 
est  une  spirale  conique 

Démonstration,  Ce  lieu  est  situé  sur  un  cône  droit  (IX)  et 
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a  pour  projection  horizontale  une  spirale  lugarîthaiique 
(X)  ;  donc ,  etc. 

NaU,  Soit  une  surface  développable  sur  laquelle  on  a  tracé 
une  trajectoire  coupant  tous  les  éléments  rectilignes  suivant 
un  angle  donné;  développant  sur  un  plan  tangent ,  les  élé- 
ments rectilignes  devienuent  des  tangentes  àTaréte  de  re- 
broussement  développée ,  el  la  trajectoire  développée  coupe 
toutes  les  tangentes  suivant  le  même  angle  donné;  si  Tangle 
donné  est  droit  la  trajectoire  développée  devient  une  déve- 
loppante de  Taréte  de  rebroussement  développée  ;  si  Taréte 
se  réduit  à  un  point ,  ce  qui  est  le  cas  des  surfaces  coniques , 
la  trajectoire  développée  est  une  spirale  logarithmique  ;  et  si 
le  sommet  est  à  l'infini ,  si  la  surface  devient  cylindrique ,  la 
trajectoire  sur  le  cylindre  est  une  hélice  et  sa  développée  est 
une  droite.  Tm. 


NOTE 
Sur  la  memre  de$  hauteurs. 

9ABL  M.    II.  A,  UB   COIVTX. 


On  sait  que  parmi  les  nombreuses  applications  de  la 
trigonométrie  rectiligne,  il  en  est  une  dont  l'objet  est  de 
déterminer  la  hauteur  d'un  édifice  dont  le  pied  est  acces- 
sible : 

Pour  cela,  sur  le  terrain,  supposé  de  niveau ,  on  me- 
sure une  base  BC  (/iy.  55),  à  partir  du  pied  de  l'édifice; 
«t  on  place  en  C  le  pied  d'un  grnphomètre  avec  lequel  on 
mesure  l'angle  âDE  »  formé  parDA  avec  Thorizontale  DE 
parallèle  à  CB.  Ensuite ,  an  moyen  do  la  formule 

AE=DEtangÂD£, 
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on  détérinine  AB  =s  A£-f  BE  (hauteur  do  pied  do  gra- 
phomèliv). 

Mais  reinarqooDS  qa'eD  mesurant  Tangle  ADE ,  on  peut 
oommettre  une  erreur,  laquelle  en  introduit  une  aussi  stor  la 
hauteur  de  Tédifice. 

Gela  posé ,  ne  tenant  pas  compte  de  Terreur  que  Ton  peut 
commettre  en  mesurant  la  base  BG ,  et  n'ayant  égard  qu'à 
celle  qui  est  commise  dans  la  mesure  de  l'angle  ADE  (nous 
supposons  cet  angle  mesuré  toujours  avec  la  même  approxi- 
mation, quelle  que  soit  d'ailleurs  la  base  BG  que  l'on  ait 
choisie  ) ,  nous  allons  nous  proposer  de  résoudre  la  question 
suivante  : 

Déterminer  le  rapport  qui  doit  exister  entre  la  base  BC  et 
la  hauteur  AE  de  l'édifice  >  prise  au-dessus  de  l'horiiontale 
DE ,  pour  qu'on  obtienne  la  hauteur  de  l'édifice  le  plus  exac- 
tement possible. 

Désignons,  d'abord ,  l'angle  ADE  par  f ,  et  soit  a  l'erreur 
commise  dans  la  mesure  de  cet  angle  (a  peut  être  une  quan- 
tité positive  ou  négative)  ;  alors ,  ?  +  «  ^^  ^  mesure  de 
Tangle  ADE  telle  qu'on  l'a  obtenue. 

Maintenant  soit  9  l'erreur  introduite  dans  la  mesure  de  AE 
(S  peut  être  une  quantité  positive  ou  négative)  par  suite  de 
celle  commise  sur  l'angle  D ,  et  désignant  par  ^  la  longueur 
exacte  de  AE ,  x-^i  sera  la  mesure  de  AE  telle  qu'on  l'a 
obtenue. 
Cela  posé ,  on  a  la  relation 

X  =  ptang<p 
en  désignant  la  base  BG  par  ^ 

Mais ,  entre  les  quantités  X-|-^et<p-|-a9on  a  aussi  la 
relation 

X  +  ^  =  ptang(y  +  a); 
d'où 

^=p[tang(T  +  a)-tang?], 
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.etoommeona  B==. ,  on  aura 

'  langcp 


oa  bien 


ou  enfin 


_  Xcosf  rsin  (?+«)  _^  sin  y"]  _ 

Sin  «p    l.CDS  («p+a)         COS  (p  J  "" 
À[siD(y  +  a)C09<p  —  sîn  y  C08(y  +  ^)] 
Siûf  C08(y+ t>)  ' 

~~8infC08Cf+»)' 

usinée 


-9in(2(p  +  a)— -sina 


Cette  formule  noofl  montre  immédiatement  que  Terreur  ^ 
sera  la  plus  petite  possible  lorsqu'on  aura 

a  le  plus  petit  possible , 

et  2(p  +  a  =  90». 

Ces  deux  conditions  réunies  expriment  que  Tangle  7  doit 

être  sensiblement  égal  à  45* ^  ou  en  d'autres  termes,  que  le 

BC 
rapport  •-=;  doit  être  à  peu  près  égal  à  Tunité. 

Ainsi ,  dans  la  pratique ,  si  Ton  tient  à  avoir  la  hauteur 
AB  de  l'édifice,  avec  une  grande  approtimalion  ,  il  faudra 
choisir  (à  vue  d'ceil)  la  base  BG  telle  que  Ton  ait  sensible- 
ment BC  =  AE ,  ou  que  Tangle  ADE  soit  à  peu  prés  égal  à 
45^,  et  ensuite  on  calculera  cet  angle  avec  l'approximation 
voulue. 

Note,  On  trouve  dans  Cagnoli  (ch.  XI ,  $  302)  les  correc- 
tions à  faire  pour  avoir  la  mesure  précise  des  hauteurs. 
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CORRESPONDANCE  • 

relative  aux  Examen$  de  SiraAaurg, 


Monsieur  le  Rédacteor , 

Tout  ce  qui  peut  intéresser  renseignement  des  sdences  * 
trouYé^lAce  jusqu'ici  dans  votre  excellent  journal.  Oserai-je 
réclamer  de  votre  obligeance  Unsertion  des  deux  lettres  que 
je  vous  envoie  ici.  La  première  est  la  copie  d'une  lettre  que 
j'ai  écrite  à  M.  Lefebure  de  Fourcy;  la  seconde  est  la  ré- 
ponse que  vient  de  faire  M.  l'exaroinateor.  Je  ne  dirai  rien 
sur  les  faits  qu'énonce  ma  lettre  :  cela  parle  de  soi-même. 

Recevez  l'assurance  de  mon  attachement  sincère. 

FmcK. 

Strasbourg ,  ce  M  octobre  1845. 
j4  Monnewr  Lefebure  de  Fourcy ,  examinaieur. 
Monsieur, 

Il  résulte  de  témoignages  certains  qu'on  examinant  un  de 
nos  élèves  dans  le  courant  de  septembre  dernier,  vous  avez 

traité  de  sa ie  renseignement  mathématique  du  Collège 

royal  de  Strasbourg  C).  Je  sais  parfaitement  que,  en  votre 
qualité  d'examinateur  :  1  **  vous  n'êtes  pas  mon  supérieur,  hié- 
rarchiquement parlant  ;  2""  «  vous  n*étes  ni  juge  des  méthodes 
»  ni  en  droit  d'exiger ,  comme  vous  le  faites  «  que  les  eandi* 
»  data  répondent  sur  la  géométrie  de  Legcndre.  »  Je  vqib 
donande  donc  de  vouloir  bien  rétracter  la  qualification  que 


C  (*)  Je  n'ar  pas  assisté'aai  eiamens ,  parce  que  ce  n'est  pi|s  moi  qui  ai  fait  b 
classe  de  mathématiques  spéciales  cette  année  44-4S.  (Gela  ne  fait  pas  partie 
de  ma  lettre.  ) 
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TOUS  ayez  lancée  sur  noire  enseignement ,  et  qni ,  si  elle  pou- 
vait tomber  snr  qndqa'an ,  tomberait  sar  moi.  Quant  an 
blâme  que  tous  avez  prétendu  exprimer ,  il  porte  principa- 
lement sur  deux  points  : 

I*  Nous  enseignons  la  théorie  des  infiniment  petits  :  e/fo 
est  pRBSCRm  par  U  eomeil  royal  de  FimirHeiUm  publique. 

â*  Nous  définissons  la  similitude  comme  elle  est  définie 
dans  idusieurs  ouvrages  adaptée  par  le  même  conseil ,  et  no* 
tamment  dans  la  géométrie  analytique  de  M.  Lefebnre  de 
Fourcy ,  page  342  de  la  4*  édition. 

Voire  attaque  ayant  été  pablique ,  la  réponse  le  sera.  Ainsi 
ma  lettre  et  votre  réponse,  que  j'attendrai  jusqu'au  15  no- 
vembre, s'il  le  faut,  seront  insérées  dans  le  journal  Ter- 
quem.  J'adresse  d'ailleurs  une  copie  de  ma  lettre  à  M.  le  Mi- 
nistre de  l'Instruction  publique ,  et  une  pareiQe  à  M.  le  pré- 
sident du  Conseil  de  perfectionnement  de  l'Ecole  royale  po- 
lytechnique. 

J'ai  r  honneur  d'être 

Votre  très-humble  serviteur, 

FiNCK. 
Strasbourg,  ce  12  octobre  1S4&. 

Réponse  de  M.  Lefebure  de  Fourcy. 

Paris,  15  octobre  iw. 

Monsieur  et  cher  confrère, 

Voua  comprendrez  parfaitement  qu'après  un  si  long  délai 
j'ai  pu  oublier  plusieurs  des  choses  dont  vous  me  parlez  : 
mais  oe  que  je  regrette  surtout ,  c'est  de  n'avoir  pas  eu  le 
plaisir  de  vous  voir  pendant  mon  séjour  à  Strasbourg. 

Vous  me  parlez,  Monsieur  et  cher  confrère,  comme  si  le 
savoir  est  la  méthode  d'un  professeur  se  retraçaient  toujours 
avec  fidélité  dans  les  élèves  qui  ont  suivi  ses  leçons  ou  ses 


ouvrages.  Gela  esl  vrai  dans  quelques  cas;  mais  ces  cas  sont 
rares,  surtout  lorsque  les  méthodes  sont  fondées  sur  des  con> 
sidâ^ttons  fines  et  délicates.  Veuillez  donc,  je  vous  prie^  se* 
parer  entièrement  votre  cause  de  celle  des  candidats,  très- 
nombreux  aujourd'hui,  qui  se  présentent  aux  examens, 
sans  s'y  être  préparés  sérieusement. 

Bans  votre  lettre,  Monsieur  et  cher  confrère,  tous  me 
faites  l'honneur,  pour  justifier  certaines  définitions  de  géo- 
métrie, de  me  rappeler  que  je  m'en  suis  moi-même  servi 
dans  mes  leçons  de  géométrie  analytique.  Sur  ce  point  je 
voos  dois  des  remerdments  :  car  j'avoue  que  je  n'aurais 
point  osé,  de  ma  seule  autorité ,  les  faire  descendre  dans  la 
Géaméirie  élémefUaire ,  à  laquelle  taus  les  auteurs  se  sont 
toujours  fait  un  devoir  de  conserver  une  grande  simplicité. 

Quoi  qu'il  en  soit ,  Monsieur  et  cher  confrère,  je  me  féli- 
cite de  trouver  cetteoccasion  de  vous  dire  à  vou»-méme  toute 
Testimé  que  je  fais  de  voire  talent.  Je  l'ai  souvent  manifes- 
tée devant  des  géomètres  habiles ,  lesquels  ont  toujours  été 
démon  avis. 

Jecontinaerai  donc  toujours  d'être  avec  une  parfaite  con- 
sidération, Monsieur  et  cher  confrère. 

Voire  dévoué  confrère , 

L.  Lbpeburb  dh  Fourcy. 

Au  moment  de  faire  partir  cette  réponse ,  je  me  rappelle 
que  j'ai  été  chargé  de  rendre  compte  de  votre  arithmétique, 
mon  opinion  a  été  qu'on  devait  la  juger  digne  d'être  adop- 
tée dans  l'enseignement  des  collèges.  Depuis ,  j'ai  eu  occasion 
de  faire  rectifier  une  petite  erreur  qui  s'hait  glissée,  à  votre 
préjudice ,  dans  le  journal  de  M .  Terquem.  —  Si  je  fais  men- 
tion ici  de  cette  circonstance,  c'est  dans  l'intention  seuleoMUt 
de  vous  faire  mieux  comprendre  qu'il  n'y  a  aucune  inimitié 
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là  où  TOUS  êtes  peat-étre  dispoflé  à  en  trou?er .  Je  crois  aussi 
me  souvenir  que  tous  a?ez  été  soumis  à  mon  examen  km  de 
votre  sortie  de  TÉcole  Polytechniqne .-  c'est  de  cette  époque 
déjà  ancienne  que  date  Testime  que  je  vous  porte. 

L.  Lefbburb  dk  Fourgy. 

Note.  La  lettre  de  M.  Lefebnre  ne  renferme  point  explici- 
tement la  rétractation  que  je  lui  ai  demandée.  Peut-on  la  re- 
garder comme  une  rétractation  implicite?  C'est  ce  dont  le  lec- 
teur peut  juger  lui*méme.  Quoi  qu'il  en  soit,  deux  vérités 
sont  énoncées  entre  autres  dans  ma  propre  lettre  ;  elles  sont 
marquées  de  guillemets.  M.  Lefebure  ne  les  ayant  pas  com- 
battues, je  dois  conclure  qu'il  les  admet  d'après  le  dicton 
qui  ne  dit  rien  cofuetU. 

FiNGX. 

Note.  Une  décision  du  Conseil  royal  du  14  septembre  1841 
prescrit  la  méthode  des  infiniment  petits  pour  les  classes 
de  troisième,  seconde,  rhétorique,  dites  préparatoires;  il 
n-est  pas  question  des  tnaihémaiiques  $péciak8\  d'aOlenrs  les 
examens  de  TÉcole  Polj^technique  ne  ress(H"tissent  pas  de 
l'Université.  Tm. 


THÉORÈME  DE  LEXELL , 

Et  transformation  de$  polygones  sphériqtAes ,  diaprée 
M.  Steiner. 

(  Jovrnal  de  Grelle,  U  H ,  p.  45.  169T.  ) 


I.  TflioRAiiB  1.  Dans  tont  quadrilatère  sphérique  inscrit 
dans  un  cercle,  la  somme  de  deux  angles  opposés  est  égale  à  la 
somme  des  deux  autres  angles. 
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II.  ThAorAmb  2.  Si  deax  triangles  sphériques  ont  une  base 
commone  et  sont  inscrits  dans  le  même  cercle,  la  diflèreooe 
entre  Tangue  au  sommet  et  la  somme  des  angles  à  la  base 
est  la  même  dans  les  deux  aûgles,  et  réciproquement  si 
cette  différence  est  la  même  pour  deux  triangles  sphé- 
riques, ayant  même  base,  ils  sont  inscrits  dans  le  même 
cercle. 

Observation,  Le  second  théorème  est  un  corollaire  im- 
médiat du  premier  dont  la  démonstration  est  facile. 

III.  TnioRÉMB  3.  Le  lien  des  sommets  des  triangles  sphé- 
riques équivalents  et  de  même  base,  est  une  circonférence. 
Cette  circonférence  passe  par  les  deux  points  diamétrale- 
ment opposés  aux  extrémités  de  la  base. 

Démansiratian.  Soit  ABC  un  triangle  dont  la  base  AB  et 
l'aire  sont  données  ;  soient  A'  et  B'  les  points  diamétralement 
opposés  à  A  et  à  B;  dans  le  triangle  sphérique  A'B'C,  Ton  a 
A'=2«— A;  B'=2«— B;  doù  Ton  tire  A+B-|-C=4«-|-C 
— A'—  B'  ;  mais  Taire  des  triangles  étant  constante  A-f-B+C 
est  constant ,  donc  aussi  C— A'— B';  et ,  d'après  la  réciproque 
du  théorème  inrécédent ,  le  point  C  est  sur  une  circonférence 
passant  par  les  points  A',B';  c.q.f.d. 

Observatioti.  La  première  partie  de  cette  proposition  est  le 
théorème  de  Lcxell  [Nova  acta  Petropolilana  ^  volume  Y, 
1'*  partie)  ;  la  seconde  partie  est  de  M.  Steiner  ainsi  que  toute 
la  démonstration. 

Corollaire,  Si  par  les  points  B^B^  on  mène  un  demi  grand 
cercle  tangent  au  cercle  G  A'B',  il  est  évident  que  Taire  du 
faisceau  formé  par  ce  demi-cercle  et  le  demi-cercle  BAB'  est 
équivalente  à  Taire  du  triangle  ABC;  soit  p  l'angle  du 
fuseau;  on  a  donc  2^= ABC— 2*. 

IV.  Problème,  Dans  un  triangle  sphérique ,  on  connatt  un 
côté,  un  angle  adjacent  et  Taire,  construire  le  triangle. 

Solution  Soit  ABC  le  triangle  à  construire;  le  côté  AB  et 
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l'angle  B  sont  donnés ,  ainsi  que  Taire  da  Iriangle  ABC  ;  on 
connaît  donc  A-f  B-f-C  ;  avec  Tangle  B  construisons  le  fais- 
ceau BAV;  le  point  cherché  G  est  situé  sur  le  demi-cercle 
BMB';  par  BW  menons  un  autre  demi-cercle  BDF  faisant 
avec  le  demi-cerde  B  AB"  un  angle  p  égal  à  7,(  A+B+G)— i*  ; 
par  le  point  A'  diamétralement  opposé  à  A  et  par  B',  menons 
un  petit  cercle  tangent  au  demi-cercle  BDB';  ce  petit  cercle 
coupe  le  demi-cerde  BMB'  au  point  cherché  G. 

Corollaire  I.  On  peut  donc  diviser  un  triangle  sphérique 
en  deux  parties,  dont  les  aires  soient  dans  un  rapport 
donné  par  un  arc  de  grand  cercle  mené  du  sommet  au  côté 
opposé. 

Corollaire  II.  On  peut  aussi  construire  un  triangle  sphéri- 
que connaissant  un  angle ,  un  cùté  adjacent  et  le  périmètre  ; 
à  l'aide  du  triangle  polaire,  on  ramène  ce  problème  au  pré- 
cédent. 

Corollaire  III.  Le  théorème  de  Lexell,  rapporté  au  Iriangle 
polaire,  donne  cet  autre  théorème  :  Dans  lout  triangle  sphé- 
rique qui  a  un  angle  constant  et  dont  le  périmètre  est  con- 
stant ,  l'enveloppe  du  côté  opposé  à  Tangle  constant  est  un 
petit  cerde  de  la  sphère. 

Corollaire  Vf.  Le  théorème  de  Lexell  peut  servir  à  trans- 
former un  polygone  sphérique  en  un  triangle  sphérique  équi- 
valent. 

Obiervation.  Lorsque  la  sphère  devient  un  plan ,  le  théo- 
rème de  Lexell  se  réduit  à  cet  énoncé  élémentaire  :  Le 
sommet  d'un  triangle  de  base  et  d'aires  constantes  est  une 
droite. 

Mais  le  théorème  du  corollaire  III  se  change  en  celui-ci  • 
dans  un  triangle  qui  a  un  angle  et  un  périmètre  constants  , 
l'enveloppe  du  côté  opposé  à  l'angle  est  une  hyperbole,  si 
cet  angle  est  aigu  ;  une  parabole,  si  Tangle  est  droit}  une 


dU|Me8iraiigle«Bt  obtus;  mais  jamais  un  cercle.  (Pour  la 
démonstration  voir  Jnnahê,  t.  III ,  p.  tSâ.) 

V.  Théaréme  de  M.  Sieiner.  Les  trois  arcs  de  grand  cercle 
qui  partant  des  sommets  d'un  triangle  sphériqoe  le  par« 
tagent  en  deux  parties  équivalentes,  se  coupent  en  un  même 
point. 

Démontiratien.  Soit  ABC  le  triangle  sphérique  ;  A!jB\G  les 
points  diamétralement  opposés  à  A,B,C;  Atf,Bfr,Gc,  les  trob 
arcsdegrand  cercle,  bissecteurs  d'aire. 

D'après  le  théorème  de  Lexell ,  les  quatre  points  A^B^b^a; 
de  môme  les  quatre  points  B',GV>^  et  les  quatre  points  A\C, 
c,a  sont  sur  de  petits  cercles;  les  trois  plans  de  ces  petits 
cercles  se  rencontrent  en  un  point  0;  donc  les  trois  droites 
A'a^B'bfi'c  intersections  de  ces  plans  passent  par  le  méaie 
point  O;  et  les  plans  des  trois  arcs  de  grands  cercles  bissec- 
teurs A'aA,  B'6B,C'çG,  passent  encore  par  ce  point  O;  mais 
ils  se  rencontrent  aussi  au  centre  de  la  sphère;  par  consé- 
quent les  plans  des  arcs  bissecteurs  ont  deux  points  en 
commun,  se  coupent  suivant  la  même  droite ,  donc ,  etc. 

ObservaUon,  La  droite  d'intersection  des  trois  plans  bissec- 
teurs d'aire  ne  passe  pas  par  le  centre  de  gravité  de  l'aire  do 
triangle. 


QUESTION  D'EXAMEN 
sur  k$  cordes  dei  coniques. 

(  V.  p.  S30.  ) 


QoBSTiOfi.  Quel  esi  le  lieu  géoméirique  du  milieu  dune 
corde  de  grandeur  constante ,  inscrite  dans  une  conique  ? 
1.  Considérations  générales.  Une  corde  de  longueur  coo- 
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sUnte  élanl  inscrite  daos  une  conique,  Tenveloppe  est  une 
ligne  du  quatrième  degré.  On  trouYe  le  point  de  contact  de 
chaque  corde  avec  l'enveloppe,  en  projetant  sur  cette  corde 
le  point  d'intersection  des  deux  normales  menées  à  la  courbe 
donnée,  par  les  deux  extrémités  de  la  corde  ;  ce  même  point 
d'intersection ,  joint  à  un  point  quelconque  de  la  corde,  donne 
la  directfon  de  la  normale  à  la  courbe  que  décrit  ce.point 
pendant  le  mouvement  de  la  corde  (t.  11 ,  p.  S89  et  t.  III , 
p.  187).  On  sait  donc,  à  chaque  position  de  la  corde,  mener 
une  tangente  par  le  point  milieu  à  la  courbe  décrite  par  ce 
point  milieu. 

II.  Expression  analytique  de  la  longueur  (Tune  corde  in- 
sertie  dans  une  conique. 

Soit  l'équation  à  six  termes  d'une  conique;  axes  rectan- 
gulaires; et  4y'^ex-\-f=:0(i)  l'équation  d'une  sécante; 
les  équations  donnant  respectivement  les  deux  abscisses ,  et 
les  deux  ordonnées  des  deux  points  d'intersection  de  la  droite 
et  de  la  conique,  sont  [voir  t.  II ,  p.  108)  : 

Rj:*+&c'+T=0(3);  Ry+Sy+TirrOCi);  RsAe*— B<2e+G^; 

On  trouve  T  et  S' en  changeant  «^  en  e,  A  en  G ,  D  en  E,  et 

viee  versa.  Le  carré  de  la  différence  des  racines  dans  Téqua- 

S"— 4RT         ,        „,      ,.      ,.,    S"-4Rr. 
tion  (3)  est  — ^ — ,  et  dans  1  équation  (4) , 


Désignant  par  ;i  la  longueur  de  la  corde  interceptée,  on  a 
donc  : 

,      y-4RT-hS->-4Rr  _  V 

P= ^, =^A^+^)       (4) 

\  =  l!ir-^2den  +  le*  +  m/*  +  ^fdk!  +  2/ek. 
Faisant  6=  dryf=^ds,  Téqualion  (1)  prend  la  forme 

^+rx-t-5  =  0;  (5) 
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et  FéquatioD  (4)  devient  : 


(«) 


III.  ThAorèmb.  Le  lien  géométrique  da  milieu  d'une 
corde  de  longneor  constante  inscrite  dans  one  conique  à 
centre,  est  une  ligne  du  quatrième  degré  concentrique  à  la 
conique. 

Démonstration.  Prenons  pour  axes,  les.  deux  diamètres 
principaux,  Téquatiou  de  la  conique  est  : 

Ar'+Ca:'+F  =  0;     k==k'  =  n  =  Q;     /  =  --4AF; 
^«-4CF;    m  =  — 4AC. 

Conservons  les  mêmes  données  que  dans  le  paragraphe  pré- 
cédent, l'équation  (6)  devient  r 

^.(Ar'  +  Cr  =  -4(l  +  0[F(Ar-  +  C)  +  AC5»].      (7) 

Désignant  par  x'  ety  les  coordonnées  du  point  milieu  de  la 
corde ,  on  a  • 

S  _        Ars         ,_      S  _         C$ 
2R"^     A/'+C''^""     aa""      Ar'+C     ^' 

et  l'on  a  aussi  y-f-  rx'  +  «=0  ;  mais  deux  de  ces  trois  équa- 
tions impliquent  la  troisième  ;  y  et  j:'  étant  les  cocurdonnées 
courantes  du  point  milieu ,  nous  supprimons  les  accents,  et 
pour  avoir  le  lieu  cherché ,  nous  éliminons  r  et  ^  entre  les 
équations  (5),  (7)  et  (8);  éliminant  d'abord  s  entre  les  équa- 
tions (5)  et  (8),  il  vient  après  avoir  divisé  par  r, 

Cx  Ar'+Cjc' 

Arr  — Ca:==0;    d'ou   /-==-—:   ^=  — -2L-J • 

Ay  Ajr 

portant  ces  valeurs  dans  Téquatioo  (7),  on  obtient,  après 
avoir  ôté  le  facteur  \y*  +  Cx*  : 

4(Ay  +  C'x')  (A^*+Cj:^+  F)  -f- ACp*{Ay+  Cx*)  =  0.    (9) 
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Telle  est  TéquatioD  do  lieu  cherché,  courbe  du  qua- 
trième degré,  concentriqne  à  la  conique  donnée;  ce  qui  était 
évident  dpmrt.  j:=^=:0  satisfont  à  l'équation  j  donc  IV 
rigine  est  sur  la  courbe  ou  est  conjuguée  à  la  courbe.  Lorsfue 
^=:0,réquation  se  réduit  à  A^*+Cr»  +  p=:o,  c'est-à- 
dire  à  la  conique  donnée  ;  ce  qui  est  encore  évident. 

DISCUSSION. 

IV.  EUipte.  Soit  a  le  demf-grand  axe  et  b  le  demi-petit 
axe  ;  réquation  (9)  peut  se  mettre  sous  la  tome  : 

Résolvant ,  il  vient  : 

Say  =  -  6*  [4(a»+  b*)  x^^-  a'(/,*-  W)  dz 

ou  bien  : 

équation  qui  rend  facile  la  construction  de  la  courbe,  lors 
même  que  la  coni^ae  n'est  pa»  tracée. 

V  Si/»  est  supérieur  ou  égalidtf,  l'équation  n'est  possible 
que  pour  les  valeurs  réellas  j2tt:^=e;  donc  la  co»be  se 
rédoit  à  son  centre. 

2*  p  <2a  et >ai ;  la  courbe  est  un  AuM  de  ehiffre  pas- 
sant par  le  centre  ;  la  tangente  parallèle  au  grand  axe  a  pour 

b      

équation  ^  =  —  \/  ka*—p^ . 

Désignant  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  (coeflBcient 
différentiel)  par  y,  on  a  r 

a'y  '  Say  +  Wx'  (a*  +  b')  +  a»*'  (p*  -  4a^)  • 

ARM.  DE  UaTHCH.  IV  40 
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oa  bien ,  prenant  la  dérivée  sur  Véquation  résolue,  on  trouTe  : 

4aVy  =»  (^—  ^  )•«•  ^ = — ~ î 

où  X  est  la  fonction  de  x  qni  est  sons  le  radical ,  dans  la  ya- 

lenr  de  y  ;y  devient  nul  en  faisant  x=0,  et  x*=     \_     ; 

mais  cette  seconde  valeur  rend  y*  imaginaire  ;  y  devient  in- 
fini lorsque  X  =s  0  ;  ce  qui  donne  : 

La  première  valeur  rend  y  négatif,  la  deuxième  valeur 

t  b*    Sa — p,pa  —  26' 

donne  r*  =  --  -  . ^^ — ;  le  second  membre  est 

4  a  a — b 

positif;  on  connaît  donc  la  position  des  deux  tangentes  pa- 
rallèles à  Taxe  des  y. 

Le  système  des  deux  diamètres  égaux  chacun  à  /?  est  donné 
par  réquation  a*{p'--W)y^b'{ia'—p')x'  =  0. 

T  p<2a;  p=^2bi  le  système  des  diamètres  égaux  se 
réduit  au  petit  aie. 

i"" /?<2a; /?<26;  le  systène  des  diamètres  égaux  dis- 
paraît ;  la  courbe  n'a  plus  de  points  multiples  au  omtre,  qui 
devient  un  point  isolé  el  conjugué  ;  la  forme  est  ellipacMale 
et  elle  est  inscrite  dans  le  rectangle  formé  par  les  tangentes 
parallèles  aux  axes  ;  les  équations  de  ces  tangentes  sont  : 

x=±\/'ib^^    et    ^  =  A»/Ï?37. 
5*  Si  a  =  6,  réquation  (10)  devient  : 

qui  représente  un  point  conjugué  et  un  cercle ,  ainsi  que  l'en- 
seigne la  géométrie  élémentaire. 
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V.  Hyperbole.  Prenant  2<z  pour  l'axe  focal,  Véqualion  du 
lieu  cherché  est  : 


(ti) 


Les  termes  du  quatrième  degré  sont  : 

Ainsi  la  courbe  formée  par  les  ct>rdes  intérieures  a  les  mêmes 
asymptotes  que  rhyperbole,  ou  plutôt  l'hyperbole  est  une 
asymptote  cuTYlligne  à  la  courbe  du  qaatritee  degré  ;  ce 
qu'on  peut  voir  d  priori ,  puisqu'à  riuBnî  l'hyperbole  se  con- 
food  avec  ses  asymptotes.  Lorsque  p  est  égal  ou  ioférieur  à 
Taxe  focal,  il  n'y  a  point  de  courbe  à  l'extérieur,  et  le  centre 
est  un  point  conjugué  ;  mais  lorsque  p  est  plus  grand  que  Taxe 
focal ,  il  existe  une  courbe  correspondante  aux  cordes  exté- 
rieures ,  ayant  une  forme  lemniscoïde  ,  et  la  détermination 
des  tangentes  limites  a  lieu  comme  ci-dessus. 

r  II  ^  facile  de  roir,  par  la  comparaison  des  équations, 
que  la  courbe  du  quatrième  degré,  soit  pour  l'ellipse ,  soit 
pour  Thyperbole,  ne  peut  devenir  ni  une  cassinolde  ni  une 
lemniscate. 

2**  Si  a  =  6 ,  réquation  (1 1)  devient . 

^{jri—jc*)+p\x'^y)  +  ^a\x^+y)^o, 

3*  Faisant  b=:ah^  l'équation  de  l'hyperbole  est  : 
y^h'x'=^  —  b\ 
et  l'équation  (11)  devient  : 

4r*  -f-  Wx^y  (A'  —  1)  —  M«x<  -  p'à'  {y—  h^Jd')  + 

Faisant  ^  =  0,  rhjperbole  se  réduit  à  deux  droites,  et, 
1  équation  du  lieu  prend  cette  forme  : 

(y— A'x')  (4y«4. 4A*jr'— ;,'A')  =  0. 
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Le  premier  (hctear  représente  le  système  des  deux  droites,  et 
le  second  une  ellipse  rapportée  à  des  diamètres  conjugoés  ; 
ce  qui  s'accorde  aTec  le  théorème  connu  sur  le  lien  décrit  par 
un  point  d'one  droite  d'une  longnear 'constante,  inscrite  dans 
un  angle  rectiligne  (voir  p.  186). 

YI.  Parabole.  Soit  l'éqoation  de  cette  courbe,  axes  rec« 
tangulaires ,  V  +  Er = 0  ;  d'où 

L'équation  (k)  donne  : 

Ar^p*  Œ  B  (i  +  K)  (E  +  4A/^.  (12) 

Désignant  par  x,^  les  coordonnées  courantes  du  milieu 
de  la  corde,  ou  trouve  : 

_  E  _   E  _  _      2Ay  +  Kr 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (iS) ,  on  trouve  pour 
équation  du  lieu  cbercbé ,  après  avoir  bit  E= — tqA , 

♦(j^  +  9')(r'-2yx)+/,V  =  0, 

ligne  qui  a  pour  asjmptote  curviligne  la  parabole  donnée, 
eooune  cela  doit  être. 
Cette  équation  rés(due  donne  : 

VII.  Les  moyens  de  solution  sont  les  mêmes,  si  l'on  de- 
mandait, en  génàral,  à  trouver  le  lieu  géiMnétrique  d'un 
point  dont  les  coordonnées  sont  respectivement  des  fmciUmt 
syMëCKfiies  quelconques  des  coordonnées  des  extrémités  de 
la  corde  ;  car  rest  donné  en  fonction  de  5  ;  et  les  équations  (3) 
et  (4)  fourniraient ,  par  la  théorie  des  fonctions  symétriques, 
deux  équations  entre  les  coordonnées  du  point  et  la  quantité  s  ; 
éliminant  5,  on  aura  le  lieu  cherché.  Tm. 
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EQUATIONS  POLAIRES. 


9AWL  M.  «^irs  , 

•aoeien  profetMor  dam  toi  Collèges  royaux. 


I.  Discusikm  de  la  droite , 

Dans  la  plapart  des  traités  de  géométrie  analytique,  on  ne 
discale  guère  d'autres  équations  polaires  que  celles  des  trois 
courbes  du  second  degré ,  ramenées  à  leurs  formes  les  plus 
simples.  Encore  ne  donne-t-on  pas  en  général  le  moyen  de 
«OQStmire  ces  courbes  en  partant  de  ces  mêmes  équations. 
Cependant  les  élèves ,  dans  les  examens ,  ont  fréquemmeot  à 
discater  des  courbes  polaires  d'espèces  différentes.  Nous 
croyons  donc  faire  une  cbose  utile  en  montrant,  pirquel- 
quea  exemples  choisis,  comment  il  est  souvent  possiMe  de 
déduire  d'une  équation  polaire  donnée  non-setilement  la 
construction  géométrique  de  la  courbe  qu'elle  représ^ste , 
mais  encore  la  détermination  précise  de  ses  tangentes,  de  ses 
asymptotes ,  et  môme  de  ses  poinls  d'inflexion  lorsqîl'eUe 
doit  en  avoir. 

Dans  ce  qni  suit ,  nous  supposerons  connues  les  méthodes 
au  moyen  desquelles  on  détermine  pour  chaque  point  d^une 
courbe  polaire  la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  que 
fait  la  tangente  en  ce  point  avec  le  rayon  vecleur  et  la  va- 
leur linéaire  de  la  sous-tangentc  correspondante.  Nous  dési- 
gnerons, pour  abréger,  la  première  de  ces  deux  grandeurs 
parla  caractéristique  tg,  et  la  seconde  par  st  ;  et  comme  l'é- 
quation polaire  de  la  ligne  droite ,  considérée  sous  ses  diffi- 


rentes  formes,  nous  sera  utile  par  la  suite,  c'est  par  elle  que 
nous  comiDcncerons  ces  discussions. 
Soit  d'abord  récpiation  polaire  : 
1 

^""siDto  +  C0S«'  ^*^ 

indiquée  dans  le^nnales  (tome  111,  page  60S),  et  qui  est  celle 
d'une  droite  rencontrant  les  axes  rectangulaires  OX  et  OY 
{fig.  56),  en  A  et  en  B  à  une  distance  1  de  Vorigine ,  et  par 
suite  parallèle  à  la  bissectrice  DE  de  l'angle  YOX'. 

La  discussion  directe  de  l'équation  (1)  ne  conduirait  pas 
immédiatement  à  cette  cooaéquenee.  Vojons  toutefois  par 
quelle  suite  de  considérations  elle  pourrait  nous  y  faire 
arriver. 

Les  hypothèses  m  =  0*"  et  «»  =  90*  donnant  l'une  et  faiilre 
P  s=  1  »  en  voit  de  suite  que  la  ligne  cherchée  coupe  les  droites 
rectangulaires  OX  et  OY  en  A  et  en  B.  Pnis ,  pour  tontes 
les  valeurs  de  &>  comprises  entre  les  deux  précédentes,  la 
somme  sin  co-|-  oos«*e8t  >  1,  et  il  est  facile  de  s'assurer  que 
sa  valeur  ma3umum  correspond  à  «»  =  45''. 

Par  suite,  entre  ces  deux  limites,  p  est  <1  et  sa  valeur  mi- 

nimnm ,  égale  h  ^  2  est  la  perpendiculaire  OC  abaissée  du 

point  O  sur  la  droite  AB.  Il  est  donc  reconnu  déjà  que  celle- 
ci  a  trois  points  communs  H ,  G ,  B  avec  la  ligne  cherchée. 

D'ailleurs,  en  faisant  varier  <u  de  90*  à  90*+ 45'',  ou  de 
0*  à— 45*,  la  valeur  de  p  tend  également  vers  l'infini;  au 
delà  de  ces  limites  les  valeurs  dep  deviennent  négatives, 
mais  leurs  valeurs  absolues  sont  égales  aux  précédentes, 
d'où  il  suit  que  celles-ci  su£Bsent  pour  déterminer  tous  les 
points  de  la  ligne. 

Quoique  ces  prékniers  résultats  indiquent  déjà  une  sorte 
de  contiguïté  entre  la  droite  indéfinie  NABM'  et  la  ligne 
cherchée ,  on  ne  peut  néanmoins  en  conclure  encore  l'iden- 
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tilé  des  deux  Ugnea.  Considérons  donc  la  ligne  (1)  oorome  une 
courbe,  et  nous  allons»  poar  la  caractériser  davantage,  cal- 
culer les  quantités  que  nous  sommes  convenus  précédemment 
de  désigner  par  tg  et  st. 
De  l'équation  (1)  on  déduit  : 

.  ^^ î 

^"^        sin  («  4- A)  +  COS  («  +  A)  ' 
d'où 

(sin (fti  +  A)  ■>-  sin »)—  (cosoi  ~~  cos(6>  +  h)) 

~      (sin(w  +  A)  +  ODs(»  +  A))  (sin «-h eus «0* 

par  suite 

h ■_  (sln(»  +h)'\-  coi(o»  -f  A  ) .  (sin  »  4-  cos»)        2 


cos  f 


donc 


(«  +  5)-»in(«  =  ^)  sinU 


,.      /*  (sm  w  +  cos  w)' 

k  cos  6>  —  sm  w 

d'où  il  suit  que 

sin  •»  +  cos  w   ^  1 

'é'  = ^— î —  et  5/  = : — . 

cos  w  — -  sin  w  cos  *»  —  sm  w 

Toyons  les  conséquences  de  ces  deux  formules.  Pour 
«=0,  elles  donnent  (g  =  1  et  «r  =  — l .  D'ailleurs  p=  1 . 
Donc,  pour  le  point  A  de  la  ligne  (1  )  la  sous-tangente  est  OB, 
et  la  tangente ,  qui  est  par  suite  TindéGni  BA ,  fait  avec  le 
rayon  vecteur  OA  dans  le  sens  AN  un  angle  OAN  dont  la 
tangente  est  —  1 .  D'où  il  suit  que  la  tangente  de  son  supplé- 
ment OéM'  est  + 1 ,  ce  qui  d'ailleurs  est  évident  puisque  le 
triangle  rectangle  OAB  est  isocèle. 

On  prouverait  de  même  que,  pour  le  point  B,  la  souS' 
tangente  est  OA  ,  et  que  par  conséquent  la  tangente  est  aB. 

Pour  01=45%  p  =  ~v'2et5r=0D.  Donc  la  tangente  au 

«a 

point  C  est  parallèle  à  DEL 
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D'aiUeur«  si  Ton  fait  »  ^  9<^-f  45%  ou  tnea  «  »  —  45% 
l'on  a  également  p=QDet5/  =  ^v^â  dans  le  premier  cas , 

eist  =  — -1/ 2  dans  le  second  cas.' Donc  la  droite  AB,  dé)! 

tangente  en  A,  en  G  et  en  B,  à  la  ligne  (1)  est  en  outre,  tant 
dant  le  aens  CN  que  dans  le  sens  contraire  CN,  une  asymp- 
tote de  cette  ligne. 

Il  est  donc  reconnu  que  la  ligne  (1  )  »  qui  suit  Tind^ni  AB 
dms  toute  son  étendue ,  la  touche  dans  ses  points  les  plus 
remarquables.  Pour  yérifier  enfin  si  cette  ligne  ne  serait  pas 
la  droite  AB  elle-même,  cherchons  quelle  serait  la  distance 
de  chacun  de  ses  points  à  la  droite  DE,  parallèle  à  AB,  ou 
ce  qui  est  l'équivalent ,  détervûnons  quelle  serait  pour  diaque 
valeur  de  »,  la  projection  de  p  sur  la  perpendiculaire  OC  à 
ces  droites. 

Nommons  7  Tangle  fwmé  avec  OX  par  la  droite  OC.  Pour 
une  position  quelconque  du  rayon  vecteur,  nous  aurons  : 

cos(ca— f  ) =~ )/ 2 , cos«i+ -  K 2 sin  01= -K^â(coSft>+sin«)^ 
d'ailleurs 


cosoi  —  sinft> 
donc 

pco8(»»-y)  =  ll/2=OC. 

Ainsi  la  projection  de  p  sur  OC  est  constante.  Donc  enfin  la 
ligne  (1)  n'est  autre  que  AB. 

On  voit,  par  la  discussion  précédente,  combien  il  importe 
d'avoir  une  équation  polaire  de  la  ligne  droite  aaseï  carac- 
térisée pour  que ,  dans  aucun  cas ,  on  ne  puisse  la  confondre 
avec  celle  d'une  autre  ligne. 

Pour  la  trouver ,  prenons  sur  les  axes  rectangulaires 
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OX,  OY  (fig.  57),  OAs a,  OB» 6  et  OMiioiis  AB ;  l'éqnatioa 
de  celte  droite  sera 

par  saite  son  équation  polaire  sera 

a .  p  sin  «I  -|-  6 .  p  G06  w  =  ab, 
d'où 

•'^asiDo.  +  6cos«'  ^^^ 

équation  qui  devient  identique  avec 

_   .      1 
#^      sin  ft>  -f  cos  *> 

quand  on  fait  a  =  1  et  A  =  1. 

Quand  on  fait  b  infini  réqoation  (3)  se  change  en 

a 

c'est  réqoation  polaire  d'ane  droite  perpendiculaire  à  OX , 
OQ  à  Taxe  polaire ,  menée  à  une  distance  a  du  pôle. 

De  même 

b 
^      sin  ft> 

est  une  parallèle  à  cette  même  droite  menée  à  la  distance  b. 
En  appelant  a  Tangle  BAO  et  p  la  perpendiculaire  OC 
sur  AB,  l'équation  (2)  deviendra  : 

p= £ , 

sin  <»  OM  a -|- C08  w  sin  a 


on 

P_ 


'     8in(«+a)' 
et  c'est  la  f<Mmie  sons  laqaelle  on  la  met  ordinairement. 


(4) 


La  figure  (57)  montre  en  effet  que  cette  équatkm  écrite 
comme  il  suit  : 

pwn(«  +  «)=p, 

exprime  que  la  projection  de  tous  les  rayons  vecteurs,  teb 
que  ON  sur  OC,  est  constante  et  égale  à/r,  ou  que  la  ligne  AB 
est  droite. 

En  renversant  le  calcul  qui  précède ,  on  reviendrait  aisé- 
ment de  l'équation  (4)  à  Téquation  (2)  qui  Ta  produite. 

Il  est  facile  de  voir  que  Téquation  particulière 

1 


3  sin  w  —  !2  005  ti^' 


(5) 


indiquée  également  dans  les  Annales  (tome  III,  page  608), 
rentre  dans  la  forme  générale  : 

ab 

^      a  sin  w  4~  ^  <^^  ^ 
Elle  est  celle  d'une  droite  coupant  Taxe  polaire  eo  A 

ifig.  58)  à  la  distance  —  -  du  pôle  et  la  perpendiculaire  OY 

sur  cet  axe  à  la  distance  Ofi  =    . 
On  peut  d'ailleurs  identifier  cette  équation  avec  l'équation 

SinctfOOSa-f-COSuSina  ' 

en  posant  l'équation 

sin6>cosa^cos6>sina=p(3sinv — 2oosw), 

on 

sin  ft»  (cos  a  —  3p)  -j-  cos  w  (sin  «  +  2/?)  =  0  ; 

et  comme  celle-ci  doit  être  satisfaite  quel  que  soit  »,  il  faut 
qu'on  ait  séparément  : 

c06«  — 3/>  =0 , 

sin  a  +  %^  =  0  , 


-^  603  — 
ou  bieo 

C08a  =  3/7, 
8iDa  •=  —  2p. 

EleyaDt  au  carré  et  ajoalant ,  Ton  a  : 
1  =  13/.% 


d'où 


par  suite 


P  =  ±^yiS; 


=  ±:4v/l3    et    sina=:qp~\/l3; 


coaa^it--  V  13     et     SIO  a  s:  qp 

subslitaaDt  ces  Talenrs  dans  (6)  l'on  retombe  sur  Téqualion 
primitiye 

_  1 

'^""Ssinw  —  2oos«»* 

II.  Combe  polaire. 

GoDsid^roDS  maintenant  l'équation  polaire 

l+wn« 
^"l— sinw 

{Fig.  59.)  Soient  O  le  pôle  et  OX  l'axe  polaire.  Décrivons 
du  centre  O  et  du  rajon  0A=1  la  circonférence  âBA'F.  Fai- 
sons croître  b>  depuis  O""  jusqu'à  90"  :  p,  qui  sera  positif,  croî- 
tra depuis  1  jusqu'à  oo  ;  ce  qui  donnera  Tare  AY.  De  90^  à 
180^  les  valeurs  de  p  seront  encore  positiyes  et  en  ordre  in- 
verse égales  aux  précédentes  ;  ce  qui  donne  l'arc  Y'A'.  De 
iSff  à  270^  les  valeurs  de  p  décroîtront  de  1  à  0;  ce  qui  don- 
nera l'arc  A'N'"0.  Enfin  de  â70*  à  360*  les  valeurs  de  p  égales 
aux  précédentes,  croîtront  de  0  à  1  ;  ce  qai  donnera  Tare 
ON"A. 

Voyons  comment  on  déterminera  le  point  N  de  la  courbe 


correspondant  à  ane  position  donnée  ON  du  rayon  vecteor. 
La  perpendicnlaireMPsor  OX«Uint  la  valear  correspondante 
de  sin  »,  on  fera  MV^MP^^MP  ;  pois  menant  P^Q  pa- 
rallèle à  FA,  l'on  aora  par  cette  construction  : 

^      f--sinfe> 

Rabattant  da  centre  O  le  point  Q  en  N  sor  la  direction  ON, 
le  point  N  ainsi  construit  sera  le  point  cherché.  Si  l'oo 
prend  Tare  AM'=AM,  il  sera  facile  de  déduire  delà  position 
connue  du  point  N,  situé  sur  le  rayon  ON,  celle  du  point  N" 
sur  ON'  :  car  les  rayons  vecteurs  oorrespondanis  seront  liés 
par  la  relation 

Donc  si  l'on  détenuiDe  sur  la  tangente  en  A  au  oerde  OA 
un  point  G  également  distant  de  A  et  de  N,  la  circonférence 
GA  coupera  la  direction  OM  en  un  point  N'  qui  rabattu  en  N" 
donnera  la  position  du  second  point  cherché. 

n4Wa  donc  facile  de  déterminer  tant  au-dessus  qu'au  des- 
sous de  Taxe  polaire  autant  de  points  de  la  courbe  que  l'on 
voudbu.  Cherchons  maintenant  les  valeurs  de  tg  et  st. 

D'abord 

,_t4-sin(>»+A) 
^^        1— sin(«+À)' 
par  suite 

2/sfam+*)— sin»^  4cos^«-f-^A^siniA 

(t— sln(ii4.i^)(l— sin«)       (i— 8ln(%.+A))  (l^sia-j 
d'où 

^      ^l-8in(o*+A)Vl  — 8in«)  -A 


2co8(»-f,U)  sin^A 


-  flêB  - 
Ton  aura  donc  : 

d'où  1  on  déduira 

1  ^         (i  +  ahi»)' 

tgz=^oosw  et  st=s> 


2  3eog«» 


1 


on  encore  5£  =  -pco6w. 

Sa 

De  cette  dernière  expression  11  réaulte,  que  la  iOQa*tangeBt« 
en  un  point  qneloanqie de  la  coorbe  ail  égale  àlademi^pro- 
jecUon  du  rayon  secteur  correspondant  anr  Taxe  pobkm. 
Ainsi  projetant  le  point  N  en  a  sar  OX  et  prenant  sur  la 

perpendiculaire  en  O  à  ON,  0S= -Oit,  la  droite  SN  sera 


tangente  eoN  à  la  courbe  comUèrée.  Il  résulle  des  i 
formules  qu'au  point  O  la  perpendicnlaisn  QX  sur  OX  esl 
tangente  aux  deux  branches  de  la  courbe  :  qu'awi  pcrfols 


A  et  A'  la  sous-tangente  OL ,  est  égale  à  -OA  :  que  Tangle 

formé  par  le  rayon  vecteur  et  la  tang«ite  cvott  depuis  le 
point  O.  où  il  est  nul ,  Jusqu'ân  peint  A  e*  H  a  atteint  sa 
valeur  maximum  :  que  de  A  en  Y  il  déerolt  sans  cesse  pour 
devenir  nul  à  l'infini;  c'est-à-dire,  quand  la  tangente,  de- 
venue parallèle  à  OY,  est  située  à  une  distanae  infinin  de  cette 
droite. 

Proposons-nous  enfin  en  dernier  lien  de  troufer  sur  la 
partie  ON"A  le  point  le  plus  bas.  C'est  éTidemnaent  celui  où 
la  tangente  est  parallèle  à  OX  et  où  par  conséquent  l'angle 
formé  par  la  tangente  avec  le  rayon  vecteur  est  égal  à  celui 
que  ce  dernier  fait  lui-même  avec  l'axe.  11  sera  donc  déter- 
miné par  la  relation 

-cos(>>=tangft»t 


qui  conduit  à 


d'où 


taDg*»i-f  tang*ifc— j=05 


taiig*«=--±-|/2, 


ou,  rejetant  le  signe  inférieur, 

tang*«=-l+l\/2; 

Pour  aToir  la  position  oorrespondante  du  rayon  Tecteur 
nous  ferons  la  construction  suivante.  Rabattant  F6  en  Fff 
sur  le  oMé  W  du  carré  construit  sur  OÂ  et  projetant  H' 
en  W,  la  moitié  AI  de  la  corde  AK  sera  la  yalenrde  tangt*. 
Faisant  AT"=:AT=:AI,  le  point  N\  conjugué  du  point  N, 
rabattu  en  N^  sur  AT',  sera  la  position  du  point  le  plus  bas 
cherché  et  la  coorbe  aura  la  forme  VNAlf'ON'^A'V  indiquée 
parla  figure. 


FORMULES  FONDAMENTALES 

de  la  ir%gianam4irie  tphériq^u  eiswr  les  emgle$  de  ianim  y 


«Dcien  élère  de  l'École  normale,  profenear  ta  eellége  de  Nenlef' 


La  plupart  des  livres  élémentaires  ne  présentent  le  théo- 
rème relatif , à  la  projection  d'une  ligne  brisée  sur  un  axe 
que  pour  en  faire  usage  dans  le  problème  de  la  transfunna- 
tion  des  coordonnées.  Les  applications  dont  ce  théorème  est 
susceptible  sont  cependant  si  variées  et  si  simples ,  qu'on  ne 


saeraU  lui  accorder  trop  d'importance.  On  peut  y  rattacher 
immédiatement  par  une  discnssioo  fort  simple,  comme  le  Tait 
M.  Dahamd  dans  ses  conférencee  à  FEcole  normale,  le  théo- 
rème qae'la  projection  d'une  droite  samne  axe  est  égale  à 
la  somme  de  ses  projections  sur  trois  directions  rectangu- 
laires respectivement  malHpHées  par  les  cosinus  des  angles 
que  font  ces  directions  avec  l'axe  -.  ce  qui  donne  le  cosinus  de 
l'angle  de  deux  droites.  Les  deux  théorèmes  ainsi  établis  de 
prime  abord ,  on  peut  en  faire  dépendre  la  trigonométrie 
tout  eftttère.  Los  dèmoastratio  îs  des  formules  fondamen- 
ratea^eviennenl  d'âne  simplicité  remarquable  i  et  en  appor- 
tant quelques  légers  chaugemenis  aux  premières  définitioiis, 
on  pourrait  s'épargner  bien  des  discussions  fastidieuses  et 
toujours  embarrassantes  pour  les  élèves.  Si  le  sujet  vous  pa- 
raissait mériter  quelques  développemenis ,  je  me  ferais  un 
dev€îr  de  vous  exposer  la  manière  dont  je  Ventends.  Mais  je 
dois  à  la  iiéritéde  dhre  que  les  4dées  que  j'ai  à  cet  égard  no 
m'appartiennent  pas  pour  le  fond  ;  j'en  ai  puisé  le  germe  aux 
leçons  de  M.  Duhamel. 

L'objet  principal  de  la  note  que  je  tous  adresse  est  une 
démonstration  de  la  formule  fondamentale  de  la  trigonomé- 
trie sphérique  fondée  uniquement  sur  le  théorème  dont  j'ai 
rapporté  plus  haut  l'énoncé ,  ainsi  que  sur  une  remarque 
connue  que,  deux  axes  rectangulaires  étant  pris  dans  un  plan, 
le  cosinus  de  l'angle  que  fait  avec  l'un  de  ces  axes  une  direc- 
tion quelconque  prise  dans  le  plan ,  est  toujours  le  sinus  de 
l'angle  qu'elle  fait  avec  le  second  axe,  pourvu  que  ce  der- 
nier angle  soit  compté  en  allant  du  second  axe  vera  le  pre- 
mier. 

Je  présente  ensuite  une  démonstration  élémentaire  des 
séries  qui  expriment  sin  jr  et  cos  j:  ;  elle  est  analogue  à  celle 
que  l'on  doit,  je  crois ,  à  M.  Canchy  pour  le  développement 
de  l'exponentielle. 


!•  Soit  un  triangle  spbèriqae  q^ekonqm  ABC  {fig.  60)  sur 
imespbère de  rayoa^ à  ranité.  {F.  1. 1 ,  p.  33.) 

Projetons  le  rayon  OC  sur  la  direction  OB  :  cette  projeo- 
tiOD  eat  ooB  tf.  Maiari  dans  le  planCOA,  et  du  côté  de  l'angle 
GOAfOnmënenneperpendicnlaireONsnrlerayonOA,  et 
qa'on  projette  OC  sur  les  deux  axes  rectangulaires  OA,  ON, 
on  aura  immédiatement ,  d'après  les  théorèmes  que  j'ai  rap- 
pelés: 

cosas^oos^cosc  +  sin6oosNOB. 

Pour  transformer  le  second  terme  de  cette  fomrale  »  me- 
nons en  O  un  pian  perpendiculaire  au  rayon  OA ,  et  soit  ON' 
son  intersection  a? ec  le  plan  BOA  prise  du  côté  de  l'angk 
BOA  ;  menons  d'ailleurs  dans  ce  {dan  une  perpendiculaireON'' 
à  ON'.  Il  est  dair  que  l'angle  NON'  sera  l'anj^e  Adu  triangle, 
et  que  la  droite  ON'' perpendicnlaire  à  ON  et  à  OAle  sera  à 
IsdroiteOB.  La  iwojeetion de sin  6  sur  OB  pourra  s'obtenir 
en  prenant  ses  projections  sur  ON'  et  sur  ON",  et  les  mnlli- 
idiant  ensuite  par  cos  N'OB  et  oos  N'OB.  Gomme  ce  dernier 
cosinus  est  nul,  le  terme  correspondant  disparaît.  Puis  le 
cosinus  de  N'OB  est  le  sinus  de  BOA  ou  de  c.  Donc 
sin  b  cos  NOB  =  sin  A  cos  A  sin  c. 

On  a  par  conséquent  la  formule  .- 

oosa  =  cos6cosc-|-  sioAsinccosA. 

Et  elle  se  trouve  établie  sans  aucune  discussion  pour  tous 
les  cas  possibles. 

^  Considérons  les  deux  séries  : 


l.â    '    1.8.3.4        1.2.3.4.5.6 


t.â.3  '   i.2..5         1.2...7  ' 

On  déduit  des  premières  notions  sur  les  séries  qu'elles 
sont  convergentes  pour  toutes  les  valeurs  de  x. 
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On  a  la  relation 

<px   +  t  J?  =  1 . 


Pour  le  démoHtrer»  rappelons  qu'étant  données  deux  sé- 
ries dont  les  modules  des  termes  forment  eux-mêmes  des 
séries  convergentes ,  on  peut  en  déduire  une  série  dont  la 
somme  soit  le  produit  des  sommes  des  deux  séries. 

D'après  cela ,  on  trouve  : 

Le  coeiBcient  du  terme  général  dans  l'expression  de  9x^ 
revient  : 

2n.2n— 1    2i».2n-i.2yi^2,2/i— 3^  2/1...1  ) 
■~T2      ^  1.2.3.4.  '1.2..2/1)  ' 

cl  celui  du  terme  général  dans  Texpression  de  ^j?  à 

1  f         2/*— 1.2/1— 2  2/1— 1...2     j 

1.2...2/i-l|    "*"  1.2.3         "•"'*  1.2.3... 2/1— 1p 

mais  le  développement  de  (1 — 1}"*  =  0 ,  donne 

2/1.2/z— 1     2/».. .2/1—2  2/1.. 2         2/i..|    ) 

a=.i-2„+__ 1.2.3     ■*•••     i.2..2n--{^Œ:^i] 

d'où 

2/t.2n— 1        2/i..2/t--3  2/1.. .1  _ 

■^       1.2        "*"     1.2..4       "^"  *"*^1...2/i~ 

^     ,  2/1.2»— 1.2/»— 2  .  2/1. ..2 

=  2/1+- 


1.2.3.. .2/i( 


1.2.3  •  1.2..2/I— 1 


«    (.    .   2/1—1.2/1—2    .  2/1—1.2   l 

AN!(.  DE  MATBtMAT.  tV.  ^1 
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et  de  là  il  résulte  que  les  deux  coefficients  sont  égaux. 
r  En  ajoutant  les  deux  relations  obtenues  membre  à  membre, 
on  aura  donc 

(fX  -t-^x  =1. 

Si  on  pose  <pj7sicos6i>,onauradonc^j:ss8inQ»,  eodispo- 
Mnt  oonyenablement  du  signe  de  u. 

Cela  posé  l'expression  <px-f-  l/^^px  étant 
Si  on  prend  Texpression 

On  en  conclura ,  comme  on  le  fait  pour  les  dé?ek>ppemeDls 
de  e*  et  de  e* , 

ce  qui  conduit  à 

au  moins  pour  tonte  valeur  de  m  entière  et  positive. 

Cette  formule  comme  celle  de  Moivre  pourrait  dès  le 
nH>ment  être  soumise  à  la  même  généralisation  et  h  même 
discussion ,  ce  qui  conduirait  à  voir  que  <px  et  -^x  sont  des 
fonctions  périodiques  à  même  période.  Mais  cela  n'étant 
d'aucune  utilité  pour  l'objet  que  je  me  propose ,  je  ne  m'y 
arrêterpas. 

Si  l'on  prend 

fX+  V  — l+j:  =  coSdi-f-|/— isinw, 
ce  qui  précède  avec  la  formule  de  Moivre  donne 

fmx  + 1^ — 1  "^nix  =  cos  XTib»  4~  ^ — *  ^^  "***• 
Soient  donc  x  et  x'  deux  nombres  qui  représentent  des 
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grandeurs  commeittBrables  entre  elies  ;   on  pourra  poser 
j:  =  fpi( ,  jc'  ss  wi'ç,  et  si  l'on  pose 

^  +  V/^+ç  =  oo8o)  +  V/^sinci), 

il  viendra 

fx+V/ — I^'^z^sscosmwhH/— -lsinm6>=cos/t+V/^8in/i 

^'+k'-^fr'=co8m'«+(^^  sin  /»'*»  =cosn'+V/^  sm/i' 

on  pent  donc  coniidérer  n  et  ni  comme  proportionnels  à 
jr  et  y  :  d'où 

n  =  Kx; 
et  par  suite 

«X  =  COS  /t  =  COSKx  SE  1  —  7--  A 

+/i  =  sin  »  =  8111  Kjc  =  jc  —  — 1- 


1.2.3    '    1.2.3.4.5 

Qaant  à  la  constante  K ,  observons  poar  la  déterminer  que 

sinx  ,       . 

le  rapport comme  on  le  voit  en  trigonométrie  ,  ayant 

l'unité  pour  limite,  qoand  on  fait  décroître  x  indéfiniment,  le 

rapport aura  K  pour  limite.  Mais  puisqu'on  tire  de  la 

ainKjf  jr2 

série  même -=1 +  cette  limite  est  runité  môme. 

X  1.2.3 

l>oiieK  =  l. 

Je  finirai  en  communiquant  un  moyen  de  déterminer 
l'angle  de  torsion  ;  étant  fondé  en  partie  sur  des  considé- 
ntknB  géométriques,  il  n'entraîne  dans  auovn  calcul  pé- 
nible. J'y  ajoute  une  solution  géométrique  d'un  problème , 
traité  par  une  analyse  ingénieuse,  dans  un  des  derniers 
volumes  du  journal  de  M.  Liouville,  à  savoir  que  l'hélice 
est  la  seule  courbe  qui  ait  ses  deux  courbures  constantes. 

LfiMMifi  1  :  L'angle  de  contingonce  en  un  point  d'une  courbe 
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a  pour  complémenl  l'angle  que  fail  la  iuM*male  principale  en 
ce  point,  avec  la  tangente  en  on  point  kfinim^t  voisin. 
En  effet ,  on  a  poor  le  cosinus  de  ce  dernier  angle 

^  ds\ds^dty^   ds[ds  ^s]^  d*{tU^ds) 
ce  qui  se  rédaît  à 

i{(^^)"+(4)-+(4)"l=i7=7=- 

ca  désignant  l'angle  de  contingence,  et  p  le  rayon  de  cour- 
bure. 

Angle  de  torsion. 

Soit  M  un  point  quelconque  sur  une  courbe ,  soit  M' le 
point  correspondant  sur  Taréte  de  rcbroussement  de  la  sur- 
face polaire. 

L'angle  de  oonlingence  en  M' est ,  comme  on  le  sait ,  égal 
à  l'angle  de  torsion  en  M ,  puisque  les  génératrices  de  la 
surface  polaire  sont  perpendiculaires  aux  plans  osculatenrs 
de  la  coiirbe. 

On  sait  encore  que  les  plans  tangents  d'une  surhce  déve- 
loppable ,  sont  osculateurs  à  son  arête  de  rebroussement. 
Donc ,  le  plan  osculateur  en  M' est  le  plan  normal  en  M ,  et 
comme  le  plan  normal  j  est  parallèle  au  plaa  osculateur  en 
M' ,  il  s'ensuit  que  les  normales  principales  en  M  et  M' sont 
parallèles. 

L*angle  de  contingence  en  M' sera  donc,  4'après  le  lemne 
établi,  le  complteient  de  l'angle  que  fait  la  normale  priod' 
pflde  en  M  avec  la  perpendiculaire  au  plan  osculateur  ei 
un  point  infiniment  voisin  de  M. 

Si  Ton  désigne  par  / ,  m ,  n  les  angles  que  la  normale  as 
plan  osculateur  en  M  fait  avec  les  axes  des  coordonnées,  oo 
aura  en  conséquence  pour  Texprcssion  de  l'anglede  torsion  <^': 
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d^  d^ 

ds  ds 

±  w' =  f> —î— (coê /W  cos /)+P -■^- [OMm+rfcosm]  + 

4 

+  p    —  (cosra  Woosn) , 

c'est-à-dire  : 

d±  d-^  d± 

=t  »'=.o--j--iicOB  i+p  -^ — dcosm+p — ^  .dcmn 

Si  ToQ  observe  que  la  relation 

ooêtd^  +  cosmi£~+c08»rf-r=0 
/Z5  ^  ds 


donne 


rf^.rfco,/+...  =  _(co./^J+...), 


00  a  celte  aalre  forme  de  l'angle  de  torsion  : 

Qu'on  yeaille  déduire  de  là  les  eiqpressions  ordinaires  ,  il 
suffira  de  remarquer  que  : 

^dx         ,  (  d^x        ,    d^s  \ 

'^wr  =  '''\^-'^dr.\= 

d^x       ^  d^xd^s        .      ,  uP* 

= 2 dx  d,  —  : 

ds  ds'  ds" 

ce  qui,  en  omettant  les  termes  qui  se  détruisent,  conduit  à 

dt  w'  = T-  (cos  Id^x  4-  cos  m  d}y  +  cos  nd^z). 

vas 
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Gomme  oa  a  d'ailleurs  : 

oos/  cosm  cos/t 


il  vient  : 

±  »'  =^  [  (  j^<r»  —  d%dry)  d^x^t  {dzd!^  d  —  dxd^z)  d^y  + 

+  {dxdry^dydx')  d^z]  =ti-j  [rfx  (rf>rf5   —  d^ZiPy)  + 
+  c&^  (€tz4fix  — .  rf*j:rf»«  +  rfz  [d^xd^y  —  ^i^^rf^x)] , 

ce  qai  se  rédait ,  quand  on  prend  x  pour  yariable  indépen- 
dante ,  à  : 

±  o>  =  ^5  [d'yd^z  —  dTzd^x]  dx. 

Une  courbe  dont  les  deux  courbures  sont  constantes  peut 
se  considérer  comme  limite  d'une  ligne  brisée  dont  les  côtés 
pris  égaux  présenteront  consécutiyemcnt  les  mêmes  angles  et 
qui  détermineront  deux  à  deux  de  proche  en  proche  des 
plans  également  inclinés  entre  eux  dans  le  même  sens. 

Gela  posé ,  nous  allons  prouTer  qu'une  pareille  ligne  brieée 
peut  toujours  se  considérer  comme  un  polygone  de  longueur 
minimum  sur  une  surface  prismatique  régulière.  Quand  en 
multipliant  indéfiniment  le  nombre  des  côtés  de  la  ligne 
«brisée  on  le  Mt  converger  vers  la  courbe,  il  est  clair  que  cette 
surface  prismatique  convergera  vers  une  surfece  cylindricpie 
à  base  circulaire  :  et  la  ligne  courbe  limite  étant  sur  oe  cy- 
lindre une  courbe  de  longueur  minima  sera  Éne  hélice  même. 

Soit  ABCDE  (6g.  61)  la  ligne  polygonale.  Menons  les  bis- 
sectrices des  angles  G  el  D ,  et  soit  00'  la  perpendiculaire 
commune  à  ces  deux  bissectrices.  Le  quadrilatère  gauche  00* 
DG  aura  ses  angles  O  et  O'  droits  et  ses  angles  G  et  D  égaux 
comme  moitiés  d'anglos  égaux.  Les  côtés  OC  oi  O'D  y  seront 
aussi  égaux. 
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Poar  le  proaver  constrnisoDs  le  prisme  CICIO'KD ,  et  con- 
sidérons Tangle  Irièdre  dont  G  est  le  sommet  et  dont  les 
arêtes  sont  GO,  GK  et  GD  avec  le  triôdre  dont  les  arêtes 
sont  DO'  DK  et  DG.  Ges  denx  triddres  ont  leurs  angles  plans 
respectîTement  égaux ,  car  par  constractk»  OGD  =  ODG 
KGD = GDI  à  cause  des  parallèles  GK,  ID  et  les  angles  OGK, 
O'DI  sont  droits  ;  donc  Fangle  dièdre  formé  snivani  GK  dans 
le  premier,  égale  l'angle  dièdre  formé  sairant  DI  dans  le 
second.  Il  en  résulte  que  dans  le  triangle  O'KD,  les  deux 
angles  en  K  et  D  sont  égaui  :  donc  (yD  =  OK  =  OG. 

Si  l'on  mène  la  bissectrice  de  Faille  B  et  que  0,0^'  soit  la 
perpendiculaire  commune  à  cette  droite  et  è  GO,  on  anra 
de  méae&'fi=0,G.  Mats  ABGD  pouvant  d'après  la  nature 
de  la  ligne  coïncider  avec  le  système  BCDE ,  il  est  dair  que 
la  coïncidence  établie,  BO"  tombera  sur  GO  et  GO  sur  DO"  - 
en  sorte  que  la  perpendiculaire  00"  coïncidera  alors  avec 
OO'.  Donc  0G=0'D=OG.  Le  point  O.  est  donc  le  ménae 
que  le  point  O.  Je  dis  de  plus  que  00^'  est  le  prolongement 
deOO'. 

Considén)ns  en  effet  le  trîèdre  dont  GO,GB,GK'  sont  les 
arêtes  et  celui  dont  les  arêtes  sont  GO,GK  et  GD.  Ges  deux 
trièdresont  un  angle  dièdre  égal  suivant  OG*,  les  faces  ad- 
jacentes sont  respectivement  égales  comme  moitiés  d'un 
même  angle  d'un  côté  et  comme  angles  droits  de  Fautre. 
Donc  rinclinaison  des  deux  plans  0GB,  BGK'  est  la  même  qoe 
celle  des  deux  plans  OCD,KGD.  Mais  celle-ci  est  la  même 
que  celle  des  deux  plans  0'DG,GDI  d'après  ce  qui  a  été  dit 
des  deux  trièdres  d'abord  considérés.  Donc  l'indinaiaon  des 
doux  plans  OCB,BGK'  est  la  même  que  celle  des  deux  plans 
O'DC^GDI.  Donc  si  l'on  porte  le  quadrilatère  OGBa'sor 
soi|  égal  O'DGO  en  4X>nsidérant  la  droîto  GK'  comme  inTaria- 
blement  liée  avec  lui,  le  pian  BGK'  tombera  sur  le  plan  GDI, 
par  suite  GK'  coïncidera  avec  DI .  Puisque  alors  00"  coïncide 
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avec  (yO,  îl  s'ensuit  qac  GK'  et  00"  sont  parallèles.  Donc 
00"  est  parallèle  àOO',  et  par  conséquent  en  est  le  prolon- 
gement. 

Concevons  maintenant  des  plans  menés  par  les  diSérenCs 
côtés  de  la  ligne  ABGDE  parallèlement  à  Taxe  aOO",  la 
surface  prismatique  qui  en  résultera  aura  toutes  ses  faces 
égales.  C'est  une  conséquence  de  ce  que  tous  les  côtés  de  la 
ligne  pcdiygonale  sont  égaux  et  que  d'après  ce  qui  précède 
leurs  inclinaisons  sur  les  autres  lalérales  de  cette  surface 
sont  égales.  De  plus,  comme  les  plans  O'OC,  O'OD  sont  les 
plans  bissecteurs  des  angles  dièdres  que  présentent  en  faces 
suivant  KCK',  DI...  et  qu'il  est  démontré  que  rindinaisondes 
plans  OGK',  BGR'  est  la  même  que  celle  des  plans  O^DI,  GDI, 
les  indinaisons  des  faces  de  la  surface  prismatique  sont 
égales  entre  elles.  Donc  cette  surface  prismatique  est  une 
surface  régulière  dont  Taxe  est  O'OO^',  et  dont  les  arêtes 
sont  également  inclinées  sur  les  côtés  de  la  ligne  brisée  dans 
le  même  sens  ;  donc ,  etc. 


ANNONCE. 


M.  Faure^  professeur  à  Gap,  vient  de  publier,  à  la  li- 
brairie Bachelier,  un  premier  Mémoire»  contenant  des  vues 
ingénieuses  sur  YlnterpréUUion  géoméirique  des  quaniités 
imagmaires.  11  en  sera  rendu  compte  avec  une  indication  des 
travaux  eiécutés  dans  la  même  direction.  Y  a-t-il  progrès 
ou  n'est-ce  qu'un  jeu  d'esprit  avec  les  équations  d'équilibre? 
Nous  attendons  le  second  Mémoire  pour  répondre  à  cette 
question.  M.  l'abbé  George,  qui  s'occupe  depuis  longtemps 
du  même  sujet,  nous  a  adressé  une  lettre  qui  sera  insérée  au 
mois  prochain. 
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NOTE 

Sur  la  limite  du  nombre  des  dîvtMons  à  faire  pour  trouver  le 
plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres  entiers  ; 

PAR  W.  S.  uovirsT, 

Professeur  de  matbématiqaes  au  collège  royal  Loais-le-Grand  (*. . 


Dans  cette  note ,  j'indique ,  pour  le  nombre  des  divisions  à 
faire  lorsqu'on  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
deux  nombres  entiers ,  des  limites  qui  conviennent  à  tous  les 
systèmes  de  numération  et  qui  comprennent  les  limites  déjà 
données  parMM.  BinotetLamé.  De  plus,  je  montre  comment 
on  obtient,  quelque  soit  le  mode  de  division,  la  limite  la  plus 
approchée  entre  toutes  celles  qui  dépendent  seulement  du 
plus  petit  des  deux  nombres  proposés.  Les  démonstrations 
dont  je  fais  usage  paraîtront,  je  Tespére,  aussi  élémentaires 
que  le  comporte  la  nature  de  la  question. 
'  I.  Soient  A  et  B  les  deux  nombres  proposés ,  D  leur  plus 
grand  commun  diviseur.  Si  Ton  divise  A  et  B  par  D  et  qu'on 
cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  des  quotients  ainsi 
obtenus,  on  effectuera  le  même  nombre  de  divisions  que  pour' 
trouver  celui  des  nombres  A  et  B;  or  ces  quotients  sont 
premiers  entre  eux,  donc,  dans  la  recherche  d'une  limite 
du  nombre  de  ces  divisions ,  on  peut  supposer  que  le  plus 
grand  commun  diviseur  D  est  égal  à  i'unlic.  Cela  posé,  soient 

B D5,D,,  D„D.,1, 


(')  Ua  extrait  de  celte  noie  a  été  présenté,  le  i«r  décembre  dernier,  par 
M.  Binel ,  à  l'Académie  des  sciences. 

ANn.  DE  Matii«v.  IV.  ^2 


toas  les  nombres  qoi  ont  servi  successîTement  de  dîTisenrs. 
Si  l'on  ooQsidëre  trois  diviseurs  oonsécatifs  tels  que  D,,  D4,D„ 
le  troisième  sera  le  reste  de  la  division  du  premier  par  le 
second  ;  donc  le  premier  est  au  moins  égal  à  la  somme  des 
deux  autres  :  mais,  D,  est  au  moins  égal  à  â ,  donc  D,  est  an 
moins  égal  à  S-,  pareillement,  D^  est  au  moins  égal  à  5,  D^ao 
moins  égal  à  8 ,  D«  au  moins  égal  à  13  et  D,  au  moins  égal  à 
â1  j  donc  on  a 

(1)De>10etD,>10X2; 
d'où  Ton  déduit 

D,>iOX3,  D,>iOx5,  Dto>iOx8, 
D„>10x13,D„>iOX21, 
et ,  à  plus  forte  raison, 

(9)D„>IO\D„>iO'x2: 

Or,  de  même  que  les  inégalités  (1)  ont  conduit  aux  inéga- 
lités (2) ,  celles-ci  conduiront  à 

(3)D^>10»,D^>I0^X2, 
ou  à 

D3.5+i>tO^  D,.j+,  >  10^X2, 

et ,  ainsi  de  suite,  en  supposant  que  le  nombre  des  divisinirs 
intermédiaires  soit  constamment  égal  à  3  :  donc  on  a  généra- 
lement 

mais ,  10  étant  la  base  du  système  dans  lequel  on  opère,  10* 
contient  n-\-i  chiffres  ;  d'ailleurs  5n  +  i  est  le  nonoibre  total 
des  divisions  effectuées,  lorsqu'on  prend  Ds^^i  pour  pre- 
mier diviseur  ou  pour  le  plus  petit  B  des  deux  nombres  pro- 
posés; donc,  lorsqu'on  effectue  plus  de  5/t  divisions,  B 
contient  plus  de  n  chiffres ,  ou  autrement ,  le  nombre  des  H- 
vtitofis  effeeiuées  ne  peut  excéder   cinq  fois  le  nombre  des 
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chiffrée  de  B,  Telle  eslla  limUe  donnée  par  M.  Lamé  {*). 
Il  Ea  obsOTvant  que,  dans  la  démoDStraiion  précédente , 
la  seule  particularité  relatire  à  la  base  10  consiste  en  ee 
qu'on  a  supposé  que  le  sixième  et  le  septième  des  nombres  i , 
2,3,5,8,  13,  ûi  contiennent  Tun  la  base  ot  Tantre  le 
doable  de  la  base,  on  voit  que  des  raisannements  analogues 
sont  applicables  à  une  base  quelconque,  et  Ton  peut  établir 
cette  règle  générale  :  Pmur  avoir  une  limite  du  nombre  de 
dbriioneâ  faire  dans  larecherche  du  plus  grand  commun  A- 
viseur  de  deux  nombres  entiers,  en  opérant  dans  un  syrtéme 
dont  la  base  eil  b,  on  écrit  la  suite  des  nombres 

(i)  i  ,  â,  3,  5,  8, 13,  âl ,  34,  55,  89,  144.... 

dont  chacun^  à  partir  du  troisième,  est  égal  d  la  somme  des 
deux  qui  le  précédent  immédiatement,  jusqu'à  ce  qu'on  ait 
obtenu  deux  termes  consécutifs  dont  l'un  contienne  la  base  et 
l'autre  le  double  de  la  base-,  le  nombre  des  termes  précédents 
multiplié  par  le  nombre  des  chiffres  du  plus  petit  des  deux 
nombres  proposés  est  la  limite  demandée. 

Lorsque  les  deux  termes  auxquels  on  s'est  arrêté  sont 
précédés  immédiatement  d'un  terme  qui  contient  la  base , 
ainsi  que  cela  arrive  pour  les  bases  2,  3,  5,  7,  8,  11,  12, 13, 
on  reconnaît  facilement  que  la  limite  peut  être  diminuée 
d'une  unité.  Ainsi,  en  désignant  par  c  le  nombre  des  chiffres 
de  B ,  et  par  /  la  limite  correspondante  à  la  base  b ,  on  aura 
los  résultats  suivants  : 

Ip=      2,         3,         4,         5,         6,         7,         8,         9, 
/  ==  2c— 1,  3c— 1,    3c,     4c— 1,     4c,  5c— i, 5c— 1,     5c, 

h=    10,       11,         12,         13. 

/=    5c,    6c— 1,     6c— 1,    6c— 1. 

(*)  Comptes  rendus  de  PAcadéraie ,  28  oclobrc  1844. 


m.  La  forme  des  limites  âc— 1,  3c-— 1,  3c....  varie  arec 
la  base  b  ;  de  plos ,  si  Ton  considère ,  par  exemple  le  nombre 
13  y  écrit  dans  le  système  décimal ,  elle  même  nombre  âl  écrit 
dans  le  système  dont  la  base  est  6 ,  et  qu'on  fasse  successive- 
ment Bs=13  et  B=s  31 ,  les  limites  5c  et  4c  correspondantes 
à  ces  bases  donneront  /=  10  et  /=8.  Ainsi  ces  limites  va- 
rient en  général  de  forme  et  do  grandeur  avec  la  base  du 
système  dans  lequel  ou  opère ,  quoique  te  nombre  des  divi- 
sions à  faire  soit  indépendant  de  cette  base.  Proposons-noos 
de  déterminer  une  limite  qui  convienne  k  tous  les  systèmes. 

Soient,  comme  précédemment,  A  et  B  les  deux  nombres 
dont  on  cherche  le  plas  grand  commun  diviseur  et  R  le  reste 
de  la  division  do  A  par  B.  En  supposant  que  R  ne  soit  pas 
contenu  exactement  dans  B ,  on  aura  R>7BouR<^Bi 
dans  le  premier  cas ,  si  l'on  divise  B  par  R ,  on  obtiendra  le 
reste  B — R  <Ct  B  :  donc  deux  divisions  au  plus  sont  néces- 
saires pour  obtenir  un  reste  R.  <  .-  B  ;  par  la  même  raison 
deux  divisions  au  plus  sont  nécessaires  pour  obtenir  un  nou- 
veau reste  R.  <C  ?  R,.  En  supposant  que  la  même  nécessité 
continue  de  se  présenter  jusqu'à  ce  qu'on  ait  obtenu  le  plus 
grand  commun  diviseur  R» ,  on  aura  la  suite  d'inégalités 
2R,<B,  2R.<R.,2R,<R....2Rii-i<-2R»_2,  2R»<R^-i 
d*où  l'on  conclut  immédiatement 

2"xR*<Bou2*<B, 

ensupposant  R»  =  i .  Mais  on  a  fait  au  plus  2n  divisions  pour 
coDienir  R»;  donc,  en  comptant  la  dernière ^  on  en  a  fait  cm 
plw  1-f  2n ,  n  étant  Vexpoêant  de  la  plus  grande  puiesancede 
2  contetme  dans  le  plus  petit  B  des  deux  nombres  proposés. 
M.  Biuet  a  trouvé,  par  une  démonstratiofi  analogue,  la  limite 
plus  simple  \-{-n  (*) ,  mais  en  considérant  la  division  sous  un 

{')  Journal  de  M.  Liouvillc ,  tome  VI ,  i84i. 


—  eai  — 

aatre  point  de  vue.  Il  n'est  peut-être  pas  sans  intérêt  de  mon- 
trer qne  cette  limite  1  +2n  est  une  conséquence  immédiate  de 
la  h'mitc  âc— 1  qne  nous  ayons  déterminée  précédemment  et 
qui  correspond  au  cas  où  le  nombre  B  est  écrit  dans  le 
sjstéme  binaire. 

En  effet  â  étant  la  base  du  système  et  e  le  nombre  des 
chiffres  de  B,  on  a  B=ou>2<^-*  et  B<'2*;  donc  c—i  est 
^1  à  l'exposant  n  de  la  plus  grande  puissance  de  3  con  -  ' 
tenue  dansB;  douces  1  -{-nei,  par  suite,  2c— 1=1+2». 

IV.  Considérons  la  suite  des  nombres 

(1)        1,  2,  3,  5,  8,  13,  21,  34,  56,  89 

auxquels  on  reconnaît  immédiatement  cette  propriété ,  que 
si  Ton  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux 
termes  consécutifs,  tels  que  34  et  21,  on  obtiendra  succes- 
sivement pour  restes  les  nombres  précédents  13,  8,  5,  3,  2, 
1  et  le  dernier  reste  0  ;  d'où  il  résulte  que  le  nombre  des  di- 
visions effectuées  est  égal  au  nombre  des  termes  qui  précè- 
dent le  plus  grand  34  des  deux  nombres  qu'on  a  pris  dans 
la  série. 

*  Pour  obtenir  la  limite  5c,  nous  avons  supposé  seulement 
que  les  sixième  et  septième  termes  de  cette  série  contien- 
nent Fun  la  base  10  et  l'autre  le  double  de  cette  base , 
sans  tenir  aucun  compte  de  l'excès  3  de  13  sur  10  ni  de 
l'excès  1  de  21  sur  10x2;  il  est  donc  présumablc  qu'en 
ayant  égard  à  ces  différences  nous  pourrons  trouver  une  li- 
mite plus  approchée. 

On  a  vu  précédemment  que  D,  est  au  moins  égal  à  2  ou, 
autrement,  que  lorsqu'on  fait  deux  divisions  pour  trouver  le 
plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  A  et  B ,  le  plus 
petit  nombre  B  est  au  moins  égal  à  2  ;  pareillement,  quand 
on  fait  trois  divisions ,  B  est  au  moins  égal  à  3  ;  quand  on  fait 
4  divisions ,  B  est  au  moins  égal  à  5 ,  et ,  en  général ,  quand 
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OQ  fait  n  dhrisiom ,  B  est  au  moiDS  égal  au  n*  terne  de  la 
série  (1).  Gda  ètrat,  aappoaooiqa'on  demande  une  limite  da 
nombre  des  divisions  à  faire,  lorsqu'on  a,  par  exemple, 
B  =s  17  :  si  Ton  cherche  dans  la  série  (i)  le  premier  terme 
ai  >  17,  le  nombre  6  des  termes  précédents  sera  la  limite 
demandée  ;  car  si  Ton  était  obligé  de  faire  pins  de  6  divi- 
sions, B  serait  au  moins  égal  à  21 ,  ce  qui  est  contraire  à  l'hy- 
pothèse. Je  dis  de  pins  qa'aucnne  antre  limite,  dépendant 
seulement  de  B,  ne  donnera  pour  maximum  du  nombre  des 
divisions  un  nombre  inférieur  à  6.  Car,  si  cela  était ,  cette 
même  limite  appliquée  au  nombre  i3<Ii7  donnerait  en- 
core un  maximum  inférieur  à  6;  et  Ton  vient  de  voir  qu'en 
supposant  A  =  21  et  B  =  13  le  nombre  des  divisions  à  faire 
était  égal  à  6.  On  peut  donc  établir  cette  règle  générale  : 
Pour  avoir  la  Kmiie  la  plus  approchée  du  nombre  des  divi-- 
sùms  à  faire  dans  la  recherche  du  plus  grand  commun  divi- 
seur de  deux  nombres  entiers  A  et  B^  on  écrit  les  termes  de  la 
série  (1)  jusqu*au premier  terme  supérieur  âB,'le  nombre  des 
termes  précédents  est  la  limite  demandée. 

y.  Chaque  fois  qu'une  division  conduirait  à  un  reste  plus 
grand  que  la  moitié  du  diviseur  correspondant ,  on  peut 
ajouter  une  unité  au  quotient  et  soustraire  le  dividende  du 
produit  du  diviseur  par  le  quotient,  ce  qui  conduit  à  un  reste 
moindre  que  la  moitié  du  diviseur.  En  réduisant  ainsi  deux 
divisions  à  une  seule ,  on  conçoit  qu'on  puisse  trouver  des 
limites  moindres  que  celles  qu'on  vient  d'obtenir.  Suppo- 
sons donc  qu'on  apporte  cette  modification  à  la  recherche  dn 
plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  A  et  B,  et  soient , 
comme  précédemment,    • 

B.  ..D„  D,,  D„  D.,  1, 

tous  les  noml>res  qui  ont  servi  de  diviseurs.  Si  l'on  considère 
trois  diviseurs  consécutifs  tels  que  D,,  D4,  D, ,  le  troisièBie 


sera  le  reste  de  la  diviBion  do  premier  par  le  second  ;  donc , 
sniTaiit  qo'on  aura  pris  le  qaolietit  par  excès  oa  par  défaut , 

a6n  d'obtenir  un  reste  D, <;-D4,  on  aura 

D,=:ou>3D,  — D3  00  D5  =  oa>2D,  +  D,. 
Désignant  par  K  l'excès  de  D4  snr  â  D,,  on  trouve 
aD,  — D,=£5D,  +  SKet  2D,  +  D,=  5D3 +  2R, 

d'où  Ton  conclut 

2D,  +  D3<3D, -D3. 

Donc,  quel  qœ  soit  le  mode  de  diyision  ,  on  aora  tou- 

joors 

D,c=oo>2D4  +  D,: 

mais  D.  est  au  moins  égal  à  -2 ,  donc  D,  est  au  moins  égal  à  5  \ 
pareillement,  D^  est  ao  notas  égal  à  la ,  D^  ao  moins  égal  à 
29  et  ainsi  de  suite;  donc  on  a 

(4)  D,>i0elD,>10X2. 

Qr,  de  même  qoe  les  inégalités  (1)  ont  conduit  à 

Dsn+i  >  10* 
Les  inégalités  (4)  conduiront ,  par  des  raisonnements  analo- 
gues, à 

D3i»+i>tO* 

d'où  l'on  conclut  qoe  U  nmbrt  des  divisions  à  faire  ne  peut 
excéder  trois  fois  le  nombre  des  chiffres  de  B.  U.  Binet  a 

domé  la  limite  moins  approchée  i  +  -^  <?  (*)• 

On  reconnaît  aisément  que  la  série 
(2)  1,  2,  5,  12,  29 


(*)  Jooraal  de  M.  LiouYille,  tome  VI ,  tHu  el  comptes  reodas  de  l'Académie, 
4  novembre  1844. 
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dans  laquelle  3  termes  consécatifs  sont  tels  que  le  3*  est 
égal  au  double  da  â*  augmenté  du  i*',  donne  lieu  à  des  con* 
séquences  analogues  à  celles  qu'on  a  déduites  de  la  série  (i). 
Aussi  nous  contenterons-nous  de  les  énoncer  : 

r  Pour  avoir  une  limite  Y  du  nombre  de  divisions  d  faire 
dans  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  de  deux 
nombres  entiers  A  et  B,  on  écrit  les  termes  de  la  série  (2)  jtt#- 
qu*au-premier  qui  contienne  la  base  du  système  dsms  lequel  on 
opère,  le  nombre  des  termes  précédents  multiplié  par  le 
nombre  des  chiffres  du  plus  petit  B  des  deux  nombres  pro- 
posés est  la  limite  demandée.  On  trouve  ainsi  les  résultats 
suivants  : 

6  =  2,    3,   4,   5,  6,    7,    8,    9,   10,11,12,13 
Z'  =  c,  2c,  2<?,  2c,  3c,  3c,  3c,  3c,  3c,  3c,  3c,  4c 

On  voit  que  la  limite  3c  est  commune  à  7  bases  différentes 
et  que ,  pour  Couver  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux 
nombres  écrits  dans  le  système  dont  la  base  est  2,  le  nombre 
des  divisions  à  faire  ne  peut  excéder  le  nombre  des  chiffres  du 
plus  petit  fi  des  deux  nombres  proposés. 

Remarque.  Le  nombre  B  étant  écrit  dans  le  système  doot 
la  base  est  2,  ona  B  s  ou  >  2«-»  et  fi<2"  ;  donc  c —  i  est 
égal  à  l'exposant  n  de  la  plus  grande  puissance  de  2  con- 
tenue dans  B;  donc  c  =  1  -f  /i.  Telle  est  la  limite  don- 
née par  M .  Binet. 

^  Pour  avoir  la  limite  la  plus  approchée  du  nombre  de 
divisions  à  faire  ^  dans  la  recherche  du  plus  grand  commun 
diviseur  de  deux  nombres  entiers  Â  el  B,  on  écrit  les  termes 
de  la  série  (2)  jusqu'au  premier  terme  supérieur  d  B,  te 
nombre  des  termes  précédenis  est  la  limite  demandée, 

Yl.  Lorsqu'on  connaît  le  plus  grand  conunun  diviseur  de 
A  et  B,  ou  plus  généralement  un  facteur  D  commun  à  ces 
deux  nombres ,  ou  substitue  à  B ,  dans  le  calcul  des  limites 
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B 

précédentes ,  le  quotient  =- ,  ou  seulement  au  nombre  des 

chiftres  de  fi  celai  des  chiffres  de  ce  quotient ,  ce  qui  donne 
ordinairement  des  limites  plus  approchées. 

Prenons  pour  exemple  les  nombres  2904  et  112â  écrits 
dans  le  système  décimal,  et  dont  le  plus  grandeommun  diyisear 
s'obtient  en  effectuant  5  ou  4  divisionssdon  la  manière  d'opé- 
rer. Les  limites  bc  et  3c  appliquées  à  112â  donnent  /=  20, 
/'=  12  :  remploi  des  séries  (1)  et  (2)  donnent  les  limites  plus 
approchées  1=  15,  /=  9.  Mais  les  nombres  2904  et  1122, 
étant  diyisibles  par  2,  par  3,  et  par  1 1 ,  sont  divisibles  par  le 
produit  2  X  3  X  ii  =  66  et ,  sans  effectuer  la  division  de 
1122  par  66 ,  on  voit  que  le  quotient  de  cette  division  con- 
tient deux  chiffres;  ce  qui  réduit  les  limites  5c  et  3c  à 
/s=  10,  /'  =  6.  Enfin  si  Ton  divise  1122  par  66  et  qu'on 
emploie  les  séries  (1)  et  (2)  on  substituant  le  quotient  17  à 
1122,  on  aura  les  limites  encore  plus  approchées  /=6  > 
/'=4. 

Vil.  Supposons  qu'en  cherchant  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  A  et  B,  on  ait  pris  tous  les  quotients  par  excès 
afin  d'obtenir  des  restes  moindres  que  la  moitié  des  diviseurs 
correspondants ,  et  soient  »  dans  cette  nouvelle  hypothèse , 

B...  D,,  D„  D,,  D.,  1, 

tous  les  nombres  employés  comme  diviseurs.  Si  Ton  consi- 
dère trois  diviseurs  consécotiiis,  tels  que  D5 ,  D^ ,  D,,  on  aura 

D,=  au  >  3D,— D,. 

Or  D.  est  au  moins  égal  à  2,  donc  D,  est  au  moins  égal 
à  5 ,  D4  au  moins  égal  à  13,  D5  au  moins  égal  à  34,  etc.  On 
est  ainsi  conduit  à  la  suite  dès  nombres 

(3)  1,  2,  5,  13,  34,  89,  233.... 

dans  laquelle  trois  termes  consécutifs  sont  tels  que  le  troi- 


sième  est  égal  au  triple  du  second  moins  le  premier.  Cette 
séf ie  donnerait  lieu  à  des  conséquences  analogues  à  celles 
qu'on  a  déduites  des  séries  (i)  et  (â)  :  mais,  comme  les  termes 
qui  la  composent  sont  l'unité  et  tous  leff  termes  de  rang 
pair  de  la  série  (1) ,  on  voit  qu'étant  d<Huiée  une  limite  / 
déduite  de  la  série  (1)  et  relative  au  mode  ordinaire  de 
division,  on  obtiendra  une  limite  /"  relative  an  cas  actuel,  en 

faisant r  =  i -fô^-  ^^^^y  P^^  exemple,  la  limite  /=5c 

donnera /''  =  l  +  ôC,  c'est-à-dire  que,  lorsqu'on  opérant 

dans  le  système  décimal  on  a  pria  tous  les  quotients  par  exoèa, 
afin  d'obtenir  des  restes  moindres  que  la  moitié  des  diviaeurf 
correspondants ,  le  nombre  de$  divieionê  effectuées  ne  peut 
excéder  VuiwUé  augmentée  de  cinq  fois  la  moitié  du  nombre 
des  ckiffires  du  plus  peiU  B  des  deux  nonU^res  proposés. 

Nota.  La  limite  dite  deM.  Binet,  relative  aux  quotients  le 
plus  approchés,  est  déjà  ancienne  et  depuis  longtemps  du  do- 
maine public.  La  limite  deM.  Lamé,  relative  aux  quotients 
ordinaires,  est  nouvelle  ;  M.  Fînek  en  a  donné  une  démons- 
tration dans  ce  volume  (p.  71)  ;  le  beau  travail  qu'on  vient  de 
lire  complète  et  simplifie  la  théorie.  Le  lecteur  attentif  aura 
remarqué  l'erreur  qui. nous  a  échappé  dans  un  travail 
analogue  (p.  569);  on  n'a  n  <  3  A  que  lorsque  k  est  moindre 
que  3.  Tm. 
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PROBLEMES  œMBINATOIRES. 

9ABL  M.  TBIBAUl-T, 

Professeur,  lioeneié  es  sciences  physiques  et  malhémattqoes. 


I.  Problème.  Étant  données  dîfférentet  séries  «  la  première 
de  m  lettres  a^  6,  c...,  la  seconde  de  m' lettres  a\  b\  c'...,  la 
troisième  de  m"  lettres  a'\  V\d\,.^  etc.  déterminer  le  nombre 
des  arrangements  qn'on  pent  faire,  chaque  arrangement  de- 
vant contenir  n  lettres  de  la  première  série ,  n'  lettres  de  la 
deuxième,  n"  de  la  troisième,  etc. 

Il  y  a  deux  cas  à  considérer,  savoir  :  1^  si  aucune  lettre  ne 
doit  se  répéter  dans  un  même  arrangement  ;  2^  si  une  même 
lettre  peut  se  répéter  plusieurs  fois. 

1*'  cas.  Arrangements  sans  répétUions.  Commençons  par 
former  tous  les  arrangements  possibles  des  m  lettres  de  la 
première  série  n  à  n  ;  leur  nombre  est  donné  par  la  formule 
connue  m  (m  —  1)  ..„  (m  —  n+i);  nous  le  représenterons 
par  A«,«. 

Bans  l'un  quelconque  de  ces  arrangements,  introduisons 
une  lettre  a'  de  la  seconde  série  à  toutes  les  places  possibles 
qui  sont  au  nombre  de  if  + 1  ;  il  en  résultera  n-^-i  arran- 
gements nouveaux.  L'introduction  de  chacune  des  autres 
lettres  6',c',...  en  fournira  le  même  nombre,  ce  qui  fait  en 
tout  {n+i)  m'  arrangements  nouveaux  provenant  de  Tar- 
rangement  considéré.  La  même  chose  étant  faite  pour  cha- 
cun des  Am,»  arrangements  déjà  formés^  il  en  résultera 
(n  +  i)  ni'Am,n  arrangements  composés  chacun  de  n  lettre» 
de  la  première  série,  et  d'une  lettre  de  la  deuxième. 
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Dans  Tun  quelconque  de  ces  deniers  arrangemenls ,  aflèc- 
lons  poar  un  instant  de  l'indice  1 ,  la  lettre  de  la  seconde 
série  qn'il  contient  ;  puis  introduisons-y  une  deuxième  lettre 
do  cette  série  en  l'affeclanl  de  IMndice  2.  Cette  nouTolle  lettre 
ponvant  se  mettre  à  toutes  les  places  qui  sont  an  nombre  de 
n-}^  2  y  il  en  résultera  if  +  ^  arrangements  nouveaux.  En  in- 
troduisant de  cette  manière  dans  Tarrangement  considéré  cha- 
cune des  m' — 1  lettres  de  la  seconde  série  qui  ne  se  trouYaient 
pas  dans  cet  arrangement ,  il  en  résultera  en  tout  {n  -|-  S) 
(m' — 1)  arrangements.  La  même  diose  étant  faite  pour  cba- 
cundes(ii+l)  m'ÂM,»  arrangements  primitifs,  on  aura  en  tout 

(/i  +  l)  (n  +  2)  X  m'(w'— i)  Al»,» 

arrangements  composés  de  n  lettres  de  la  première  série ,  et 
de  deux  lettres  de  la  seconde,  ces  deux  dernières  étant  affec- 
tées des  indices  1,2,  d'après  Tordre  de  leur  introduction. 

On  suivra  le  même  ordre  de  formation  jusqu'à  ce  qu'on  ait 
introduit  dans  chaque  arrangement  n!  lettres  delà  deuxième 
série ,  et  en  affectant  successivement  les  nouvelles  lettres  in- 
troduites des  indices  3,4, ....  n\  On  aura  ain^i  tous  les  arran- 
gements qu'on  peut  former  avec  n  lettres  de  la  première 
série ,  et  nJ  lettres  de  la  deuxième ,  différents  entre  eux  soit 
par  les  lettres ,  soit  par  Tordre  de  ces  lettres ,  soit  par  Tordre 
des  indices;  leur  nombre  sera 

(n+i)  (n+2)  ....  (/i+rt')  X  m'K—l) ....  (m'-»'+i)A«,», 

qui  peut  s'écrire  (n  +  1  )  (»  +  2) . . . .  (»  -|-  n')  A»,»^.^,»'. 

Observons  actuellement  qu'un  mémearrangement  de  lettres 
se  trouvera  reproduit  avec  toutes  les  permutations  possibles 
dans  Tordre  des  indices,  c'est-à-dire  1.2....n'  foi^.  Si  donc 
on  supprime  les  indices ,  le  nombre  des  arrangements  diffé- 
rents deviendra  i  .2...n'  fois  moindre.  Ikm$  le  ca9  de  deiixsé^ 
ries  seulement ,  la  formule  cherchée  est  donc 
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(»  + 1)  in  -i-  8)....  («  +  n')  A^..A^», . 

i.a »' 

qui  part  t'éerin  sous  la  forme  symétrique. 

Au  mqyen  des  airangemeots  relatifs  à  deux  séries ,  on  ob- 
tiendra ceux  qui  sont  relatifs  à  trois ,  en  suivant  exactement 
la  même  marche  pour  introduire  les  m"  lettres  de  la  troi- 
sième série  n"  à  n!'.  On  trouvera  ainsi  que  la  formule  relative 

â  trois  série»  est 

i.±..{n  +  n'  +  n") 

1.2..  n  X  i.2...n'  x  1  2....«"^"^'*^~>'^*^''^*"  ' 

On  trouvera  de  même  que  la  fortfiule  générale  cherchée , 
relancement  â  UnUes  les  séries^  est  : 

i,2,...{n  +  n'  +  n'  +  ,,.) 
1.2...nX  1.2...n'X  1.2...«"X....  ^«.•A«..*'Am"x. ...    (A) 

Deuxième  cas.  Arrangements  avec  répétitions.  On  suivra 
exactement  la  même  marche  que  pour  les  arrangements  sans 
répétitions.  Mais  alors  Am,»  représentera  le  nombre  m*"  qui 
exprime  combien  on  peut  Taire  d'arrangements  nk  n  avec 
répétitions  au  moyen  de  m  lettres.  L'introduction  del.2,../i' 
lettres  de  deuxième  série ,  avec  les  indices  respectifs  1  ,:^,  .  ,n\ 
dans  les  Am»»  arrangements  des  lettres  de  la  première  série, 
conduit  à  des  arrangements  successifs ,  dont  les  nombres  sont 
respectivement 

(«4-  l)m'A»,»,  (/J  +1)  (ft-*-2)  X  wi"  Am,*, 

(«  +  i)  («  4-  2). . . .  (»+  n')  X  m'"'A«,n. 

Si  on  supprime  les  indices,  le  nombre  total  des  arrangements 
est 

r2z;? ^"^  ^"''* 
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nombre  qai,  en  représentant  m"*'  par  Am\n' ,  prend  la  forme 
symétrique  exprimée  par  la  même  formule  (1)  qu'on  a  ob- 
tenue pour  le  cas  des  arrangements  sans  répétitions. 

On  trouvera  de  même  que  le  nombre  des  arrangemenii  re- 
kuifd  toutes  les  séries,  est  eocprimé  par  la  formule  (A)  d- 
dessus, 

SilesleUres  d'wM  ou  de  plusieurs  séries  pouvaieni  se  répéter 
et  que  les  autresnele  pussent  pas ,  le  nombre  des  arrangemenls 
serait  exprimé  encore  par  la  même  formule  (A) ,  en  considé- 
rant Am,» ,  Am',»' ,  etc. ,  comme  représentant  des  nombres 
d'arrangements  avec  ou  sans  répétitions ,  suivant  que  les 
lettres  des  séries  correspondantes  pourraient  ou  non  se  ré- 
péter. 

II.  PaoBLÉMB.  Dans  If  nombre  total  des  arrangements  aeee 
ou  sans  répétitions,  considérés  dans  le  problème  précédent, 
combien  de  fois  se  rencontre-t^  que  des  lettres  d'une  mime 
série  f  de  la  première  par  exemple^  se  succèdent  V  par  groupes 
de  p  lettres  au  motns;  2*  par  groupes  formés  exactement  de  p 
lettres  ? 

Nous  emploierons  les  notations  Am,» ,  e(c. ,  comme  dans 
le  problème  précéd(*nt ,  pour  représenter  les  nombres  d'ar- 
rangements de  m  lettres  n  à  if ,  etc. ,  avec  ou  sans  répéli- 
tions  de  lettres. 

Considérons  d'abord,  pour  6xer  les  idées,  les  arrangements 
où  les  lettres  de  la  première  série  sont  assujetties  à  ne  pas 
se  répéter. 

Formons  toutes  les  successions  possibles  des  m  lettres  de 
la  première  série  php  sans  répétitions  y  ce  qui  donnera 
Am,p  groupes  différents.  Considérons  l'un  de  ces  groupes  en 
particulier ,  et  formons  aussi  tous  les  arrangements  possibles 
œntenant  n — p  lettres  de  la  première  série ,  n'  lettres  de  la 
deuxième ,  n"  lettres  de  la  troisième ,  etc. ,  mais  dont  seront 
exclues  \esp  lettres  du  groupe  considéré,  arrangements  dont 
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le  nombre  est  eiprimé  par  la  fomuile  (A) ,  en  y  remplaçant 
m ,  n  par  m  — /» ,  n  -*-/i.  Si  nous  plaçooi  le  gronpe  consi- 
déré devant  et  après  l'un  des  arrangements  formés ,  et  entre 
ses  diverses  lettres  à  tontes  les  places  possibles ,  il  en  résul- 
tera 1  +  (»— p)4-'»'  +'*"  +••••  arrangements.  Si  on  com- 
bine de  la  même  manière  ce  groupe  avec  chacun  des  antres 
arrangements  formés,  il  en  résultera  un  nombre  d'arrange- 
ments exprimé  par 

r^./         X       '.        1      1.2..  ((n— /i)+/i'+....)      ^  . 

iiHn^P)^n^-']  «.2...(«-;,)Xi.2...n'x...^'^'->^"''"'- 
qui  revient  i  : 

1.2 {n-p)  X  1.2....  «'  X  ....  A^-^'^-F^'.*'-         (2) 

La  formule  (2)  exprime  combien  de  fois  une  succession 
déterminée  de  p  lettres  se  trouve  dans  tous  les  arrangements 
formés  de  n  lettres  de  la  première  série ,  de  n!  lettres  de  la 
deuxième ,  etc.  Chacune  des  A»»^  successions  de  p  lettres 
que  l'on  peut  former  avec  la  première  série  ,  devant  se  ren- 
contrer le  même  nombre  de  foi»  dans  ces  arrangements ,  il 
faut  multiplier  la  formule  précédente  par  Am,p»  pour  ex- 
primer combien  il  se  rencontre  en  tout  dz  successions  de  p 
lettres  de  la  première  série.  Dans  le  produit  obtenu  rem- 
plaçons 

Am,p  X  Am-p^ih-p 

par  sa  valeur 

in(iii--l)  ...(m— ^+i)  X  (w  — ^)  (m — p —  I)... 

(('/»-/^)-(«— p)  +  l), 
ou 

c'est-à-dire  par  Am,n ,  ce  produit  devient  : 

i.2....(l+(/i -/;)  +  // +....)   .         . 

1.2...  («-/;)  X  1.2... /l'X...  ^•"'«A-'*'-       ^'^) 


La  formule  (3)  exprimerait  encore,  si  les  lettres  de  k 
première  série  puavaieiii  se  répéter^  combien  il  se  roicontre 
de  successions  de  p  lettres  de  cette  série  dans  tons  les  arran- 
gements. On  parviendrait  k  cette  formate  de  la  même  ma- 
nière ;  sealement  les  lettres  d'an  groupe  n'étant  pas  e&claes 
des  arrangements  entre  les  lettres  desquels  on  intercale  ce 
groupe ,  il  faudra  dans  la  formule  (3)  remplacer 

Am— p,ii~p  par  Âm,»— p  , 

puis  obserrer  ensuite  que  le  produit  Am^  x  Am,ii-i»  refieol 
à  m'  X  nC^  ou  /»"  ,  c'est-à-dire  à  A«»»*. 

La  formule  (3)  étant  également  applicable  aux  arrange- 
menls  avec  ou  sans  répétitions,  il  doit  en  être  de  même  de 
tout  ce  qae  nous  allons  en  déduire. 

Si  l'on  désigne  parGp,  Gp+i,.**  1^  nombres  des  groupes 
formés  respectivement  de/?,/? +  1,....  lettres  consécotives 
de  la  première  série ,  qui  se  rencontrent  dans  l'ensemble  de 
tous  les  arrangements,  l'expression  (3)  est  égale  à  Gp  +26}^., 
+  3Gpf2  +  etc.  En  effet ,  un  groupe  de  p  lettres  ne  donne 
lieu  qu'à  une  des  successions  considérées,  tandis  qu'un  grcmpe 
de/?  + 1  lettres  donne  lieu  à  deux  successions  de  p  lettres. 
Tune  commençant  à  la  première  lettre  du  groupe ,  l'autre  à 
la  deuxième.  De  même  un  groupe  de/?-|-2  lettres,  donne 
lieu  à  trois  successions  el  ainsi  de  suite.  De  V^ialilé 

Gp-f-2Gp+.+3Gp4.2+....= 

1.2.  .(/i— ^)X  i.2.../i' X. ..'*'" 
on  déduit ,  par  le  changement  de  /?  en  /?  -f- 1 , 
Gp+i  -|-  2Gp-h2  -}-....= 

_  1.2...  ((71^^)  +  /,' +....)  ^ 

l.2...(/i-/?— l)xl.2..7i'X..:  ^'"•*^"»''*'- 
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soustrayant  la  deoiième  égalité  de  la  première ,  il  vient  : 

Gp  +  Gw-i  +  Gm-» +. . .  = 
t.2...[(»-p) +«'+...] 
1.2..(«—/»-l)xl.2..n'x.."^"  "•*'•■   '^ 

X  /i  +  (»-p)  +  «'4--     ^\ 

on ,  en  réduisant 

i.a...[(«— p)+«'+...i  „  ,  _. ,  _„ ,    ...  ,j,. 

i.8..(»-j»Xl.2..»'x...  ^*+"+"  +-)  A,.,A.........  (B) 

C'est  la  première  formale  cherchée ,  qai  exprime  combien 
de  fois  il  se  rencontre  de  groupes  de  p  lettres  oonsécotives 
aa  moins  de  la  première  série. 

Dans  la  formnie  (B)  remplaçons  p  par  ;H*i ,  et  soustrayons 
de  (fi)  lerésnltat,  il  vient  après  une  rédaction  tonte  semblable 
à  celle  qni  précède 

a        \.^...[(n^p)-i+n'  +  n"+..] 
^  1.2...(/x— p)X  1.2.. .«'+.. . 

d+n' +  /!"+.. .)(/i'  +  n"+...)A«,,,A«'n'...      (C) 

C'est  la  deuxième  formule  cherchée ,  qui  exprime  combien 
de  fois  il  se  rencontre  des  groupes  de  p  lettres  consécutives 
de  la  première  série. 

Comme  application  très-simple  des  formula  (A),  (B), 
considérons  la  question  suivante  :  déterminer  k  nombre  de 
moU  qu' on  pe^  former  avec  19  cùneonnee  et  6  voyelke^  chaque 
mot  étant  composé  de  3  consonneè  et  de  2,  voyelles  ;  en  excluant 
le»  mots  renfermant  trois  consonnes  de  suite. 

Le  nombre  total  des  mots  est  donné  par  la  formule  (A) , 
appliquée  à  deux  séries  ;  on  trouve 

-i^^H^.  19\5'    ou    i0.19^5^ 
i.2.3X  1.2 

ANN.  AC  UkntM.  IV.  ^3 
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La  formule  (B) ,  dans  laquelle  on  sapprimera  d'abord  hani 
et  bas  le  facteur  l.â...(n— p) ,  donne  ensuite  le  nombre  des 
mots  exclus ,  savoir 

i|.  (1+2)  19*.  5'    ou     3.I9».5*. 

Il  reste  ainsi  pour  le  nombre  de  mots  demandé 

7.19\5'    ou    1200335. 

III.  Diverses  méthodes  pour  obtenir  directement  la  formule 
connue 

mjm~l). ...(»» — «-|-1) 

^••'•= 11731 ' 

qui  exprime  le  nombre  des  combinaisons  sans  répétiCioiis, 
qne  Ton  peut  faire  avec  m  lettres  nàn. 

Première  méihode.  Supposons  formés  les  Cm,«-i  cooiblnaî- 
sons  des  m  lettres  n— 1  à  a— 1 .  Dans  chacune  d'elles  intro- 
duisons séparément  chacune  des  m  — n+l  lettres  qui  j 
manquent ,  Tensemble  ainsi  formé  contiendra 

(»»— «  +  i)CV»-i, 

combinaisons  nàn.  Mais  ce  nombre  de  combinaisons  sert 
aussi  exprimé  parnCM,»;  car  dans  Tensemble  formé,  chacune 
des  Cm,»  combinaisons  des  m  lettres  n  à  n,  se  trouvera  répétée 
n  fois  t  puisqu'elle  peut  résulter  indiflëremment  de  Fiotro- 
dnction  de  Tune  quelconque  de  ses  n  lettres ,  dans  la  combi- 
naison précédemment  formée  des  n— 1  autres.  On  a  donc  : 


roù 


Or  on  a 


_m— n  +  1^ 
*  n 


C«»,i  =  -j-  ; 


-ess  - 

dODC 

m(i?»— 1)  OT(/n— l),...(m — 1»+0 

^^•'"'"Tr"  ' ^-•» r23i • 

Deuxième  méthode.  Parmi  toutes  les  oombinaisons  des  m 
lettres  n  à  n ,  il  y  en  a  Cm-i,»-!  qui  contiennent  a.  Car  on 
obtient  celles-ci  en  ajoutant  a  à  chacune  des  Gm-.i,».i.  Com- 
binaisons n— 1  à  n— 1  des  m — i  autres  lettres.  Écrivons  sé- 
parément la  liste  de  ces  combinaisons,  contenant  a;  faisons 
aussi  la  liste  des  coad>inaisons  contenant  b ,  et  ainsi  de  suite. 
L'ensemble  de  ces  m  listes ,  présente  i»GM-i,ii-i  combinai- 
soQs.  Mais  le  nombre  de  ces  oombinaisons  est  aussi  eiprimé 
par  nCm,»  ;  car  dans  l'ensemble  formé ,  chacune  des  Cm,» 
combinaisons  des  m  lettres  n  à  n  se  trouve  répétée  n  fois , 
puisqu'elle  se  trouve  écrite  dans  la  liste  correspondante  à 
chacune  de  ses  n  lettres.  On  a  donc 

/»C«»— 1,11-1  ^  nGm,» , 
d'où 

m  (m— 1  )...(/»— n-|"^) 

""  »(«-!)... .1  ' 

à  cause  de 

m — w-f-  i 


Cjn— 11+1,1  ^- 


i 


Troitiême  méthode.  Chacune  des  Cm,»  combinaisons  des 
m  lettres  n  h  n  contenant  n  lettres ,  leur  ensemble  en  con- 
tient iCm,».  La  m^^  partie  de  ce    nombre ,  c'est-à-dire 

—  C»,»  exprime  combien  de  fois  se  trouve  écrite  une  même 
n 

lettre  a.  Mais  ce  nombre  de  fois  est  aussi  exprimé  par 

Cm— i,»— 1- 

ËQ  effet  Y  pour  obtenir  toutes  les  combinaisons  nàn renfcr- 


mani  a,  il  faat  d'abord  former  toutes  les  combinaisons  des 
m— 1  autres  Lettres  n— 1  à  /t— 1 ,  puis  écrire  la  lettre  a  dans 
chacune  de  ces  combinaisons  ^  c'est-à-dire  Cm-i,»-i  fois.  On 
a  donc: 


d'où 


Cm.»  =  —  Cm^i,»- 
n 


OODUM  par  la  deuxième  méthode. 

Cette  troisième  méthode  est  remarquable  en  ce  qa^dle 
condoit  également  à  l'expression  du  nombre  Cm,« ,  lorsqu'il 
s'agit  de  combinaisons  ayec  répétitions  de  lettres.  Alors  la 

formule  —  Gm,%  exprime  encore  combien  de  fois  une  lettre  a 

se  trouve  écrite;  maïs  ce  nombre  de  fois  est  aussi  exprimé 
par 

Cm.!!— fr  4"  — —  Cm,»»i. 
m 

En  effet,  pour  obtenir  toutes  les  combinaisons  n  kn avec 
répétitions  où  se  trouve  a ,  il  faut  d'abord  former  les  Cm,i»-i, 
combinaisons  des  m  lettres  n — 1  à  n— i ,  combinaisons  dans 

lesquelles  cette  lettre  se  trouve  déjà  écrite Cm,»-i  fois , 

m 

puisqu'elles  renferment  (a— f  )  Qm.n-^x  lettres  ;  ensuite  il  faut 
encore  écrire  la  lettre  a  une  fois  dans  chacune  de  ces  combi- 
naisons n~l  à  n — 1 ,  c'est-à-dire  Ciii,»-i  fois.  On  a  donc 

m  mm 

formule  dont  il  esl  facile  de  déduire 

m  (m -f  l)....(w  +  «— 1) 

tHii,n  = — . 

1.2s. .../l 
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NOTE 

Sur  les  ckifpres  qui  peuvent  terminer  les  puissances  quel- 
conques des  nombres  entiers. 

PAK  M.  D&OT, 

professeur  de  matbématiqiies  spéciales  a«  collège  royal  de  Poitiers. 


I.  En  formanl  les  puissances  des  10  premiers  nombres ,  on 
recoonait  qu'elles  sont  terminées  successivement  par  les 
chiffres  suivants  : 

I'«puissance:  1  2  3  4567890 
2«  —  :1496569410 
3«  —  :1874563290 
4«  —  :1616561610 
5*    —     1234567890 

d'où  résulte  que  la  6*  puissance  serait  terminée  par  les 
mêmes  chiffres  qiie  la  S^  et  dans  le  même  ordre ,  et  ainsi  de 
suite  :  il  est  facile  d'après  ce  tableau  de  déterminer  quel  sera 
le  dernier  chiffre  de  la  puissance  même  d'un  nombre ,  con- 
naissant le  dernier  chiffre  de  ce  nombre  :  si  le  nombre  est 
élevé  à  une  puissance  d'exposant  4/i  il  faudra  consulter  la 
quatrième  ligne  ;  si  l'exposant  est  kn+i ,  ce  sera  la  première 
si  4if-f  2,  ce  sera  la  2*  •  si  4/1  +  ^»  ^  ^*. 

11  m'a  semblé  que  ces  considérations  pouvaient  étreétaUies 
d'une  nsanière  plus  rigoureose  et  même  se  généraliser  : 
je  me  propose  donc,  dans  cette  note,  de  rechercher  :  l"*  A 


qodle  paittanoe  il  foot  élever  un  nombre  N  poar  que  le  der- 
nier cbiflire  se  reproduise:  â*  à  quelle  pnissance  il  faut  âerer 
an  nombre  N  pour  qne  les  denx  derniers  chiflres  se  repro- 
duisent :  3^  à  quelle  puissance  il  faut  élever  un  nombre  N  poiff 
que  les  trois  derniers  diiffres  se  reproduisit;  ainsi  de  suite. 
Il  sera  facile  de  déduire  de  là  quel  est  le  dernier  chi£Bre ,  ou 
quels  sont  les  deui  derniers  cbifres,  ou  les  trois  demiera 
chiffres....  de  la  puissance  quelconque  d'un  nombre  entier  ; 
car,  si  pour  une  puissance  ^,  par  exemple,  les  deux  derniers 
chifflres  de  N  se  reproduisent,  on  cbercfaera  les  deux  derniers 
chifltm  des  diflërentes  puissances  de  N,  depuis  la  puissance 
1 ,  jusqu'à  la  puissance  x ,  et  à  partir  de  là,  les  deux  derniers 
diiffires  reviendront  dans  le  même  ordre,  puisqu'en  mul- 
tipliant un  nombre  par  un  autre ,  il  est  facile  de  voir  que  les 
deux  derniers  cbiffres  du  produit  ne  dépendent  que  des  deux 
derniers  chiflres  des  facteurs. 

II.  Soit  N^  un  nombre  entier  quelconque»  chercher  à  quelle 
puissance  x  il  faut  l'élever  pour  que  le  dernier  chiffi^  d  se 
reproduise  :  il  faudra  pour  cela  que  l'on  ait  -. 

(i)  (  N  =105^  +d 


i  N  =I05F  - 
I  N'=iOa'. 


d'où:  H(Nâ>-i_i)=:iO(ç'-j)  (2) 

c'est-à-dire  que  N  (H*-'  — 1}  doit  «tredivisiMe  par  10  t 
cette  condition  est  évidemment  nécessaire  d'après  ce  qui 
précède,  et  de  plus  elle  est  suffisante  ;  car  si  elle  existe,  la 
1**  des  relations  (1)  existant  toujours,  on  en  déduira  hcile* 
ment  la  â*.  Je  distinguerai  trois  cas  :  l^'N  divisible  par  10  : 
2*  N  premier  avec  10  : 3«  N  non  divisible  par  10  sans  être 
premier  avec  lui. 

III.  Dans  le  premier  cas,  la  ration  (â)  est  satisfaite,  quel 
que  soit  x.  Dans  le  second  cais,  pour  que  cette  relation  soit 
satisfaite,  i)  faut  et  il  suffit  que  N«-'  —  f  soit  divisible  par 


iO  ;  or,  dans  ce  cas,  N  étant  impair,  M»-i  — i  est 
iiéoesgaireiiient  diTîsible  par  2;  donc  il  faut  et  il  suffit  qae 
N^^i  —  i  soit  dirisiblepar  5  :  cette  condition  aura  toujours 
lien,  d'après  le  tbéorème  de  Fermât,  pour  x=5 ,  c'est-ànlire 
que  N^  divisé  par  5  donnera  le  reste  1  •  mais  nous  ne  sommes 
pas  certains  qu'une  puissance  inférieure  à  N^  ne  puisse  pas 
aussi  donner  le  reste  I;  toutefois,  si  une  puissance  inférieure 
à  N^  donnait  le^te  1 ,  ce  ne  pourrait  être  que  N'  on  N' 
(i  et  S  étant  les  seuls  diviseurs  de  4)  on  trouve  en  eflet  que 
N'  divisé  par  5  donnera  le  reste  1  ,  tontes  les  fois  que  le 
nombre  N  qui  est  impair  sera  terminé  par  1 ,  et  dans  ce  cas , 
la  relation  (9)  sera  satisfaite  pour  x  =2  et  conséquemment 
toute  valeur  de  x  ;  car  N'  donnant  le  reste  1,  toute  puissance 
de  N  jouira  de  la  même  propriété.  On  trouve  aussi  que  N* 
divisé  par  5  donnera  le  reste  1 ,  toutes  les  fois  que  M*  qui  est 
impair  sera  terminé  par  i,  c'est-è-dire  que  N  sera  terminé 
par  1  ou  par  9  ;  la  première  circonstance  vient  d'être  considé* 
rée  ;  la  seconde  apprend  que  pour  on  nombre  terminé  par  9, 
la  relation  (2)  est  satisfaite  pour  x=  3  et  par  suite  pour  oxrS, 
7....  Bans  les  autres  cas,  c'est-à-dire  pour  N  terminé  par  3 
ou*  7,  la  relation  (2)  n'est  satisfaite  que  pour  x=s5  et  par 
suite  pour  x»  9, 13.... 

Soit  actuellement  le  cas  de  N  non  divisible  par  10  sans  être 
premier  avec  loi  ;  considérons  -  1°  N  divisible  par  2  sans 
rétre  par  5  :  2*  N  divisible  par  5  sans  l'être  psr  2. 

1*"  N  divisible  par  2  son»  Vitre  par  5.  Pour  que  la  relation 
(2)  soit  satisfaite,  il  faut  et  il  suCBt  que  N«>-<  —  1  soit  divi- 
sible par  5  ;  ce  qui  aura  toujours  lieu  pour  jr=:5  et  ce  qui 
peut  aussi  avoir  lieu  pour  des  valeurs  inférieures  de  x  :  une 
analyse  semblable  à  la  précédente  montrera  alors  :  que  la 
relation  (2)  sera  satisfaite  pour  x  =2  et  par  suite  pour  toute 
valeur  dex,  quand  N'  divisé  par  5  donnera  le  reste  1 ,  c'est- 
à-dire  quand  M  sera  terminé  par  6  :  que  la  relation  (2)  sera 
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satisfaite  pour  x=3et  par  saite  pour  j:=5,  7....  quand 
N'  divisé  par  5  donnera  le  reste  1,  c'est-ànlire  qoand  N  sera 
terminé  par  4  -.  que  la  relation  (2)  ne  sera  satisfaite  que 
pour  x=z5  et  par  suite  pour  x=.9,  13....  quand  N  sem 
terminé  par  2  on  8. 

2^  N  divirible  par  5  $am  Péire  par  2.  Pour  que  la  relatioo 
(2)  soit  satisfaite,  il  faut  et  il  suflSt  que  N^^>~  1  soit  diyi- 
sible  par  2  ;  ce  qui  a  toujours  lieu.  En  réippant  on  oondara 
que  pour  les  nombres  terminés  par  0,  1 ,  5 ,  6  le  dernier 
chiffre  est  toujours  reproduit  :  que  pour  les  nombres  termi- 
nés par  4  et  9,  le  dernier  chiffre  se  reproduit  à  toutes  les 
puissances  d'exposant  impair  :  que  pour  les  nombres  ter- 
minés par  2,  3 ,  7 ,  8y  le  dernier  (A\ttre  se  reproduit  à  toutes 
les  puissances  d'exposant  4n  -|- 1 . 

ly.  Cherchons  maintenant  à  quelle  puissance  il  faut  élever 
N  pour  que  les  deux  derniers  chiffres  se  reproduisent .  en 
procédant  de  la  même  manière,  on  aura  les  relations  : 

rs)  |N=ioo^+P« 

N  (N»-»  —  1)  =  100  {q'  —q)  (4j 

il  faudra  donc  et  il  suffira  que  la  relation  (4)  soit  salisfaiCe , 
c'est-à-dire  que  N  (N^-^'t-I)  soit  divisible  par  100.  Je  dis- 
tinguerai encore  trois  cas  :  1"*  N  divisible  par  100  : 2""  N  pre- 
mier avec  100  : 3""  N  non  divisible  par  100  sans  élre  premier 
avec  100. 

y.  Dans  le  premier  cas,  la  relation  (4)  est  satisfaite  quel 
que  soit  x. 

Dans  le  second  cas,  pour  qu'elle  soit  satisfaite,  il  faut  et  il 
suffit  que  N*-'—l  soit  divisible  par  100,  c'est-à-dire  que 
^07-1  divisé  par  cent  donne  le  reste  1  :  or,  comme  100  n'est 
pas  un  nombre  premier,  le  théorème  de  Fermât  ne  donne  pas 
immédiatement  une  valeur  de  x  qui  satisfasse  à  cette  coadi  • 


lion  ;  mais  mi  sait  qu'entre  N""  et  N'"^  il  y  a  au  moins  une 
puissanoe  qui,  divisée  par  100,  donnera  le  reste  1$  cette  puis- 
sance se  trouvera  facilement,  parce  qu'il  est  aisé  d'obtenir  la 
série  des  restes  correspondants  aux  diverses  puissances  de  N; 
on  trouvera  donc  facilement  la  plus  petite  valeur  de  x,  satis- 
faisant à  la  relation  (4)  et  par  suite  toutes  les  autres.  Dans 
le  cas  spécial  où  N  serait  terminé  par  01 ,  la  relation  (4) 
serait  satisfaite  pour  xsS,  et  par  suite  pour  toute  valeur 
de  X.  Dans  le  troisième  cas  enfin ,  il  peut  arriver  plusieurs 
circonstances. 

1^  N  divisible  par  4  sans  l'être  par  5. —  Dans  ce  cas,  il  faut 
et  il  suffit  que  If  ^—1  soit  divisible  par  25 ,  et  comme  pré- 
cédemment ,  on  trouvera  facilement  la  plus  petite  valeur  de 
X  satisfaisant  à  cette  condition.  —  Dans  le  cas  spécial  de  N 
terminé  par  76 ,  la  relation  (4)  sera  satisfaite  pour  a:=  2  et 
par  suite  pour  toute  valeur  de  x, 

2°  N  divisible  par  25  sans  l'être  par  2.  —Dans  ce  cas,  il  faut 
et  il  suffit  que  M*"^— i  soit  divisible  par  4 ,  et  comme  pré- 
cédemment ,  on  cherchera  encore  la  plus  petite  valeur  de  x 
satisfaisant  à  cette  condition.  —  Dans  le  cas  spécial  de  N  ter- 
miné par  25  la  relation  (4)  est  satisfaite  pour  a?  =  2  et  par 
suite  pour  toute  valeur  de  x, 

V  N  divisible  par  2  sans  l'être  par  4  ,  ou  N  divisible  par  5 
sans  l'être  par  25.  —  Dans  ce  cas ,  la  relation  (4)  est  impos- 
sible \  car  il  faudrait  que  N*~^—  i  fût  encore  divisible  par  2 
ou  par  5,  ou  que  N*~^— i  divisé  par  2  ou  5  ramenât  le  reste  1  ; 
ce  qui  ne  peut  être ,  puisque  N  ne  serait  pas  premier  avec  2 
ou  5.  En  résumant ,  on  conclura  que  pour  les  nombres  ter- 
minés par  00,  01 ,  25,  76  les  deux  derniers  chiffres  sont  tou- 
jours reproduits;  que  pour  les  nombres  divisibles  par  2  sans 
l'être  par  4 ,  ou  divisibles  par  5  sans  l'être  par  25 ,  les  deux 
derniers  chiffres  ne  sont  jamais  reproduits;  que  pour  tous 
les  autres  nombres ,  les  deux  derniers  chiflres  se  reproduisent 


—  «2  ^ 

poor  nne  certaine  puissance ,  dont  il  est  toujoiurs  facile  de 
calcaler  l'exposant. 

6.  Dans  Tapplication  de  ce  qui  précède ,  il  pourra  paraître 
quelquefois  pénible  de  calculer  l'exposant  de  la  plus  petite 
puissance  qui  ramène  les  deux  derniers  chiffras  du  nombre 
donné  ;  mais  ce  calcul  est  très>rapide^  si  Ton  veut  faire  usage 
des  théorèmes  connus  i  ce  sujet,  mais  je  rappellerai  ces  deux 
principes  qu'on  ne  trouve  pas  ordinairement  dans  les  livres 
élémentaires: 

1^  Il  est  toujours  facile  de  trouver  combien  il  y  a  de  nom- 
bres premiers  avec  un  nombre  quelconque  IV  et  inférieurs  à 
N  :  soit  F  le  nombre  cherché  et  décomposant  N  en  facteurs 
premiers ,  soit  N  sn  a'bV,  oa  aura  toujours  : 

F«Nx  —  X  -7— X  — •  n 

a  o  c 

2*  Si  un  nombre  p  est  premier  avec  N ,  l'exposant  de  la 
plus  petite  puissance  de  N  antre  que  N^ ,  qui,  divisé  par/», 
donne  le  reste  i  est  F  ou  un  diviseur  de  F.  Soit  donc,  par 
exemple ,  un  nombre  759  ;  il  s'agît  de  calculer  rexposaatdela 
plus  petite  puissance  qui  doit  ramener  les  chifflres  finals  59  : 
ce  nombre  tombe  dans  le  deuxième  cas,  puisqu'il  est  premier 
avec  100;  on  doit  donc  chercher  la  pins  petite  puissance  à  la- 
quelle il  le  faut  élever,  pour  que  cette  puissance,  divisée  par 

100,  donne  le  reste  1 .  On  a  :  F  =  100  x  -  X  7=*^  »  l'expo- 
sant de  cette  puissance  sera  l,â,4,5,89l0,a0Ott40;OQ 
n'aura  donc  qu'à  calculer  les  résidus  correspondants  à  ces 
puissances ,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  un  résidu  1  :  ce  ealool 
se  fera  très-vite ,  si  l'on  remarque  que  le  résidu  de  la  dlvisioD 
par  100  se  compose  toujours  des  deux  derniers  chiffres  du 

(*)  Catalan,  1. 1,  p.  46T,  Nout>.  Ànnmkt.  Tn. 


diTideiide  ;  qoe  le  résida  da  produit  de  plosleurs  factears 
s'obtient  en  maltipliant  les  résidas  des  faclears ,  et  en  cher- 
diant  le  résida  da  produit  ;  qoe  le  résida  de  la  puissance  d'an 
nombre  s'obtient  en  élevant  le  résida  de  ce  nombre  à  la  même 
puissance,  et  en  cherchant  le  résidu  du  résultat.  C'est  ainsi 
qu'on  aura  : 

Puissancas  :  759*  759'  759*  759*  759*  759", 
Résidoa.  .  :    59     81     61     99     Si       i. 

Ainsi ,  pour  le  nombre  en  question ,  la  plus  peiite  valeur 
de  X  qui  satisferait  à  la  relation  (4)  serait  a:  =  1  i .  Les  chîflbreft 
finals  59  reviendraient  à  la  douzième  puissance. 

Dsns  le  cas  d'un  nombre  N  divisible  par  25  sans  l'être  par 
2 ,  comme  on  a  à  rechercher  à  quelle  puissance  il  faut  élever 
N ,  pour  que  cette  puissance  divisée  par  4  donne  le  résidu  1 , 

on  aura  •.  F  =  4 .  -=  â.  L'exposant  de  la  puissance  en  ques- 
tion ne  peut  donc  être  que  1  ou  â  ;  or,  il  est  l  dans  le  cas 
seulement  de  N  terminé  par  25  ;  donc  dans  le  cas  de  N  ter- 
miné par  75,  il  sera  nécessairement  2,  et  la  relation  sera 
satisfaite  pour  j:  ss  3. 

7«  Si  Ton  cherche  maintenant  à  quelle  puissance  il  faut 
élever  N  pour  que  les  trois  derniers  cUflkpes  se  reproduisent , 
on  sera  conduit  à  la  rdation  : 

N(IS-*-1)  =  1000(^'-î),  (5) 

el  en  la  traitant  comme  les  précédentes ,  on  sera  amené  à 
conclure  : 

Que  pour  les  nombres  terminés  par  000,  001 ,  376,  625 , 
les  trois  derniers  chiflres  se  reprodaisent  toujours  ;  que  pour 
les  nombres  divisibles  par  2  sans  l'être  par  8 ,  ou  divisibles 
par  5  sans  l'être  par  125  les  trnb  derniers  chiffres  ne  sont 
jamais  reproduits  ;  qac  pour  tous  les  autres  nombres ,  les 


trois  derniers  cbiSres  se  reprodaiseDi  pour  ane  certaine  poi»- 
saoce,  dont  il  est  toujours  facile  de  calculer  l'exposant. 

Les  calculs  se  simplifieront  d'après  les  remarques  précé- 
demment faites. 

Il  serait  facile  de  généraliser  ces  résultats. 

8.  Je  terminerai  en  observant  qu'on  pourrait  simplifier 
davantage  ces  sortes  de  recherches ,  en  ayant  recours  aux 
différents  principes  démontrés  dans  les  Disqurniiones  ariih-- 
meticœ  de  Gauss ,  dont  j'énoncerai  encore  le  suivant  :  si  N  est 
un  nombre  impair  et  sip=  2"",  la  puissance  de  N  qui  a  pour 
exposant  2*"',  divisée  par/?,  donne  le  reste  1. 

On  l'appliquerait  facilement  au  cas  où  dans  la  relalion  (5) 
on  suppose  N  divisible  par  125  ;  il  faut  alors  que  N*~^— i  aoit 
divisible  par  8=  2^  Or,  N*  divisé  par  8  donnera  le  reste  1  ; 
donc  la  relation  sera  toujours  satisfaite  pour  j:=3. 


DÉ  O  NSTRATION  ÉLÉMENTAIRE 

des  fommUs  relaUves  au  motivemmi  redUigne,  uniformémetU 
varié  .eigurle  mouvemeni  reeUUgne  varié  en  général. 


1 .  Nous  supposons  que  le  mouvement  est  uniformément  et 
instantanément  accéléré. 

T  =  temps  pendant  lequel  le  mouvement  a  lieu ,  exprimé 
en  unités  dç.  temps. 

y  =  vitesse  acquise  au  bout  du  temps  T,  exprimée  en 
unités  métriques. 
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E=s  espace  fiarcouru  pendant  le  temps  T,  exprimé  en 
anilés  métriques. 

g.  =  Titesse  acquise  au  bout  de  Tunité  de  temps ,  exprimée 
en  unités  métriques. 

On  a 

V=^T  (1) 

^E=V\  (3) 

DénumsiraiUm,  l^'.PariageonsletempsTenftpartieségales, 
dont  chacune  renferme  t  unités  de  temps ,  de  sorte  que  l'on 
a  T=ini(a)i  diTisons  de  même  la  vitesse  Y  en  n  parties 
égales ,  donc  chacune  renferme  u  unités  de  vitesse  ;  de  s<Hrte 
que  l'on  a  Y  =  iw  (6)  ;  imaginons  un  mouvement  uniformé- 
ment ,  mais  non  pas  instantanément  accéléré  ,  tel  que  pen- 
dant le  premier  intervalle  i  de  temps,  d'une  durée  finie,  le 
mobile  soit  constamment  aukné  de  la  yitesse  u  ;  pendant  le 
deuxième  intervalle  de  temps,  de  la  vitesse  2m  ;  pendant  le  troi- 
sième intervalle  de  la  vitesse  3u  ;  et  pendant  le  n^*"^  intervalle 
de  la  vitesse  /lu  ou  Y  ;  les  espaces  parcourus  successivement 
pendant  ces  intervalles ,  forment  donc  cette  progression 
arithmétique 

désignant  donc  par  £'  l'espace  total ,  parcouru  pendant  les 
n  intervalles  ou  pendant  ni,  on  aura* 

E'  =  /u(l+2+3+..../i)=:       \        =  _-  ^-  _- 

2  2  2ii 

et ,  ayant  égard  aux  équations  (a)  et  (6) ,  on  aura 

2^2/1 
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Dans  ce  moaveinenl  u  représente  l'accélération  pendant  le 
temps  fini  <  ;  or ,  dans  le  mouvement  nniformément  et  instanta- 
nément accéléré ,  cette  accélération  a  lieu  à  dliaque  instant  ; 
ainsi  pour  avoir  ce  mouvement ,  il  faat  que  i  devieaiie  in 
instant  ;  en  d'autres  termes  que  n  soit  infiniment  grand , 
puisqu'il  y  a  une  infinité  d'instants  dans  un  temps  fini  T; 

VT 
dans  ce  cas  E'  devient  E ,  et  l'on  a  E  s  —  ;  ce  qui  est  ré- 

quation  (â). 

2*.  Dans  le  mouvement  uniformément  et  instantané  meni 
accéléré,  la  vitesse  croit  proportionnellement  an  temps;  îl 
suffit  donc  deconnattre  la  vitesse  au  bout  d'un  temps  donné 
quelconque,  poar  la  connaître  au  bout  d'un  temps  quel- 
conque ;  on  choisit  pouf  ce  temps  donné ,  l'unité  de  temps  ; 
ce  qui  donne  l'équalfon  V  =igT  (1)  ;  celle-ci  combinée  avec 

VT  T* 

E  =  — -  donne  immédiatement  E=g  --;  donc ,  les  espaces 

M  SB 

croissent  proportionnellement  aux  carrés  des  temps. 

Obiervatioru  I.  Ainsi  dans  le  mouvement  uniformément, 
mais  non  instantanément  accéléré,  l'expression  de  l'espaa^ 
est  un  binôme  qui  se  réduit  à  un  monôme ,  lorsque  Timpul- 
sion  lu  infiniment  petite ,  se  renouvelle  à  chaque  instant; 
comme  cela  a  lieu  pour  la  pesanteur  terrestre. 

II.  Les  mêmes  raisonnements  subsistent  lorsque  le  mou- 
vement est  uniformément  et  instantanément  retardé. 

III.  Réciproquement,  lorsqu'un  point  parcourt  des  espaces 
proportionnels  aux  carrés  des  temps ,  on  en  conclut  qu'il  est 
animé  d'une  force  accélératrice  constante.  On  prend  poor 
unité  de  ces  forces,  celle  qui  est  capable  de  produire,  es 
agissant  pendant  une  seconde,  une  unité  ou  1  métré  de  vi- 
tesse :  il  n'existe  pas  de  dénomination  pour  désigner  cette 
unité  de  force;  nous  avons  proposé  celle  de  dymmide.  Ainsi, 


reipéfience  moDlre ,  dans  la  machine  d'Alhood ,  que ,  dans 
le  mouvement  des  corps  pesants ,  7=^  est  égal  à  9,8038  -,  cela 
TenI  dire  que  la  pesanteur  équivaut  à  9,8038  dynamides. 

IV.  Lorsque  plusieurs  forces  infiniment  petites ,  perma- 
nentes et  constantes  agissent  sur  un  point ,  elles  se  compo- 
sent, comme  des  forces  ordinaires,  par  le  théorème  du 
parallélogramme ,  et  la  résultante  est  encore  une  force  per- 
manente constante.  Si  donc ,  deux  forces  permanentes  pro- 
duisent un  mouvement  uniformément  varié ,  et  qu'on  sait 
que  Tune  de  ces  forces ,  agissant  seule,  produit  le  même 
genre  de  mouvement ,  on  en  conclut  que  l'autre  force  est 
aussi  permanente  et  constante.  C'est  ainsi  que  Coulomb  et  de 
notre  temps  M.  Morin  ont  montré  que  le  frottement  combiné 
avec  la  pesanteur  produit  un  mouvement  uniformément  va- 
rié. On  en  déduit  que  le  frottement  agit  comme  une  force 
retardatrice  constante. 

V.  Lorsqu'une  force  permanente  ne  fait  pas  décrire  des 
espaces  proportionnels  aux  carrés  des  temps ,  on  en  conclut 
que  cette  force  n'est  pas  constante,  qu'elle  varie  à  chaque 
instant  ;  c'est-à-dire  qu'à  chaque  instant  elle  a  une  autre  me- 
sure, contient  un  nombre  différent  de  dynamides.  Voici 
comment  on  trouve  ce  nombre  variable  :  Soit  en  général 
e=/{t]  la  relation  entre  les  espaces  et  les  temps ,  c'est-à-dire 
e  contient  autant  d'unités  métriques  que  f(t)  contient  d'uni- 
tés de  temps.  Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  pour  t=ù 
oj  a  e  ss  0  ;  au  bout  du  temps  t  +  h  l'espace  décrit  est  e-f  A  ; 
A  et  h  deviennent  infiniment  petits  simultanément ,  mais  leur 
rapport  reste  fini.  C'est  ce  rapport  fini ,  représenté  par  la 
fonction  prime  de  t ,  qui  est  évidemment  la  vitesse  qui  existe 
an  bout  du  temps  t  i  de  sorte  qu'on  a  (^  =/'  (/) ,  ou  bien ,  t^ 
contient  autant  d'unités  métriques  que  f  (t)  a  d'unités  de 
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temps.  Au  boat da  temps  t'\-h,  ç  devient  t^  +  l;  heii sont 
infiniment  petits  simultanément  ;  alors  même  leur  rapport 
est  fini  et  représenté  par  la  fonction  prime  iefU  ou  par/^(0. 
C'est  cette  fonction  qui  représente  la  force  accM4ratrice  aa 
bout  du  temps  t  ;  ou  bien  cette  force  contient  autant  de  dy- 
namides  que  /"  (Q  contient  d'unités  de  temps. 

YI.  La  pbysique  étant  exigée  pour  l'admission  à  l'École 
polytechnique,  nous  traiterons,  en  1846 ,  plusieurs  questions 
physico-mathématiques ,  entre  autres  la  théorie  des  ondes , 
d'une  si  haute  importance  et  si  universellement  négligée. 

Tm 


DÉMONSTRATION 

d*un  théorème  sur  ks  foyers  de  Fellipse. 

(  Nouv.  Ann.,  t-  IV,  p.  109.  ) 


VAA  M.  9AXrL  SBl 

élève  de  mathématiques. 


D'un  point  M ,  de  la  circonférence  d'une  ellipse,  on  mène 

deux  cordes  MFP,  MFF,  passant  par  les  deux  foyers;  dé- 

MF      MF' 
montrer  que  la  somme -^^rr  +=;--:  est  constante  (fig.  62). 

Je  remarque  que  les  projections  sur  un  plan  quelconque 
de  deux  longueurs  comptées  sur  une  même  droite  sont  entre 
elles  dans  le  même  rapport  que  les  longueurs  correspondan- 
tes ;  et,  dans  le  cas  actuel ,  les  longueurs  dont  on  considère 
les  rapports  sont  deux  à  deux  situées  sur  une  même  droite. 
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Cela  posé,  imaginons,  comme  dans  la  Ggure,  l'ellipse 
donnée  placée  sur  un  cylindre  qae  nous  coupons  par  un  plan 
perpendiculaire  à  son  axe ,  de  manière  à  déterminer  pour 
section  le  cercle  o. 

Soient  m^  f\  Pj/'^  //  et  o  les  projections  sur  le  plan  du 
cercle  des  points  M,  F,  P,  F\  P',  O. 

D'après  le  principe  précédemment  énoncé ,  on  aura  : 


Par  suite, 


MF  _  /w/      M£'  __  mf' 
MF       MF  _^,^f 


MF    .    MF'  .     ,     ,   „ 

Donc ,  si  la  somme  -==.  -f  ftîvf  ^^^  constante  et  égale  a  H , 
FI'        r  " 

la  somme  -^  +  ~  sera  de  même  constante  et  égale  à  H  ; 

fP       fP 
cl  réciproquement. 

D'après  cela,  remarquant  que,  à  cause  de  OF  =  OF,  on 
a  aussi  q/*=  q/^,  nous  apercevrons  tout  de  suite  que  la  pro- 
position énoncée  relativement  à  l'ellipse  sera  démontrée  si 
nous  parvenons  à  démontrer  la  proposition  suivante  relative 
au  cercle  qui  existe  nécessairement  si  le  théorème  proposé 
est  vrai. 

TatORàMs.  D'un  point  M  de  la  circonférence  d'un  cercle 

AMB  on  mène  deux  cordes  MFP,  MFT'  passant  par  deux 

points  F,  F  situés  à  égales  distances  du  centre  sur  le  même 

MF       MF 
diamètre  fixe  AB  ;  démontrer  que  la  somme  -—  4-  '=j^,  est 

rP        F  P 

constante  {fig.  63). 

Soit  rf  =r  oF  =  oF'.  Joignons  oM  el  soit  w  l'angle  MoF. 

Les  deux  triangles  MoF,  MoF,  Tun  acutangle,  l'autre 
obtusangleen  0,  donnent,  en  désignant  par  r  le  rayon  du 
cercle  : 

AN.l.nc  MwilÉM.  IV  kk 


-  650  - 

(1)  MF  =  V  r'+  d'—  2<ircos  »  ; 


(2)  MF'=  v/r*+ 1^+  2rfr  cos«. 

Maiotenant  si  Doas  remarquons  que 
MF.FP=IVIF'.FF  =  AF.FB  =  {r+rf)(r— ^;=r'— éf, 
nous  aurons  : 

MF  \/r'+^*— 2^rcos« 

MF  »/r"  +  rf'+ 2^008*. 

Donc  en  divisant  membre  à  membre  les  relations  (1)  et  (3), 

(2)  et  (4),  il  viendra  : 

MF       r'+c/'— 2rfrcos« 


(A) 

(B) 


FP  ""  r^—tT 

MF       r*4-if+2rfrc0Sa» 
FF  ?~€r 


Chacun  des  rapports  (A)  et  (B)  est  dépendant  de  la  variable 
(d ,  mais  leur  somme  est  indépendante,  et  par  suite  constante. 

En  efiet ,  Ton  a  : 

MF       MF_2(r'+ir) 
^^  FP  "'"f'F""    r^—ef    ' 

quantité  constante. 

La  proposition  relative  à  l'ellipse  est  donc  démontrée. 

Maintenant  il  convient ,  pour  résoudre  complètement  la 
question  proposée ,  de  déterminer  en  fonction  des  axes  de 
l'ellipse,  la  valeur  de  la  somme  constante  de  ces  rapports. 

Pour  l'ellipse,  aussi  bien  que  pour  le  cercle,  la  valeur  de 

la  somme  constante  est    \  ,'  _^  ;  nous  pouvons  donc  ré* 
r  +» 

soudre  la  question  que  nous  venons  de  nous  proposer  d'une 
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première  manière,  en  cherchant  les  valeurs  de  r  et  ^  en 
fonction  de  a  eib. 

Or,  on  sait  d'abord  que  r  s=  Z^  •  car  le  petit  axe  de  toute 
ellipse  placée  sur  un  cylindre  est  égale  au  diamètre  de  ce 
cylindre.  ^ , 

Quanta  la  valeur  de  ^,  si  A  désigne  l'angle  du  plan  de 

l'ellipse  avec  le  plan  du  cercle,  Ton  a  :  </  =  c  cosA^  d'aii- 

b 
leurs  C08A  =  -. 


Donc 

a  ' 
Donc 


r=0;      dz 


La  somme  constante  dont  il  s'agit  est  donc  2 . 


Mais  nous  pouvions  arriver  au  môme  résultat  d'une  autre 
manière  plus  simple- 

Pour  cela ,  donnons  au  point  M  une  position  particulière 
pour  laquelle  les  rapports  dont  il  s'agit  de  déterminer  la 
)  soient  exprimés  aura  simplement  que  possiMe.  Sup- 
I ,  pftr  exemple ,  que  le  point  M  soit  l'une  des  extrémi- 
tés du  grani  axe  de  l'ellipse ,  l'exUrémtté  de  a ,  par  exemple , 
on  aura  : 

AF  _  g  +  c       AF_g  — g 

Donc 

FB  "^  F'B ~  a— c  "*"  a+c  ~  g'— c*         ^     a*-c'  ' 

ce  qui  nous  conduit  au  résultat  déjà  obtenu. 
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DEMONSTRATION 

d'un  théorème  mr  lejorier  de  la  parabole. 

(Nouv.  Ànn.,  t.  IV,  p.  509.  ) 

PAR  M.  PAUC  SS&&BT. 

élève  en  mathémaliqaes. 


Des  extrémités  M,  M'  d'une  corde  passant  par  le  foyer 

d'une  parabole ,  on  abaisse  des  perpendiculaires  MP,  Mf 

sur  une  droite  flxe  située  dans  le  plan  de  la  parabole;  dè- 

MP      M'P' 
montrer  que  la  somme  ■=rr=  +  ■^^f=  est  constante  (/Sj.  64). 

Examinons  d'abord ,  ce  qui  d'ailleurs  nous  servira  toat  à 
Theure,  le  cas  particulier  où  la  droite  fixe  est  parallèle  à  la 
directrice.  Si  nous  désignons  par  ±d  \2l  distance  dé  cette 
droite  à  la  directrice ,  on  aura  : 

MP  =  MF±^;    ]V[T'  =  MT±£/, 

les  signes  se  correspondant  dans  les  yaleors  de  MP  etM'F, 

c'est-è^^ire  que  Ton  doit  prendre  d  avec  le  même  signe  dans 

les  deux  expressions.   Or  soient  MF  =  p,,   MTsp,,  on 

aura  : 

MP_    ^      MF _    ^d 

MF""        p.'     MT""         p.* 

D'après  ce  théorème  on  doit  avoir  t 

MP   ,   MF 

ïtï;  +  xiT^'^  onc  quantité  constante. 

MF       MF 

ilonc  aussi  la  somme  2-| — l^Ltfil  et  par  suite  ^^  doit 

être  une  quantité  constante 
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Donc,  il  découle  de  la  proposition  à  démoalrcr  le  Ibéorème 
suivant ,  que  nous  allons  démontrer  direclement,  et  qui  nous 
servira  dans  un  instant. 

Théorème  (â).  Dans  toute  parabole,  la  somme  des  distances 
du  foyer  à  deux  points  de  cette  courbe  situés  sur  une  même 
droite  passant  par  le  foyer,  est  dans  un  rapport  constant  avec 
le  produit  de  ces  mêmes  distances. 

Prenons,  en  effet,  Téqnation  polaire 0=- — - —  de  1» 

parabole  rapportée  à  son  foyer  comme  pôle,  et  à  son  axa 
comme  axe  polaire. 

Menons  par  le  point  F  une  droite  faisant  un  angle  «»  avec 
Taxe  polaire  et  rencontrant  la  courbe  aux  deux  points  M , 
M'.  Posons  FM  =  p.  ;  FM'  =  p,  ;  on  aura  : 

p.  =  FM  =  — -^ — ,    et    p,==FM'  =  --V^ . 

p   -|-  0 

Formons  l'expression  ~ *. 

^  +  P^  =  l_eos-a,'    •-'•=l-cos'^* 
Donc 

p.  +  p.  ^  E^  ^  ? 

P^P*  P'  P' 

ce  qui  démontre  le  théorème  (Â)  et  donne  en  même  temps 
la  valeur  du  rapport  constant  dont  îl  s'agit. 

Maintenant  passons  au  cas  généml  où  la  droite  fixe  est  à 
une  distance  quelconque  d  du  foyer  et  fait  avec  Taxe  polaire 
un  angle  quelconque  a. 

Soient  MP,  M'P'  les  perpendiculaires  abaissées.  Par  le 
foyer  menons  une  parallèle  pp'  à  la  droite  PF,  on  a  : 

ÎVlP==P/?  +  Mp  =  rfH-Mip  =  ^H-p.8in(a— »), 
M'P'  =  F;)'— My=rf-My=^— P,sin(a  — w). 
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Noad  aaroDs  donc  : 

MF  ■"  6.  '      MT  J^  ' 

d'où 

MF'^M'F'^      p.p.     • 

Or  d  est DoequaDlité constante,  puisque  la  droite  PF  est 
file. 


p,  p. 


D'après  ce  qui  Tient  d'élre  démontré  ,  le  rapport 

â 

est  ausai  constant  et  égale  -. 
\  P 

Donc  le  théorème  énoncé  est  démontré ,  et  la  somme  oon- 

stante  des  rapports  dont  il  s'agit  est  égale  à  —  »  ^représen- 
tant la  distance  an  foyer  de  la  droite  fixe  considérée. 

Remarque  i^.  D'après  l'eipression  de  la  valeur  de  hi 
somme  constante ,  on  voit  que  la  valeur  de  cette  somme  ne 
dépend  aucunement  de  l'inclinaison  de  la  droite  considérée , 
mais  simplement  de  la  distance  au  foyer. 

Remarque  â^  Si  d=:pj  la  somme  constante  est  égale  à 
2  ;  ce  qui  est  facile  à  concevoir  d'après  la  nature  même  de  la 
parabole. 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  102.  (V.  p.  870.) 

9AM  V.  afSWTIOli, 

élére  en  gpécialei. 


Quatre  points  sont  sur  une  même  circonférence  ;  dam 
chacun  des  triangles  formés  j^ces  quatre  points  trois  à  trois 
existe  un  point  de  rencontre  des  hauteurs  :  ces  quatre  points 
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de  repooDire  sont  sur  une  même  circonférence  égale  à  la^ 
première. 

I.  Lemme.  Dans  lout  triangle,  la  distance  du  cercle  cir- 
GODscrit ,  à  l'un  des  côtés  y  est  égaie  à  la  moitié  du  segment 
de  la  hauteur  parallèle  à  cette  distance  ;  segmebi  coa»pris 
entre  le  sommet  et  le  point  de  rencontre  des  tn>fs  hauteuirs. 

Soit  un  triangle  ABC  dans  lequel  O  est  le  point  de  renoontre 

des  hauteurs,  C  le  centre  du  cercle  circooscrit,  je  dis  que 

rv,^       AO    ^^       BO 
nous  aurons  :  (lE  =  -— ,  OD  =  -    . 

En  effet,  joignant  ED ,  nous  aurons  deux  triangles  (y DE , 
AOB  qui  sont  semblables  ;  donc  nous  aurons  : 
0'D:BO::DE:AB::0'E:BO. 

Mais  ED  =  ^;?  ;  donc  0'D=  —  ,  0^=— 
2  2   '  2 

Il  en  est  de  même  de  la  troisième  distance. 

II.  Soit  un  quadrilatère  inscrit  ABCD  *.  E,  G  ,  F ,  U  sont 
les  points  d'intersection  des  hauteurs.  Il  suffit  de  démontrer 
que  le  quadrilatère  EGFH  a  ses  côtés  parallèles  et  égaux  è 
ceux  du  quadrilatère  donné. 

l*"  Je  vais  démontrer ,  par  exemple,  que  EG  est  parallèle 
à  AB  :  d* abord  AG  et  BE  ^nt  parallèles  ;  il  faut  donc  prouver 
que  BE  =  AG. 

Or ,  d'après  le  lemme  précédent,  O  étant  le  centre  du  cercle, 
nous  avons  BE= î  01 ,  AG  =  2  01  ;  donc  BE  =  AG.  Démon- 
trons encore  que  FH  est  pai^allèlc  à  DG  :  il  faut  faire  voir  que 
CH  =^  DF.  Or  DF  =  20K  ;  CH  =  20K  ;  donc  DF  =  CH. 

2®  La  circonférence  circonscrite  à  ce  nouveau  quadrilatère 
est  égale  à  la  première.  En  effet ,  si  nous  prenons  les  deux 
triangles  GEH,  ADB;  ces  deux  triangles  sont  égaux,  et 
quand  deux  triangles  sont  égaux ,  les  rayons  des  cercles  cir- 
conscrits à  ces  triangles  sont  égaux. 

Le  théorème  est  donc  entièrement  démontré. 


Si  le  quadrilatère  a  deux  angles  droits ,  la  démonstratîoii 
est  Immédiate. 
Le  quadrilatère  est  alors  BFUE. 
DF  étant  perpendicalaire  à  BC  sera  parallèle  à  AB  : 
BE  étant  perpendiculaire  à  ÂD  sera  parallèle  à  DC  : 
BF  sera  de  môme  parallèle  à  AD ,  ainsi  que  DE  à  BG. 
(ProehainemefU  la  soltUion  du  problème  101^  par  le  même.) 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  98  (p.  368). 

9AB,  M.  nvai  BXWDSa, 

élèTe  en  élémenuires  da  collège  Chariem«gne  (inftUioUoB  FaTard). 


Soit  n,  le  nombre  des  faces  triangulaires  ;  n^  celui  des  faces 
qnadrangulaires  d*un  polyèdre ,  et  N  le  nombre  des  diago- 
nales du  polyèdre ,  faisant  : 

«3  +  2«4  4-3/t,-f  ...  =  L 
i  .3.»,  +  2,4»4  -h  3.5.115  +  4.6/ie  =  M 
on  a 

8N  =  (2+  L)(4  +  D  —  4M. 

Si  ^3  est  le  nombre  des  faces  triangulaires ,  n^  celui  des 
faces  quadrangulaires,  etc.,  on  aura  en  appelant  H  le  nombre 
des  faces  : 

H=«3  +  «4  +  '»$+— 

Le  nombre  des  côtés  de  tous  ces  polygones  réunis  sera 

3/ïi  +  ^'*4  +  5'*5î  etc., 

comme  deux  de  ces  côtés  réunis  forment  une  arête ,  on  aura 
en  appelant  A  le  nombre  des  arêtes  : 

2A  =  3/t,  +  i«4  H-  5/t,  +. . . 
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Remarquons  que  le  nombre  des  diagonales  que  Ton  peut 
mener  dans  un  polyèdre,  est  égal  au  nombre  des  ligues  qui 
joignent  tous  les  sommets  deux  à  deux ,  diminué  du  nombre 
des  arêtes  et  du  nombre  des  diagonales  que  Ton  peut  mener 
dans  chaeuoe  des  faces  ;  cela  posé ,  cherchons  chacun  de  ces 
nombres. 

Soit  S  le  nombre  des  sommets  ;  le  nombre  total  des  droites 

SfS—  i) 
qui  joignent  les  sommels  est  évidemment  — —- — 

Noas  connaissons  le  nombre  A  des  arêtes  ;  il  reste  à  avoir 
le  nombre  des  diagonales  que  Ton  peut  mener  dans  chaque 
face. 

Or ,  le  nombre  des  diagonales  que  Ton  peut  mener  dans 
un  polygone ,  est  égal  au  nombre  des  lignes ,  joignant  deux 
à  deux  tous  les  sommets ,  diminué  du  nombre  des  côtés  de 
ce  polygone  ;  donc  :  pour  avoir  le  nombre  de  diagonales  que 
l'on  pourra  mener  dans  les  faces  réunies  du  polyèdre,  nous 
prendrons  chacune  de  ces  faces  en  particulier,  et  du  nombre 
des  lignes  joignant  tous  les  sommets  deux  à  deux ,  nous  re- 
trancherons le  nombre  des  côtés ,  et  nous  ferons  la  somme  ; 
nous  avons  ainsi  : 

Pour  les  faces  réunies 

3.2        .4.3       ,5.4  ^  *  e. 

ou 

3.2        ,    4.3        ,    5.4 

doue ,  un  aura 

^,       S.(S— 1)        ^        /3  2       ,4.3       ,  „,\ 

d'où 

S.(S— 1)      (3.2       4.3  ,(3         4  \ 
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|i.3.n3  +  2-4u,+ 3.5/1,  +  .. ..j. 

Multipliant  par  8  de  part  et  d'autre  r 

8N  =  2S.(2S— 2)--4.M: 

en  prenant  la  notation  indiquée  dans  l'énoncé  ;  or ,  le  théo- 
rème connn  d'Euler  donne  : 

S  =  A  — H-f-2 
2S  =  2A— 2H  +  4 
or 

2A  — 2H  =  n,  +  2«4  4- 3/1, +....  =  L 
donc 

8N=  (2A  -  2H  +  4)  (2A  —  2H  +  2)  —4M 
8N  =  (L  +  4)  (L  +  2)  —  4M ,  c.  q.  f.  d. 


DIVISION  ABREGEE. 

(V.  p.  348.) 


PAR  M.  mroK, 

docteur  es  sciences,  professear  à  l'École  d'artillerie  et  au  collège  de  Sirasboarf. 


Relativement  à  ma  discussion  de  la  division  abr^ée,  j'ai 
reconnu  que  -le  cas  particalier  où  Ton  trouve  un  quotient 
partiel  é^al  à  10 ,  peut  se  simplifier  considérablement. 

Je  dis  que  si  on  trouve  un  quotient  partiel  =  10  ,  on  peut 
conclure  qu'en  prenant  9  pour  ce  quotient  et  pour  chacun  des 
suivants ,  on  a  le  quotient  total  à  une  unité  près  en  moins. 

En  effet ,  conservant  mes  notations  antérieures ,  je  nomme 
cr  le  chiffre  du  quotient  partiel  qui  =  10  ;  de  deux  choses 
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Fane  *.  oa  Cr-.i  est  en  excès,  où  il  est  en  défaut,  dans  chaque 
cas  l'erreur  est  <;  |.  Mais  si  cr  =  10 ,  c'est  que  Cr-i  aug- 
mente d  une  unité,  et  devient  excédant.  Donc,  k^  quotient  10 
est  trop  grand. 

Si  Cr-i<  9 ,  le  quotient  deyient  =  <  9 ,  et  on  rentre  dans 
le  cas  principal.  Si  Cr^i  =  9,  il  devient  =  10,  etcr^a  aug- 
mente de  1  etc.  i  enfin  ,  si  c.  s  9 ,  il  devient  10 ,  et  S  devient 

=c.  X  rf.  X  10<-«  =  rf.  X 10% 

quantité  <  D<  x  10»  et  <  D.  Donc ,  le  reste  est  < D ,  et  le 
quotient  est  exact  à  une  unité  près  ;  d'ailleurs  il  est  en  exeès. 
Si  donc  au  lieu  de 

Cr  =  10,  Cr+i=0,....Ci=0, 
on  prend 

Cr  =  Cr^t  =  etc.  =  c,  =  9 , 

on  a  le  quotient  en  moins  à  une  unité  près. 


RECTIFICATION  DE  LA  COURBE 

qui  œm>e  les  génénUrices  d'un  cane  quelconque ,  80u$  un  angle 
constant. 


FAa  M.  TuaQVAir , 

proCefseor  au  oolléfe  royale  de  Pontivy. 


Je  placerai  Torigine  des  coordonnées  au  sommet  du  cône, 
et  je  prendrai  les  axes  rectangulaires. 
Alors  la  distance  d'un  point  quelconque  (xj'z)  de  la  courbe 

a  l'origine  sera  V^  x*  -{-y  -j-  z* ,  et  les  angles  que  fait  avec 
les  trois  axes  la  génératrice  qui  passe  par  ce  point ,  auront 
pour  cosinus 
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\/x'+y+z''  S/jc'+y+z^'  i/x^j^y+z^' 

on  sait ,  au  reste ,  que  les  angles  de  la  tangente  à  la  courbe 

dx    dv    dz 
avec  les  axes  ont  pour  cosmos  -j- .  4-.    -j-. 

as      as      as 

Donc ,  si  on  appelle  m  le  cosinus  de  l'angle  constant  que 
la  courbe  fait  avec  chaque  génératrice ,  on  aura  : 

xdx+ydy-^zdz  xdx  +ydr  +  ^^ ,^ 

— •  =  m ,  ou  iz=^ —  =  mas  , 

Vx'+y+z*  ds  |/ar'+,r'+  «* 

d*où  r  \/x'+y+'?  ^ims-^-c, 

c  étant  une  constante  arbitraire. 

Si  j:,  ,^,,  z,  et  x.,  r,,  s,  sont  les  coordonnées  de  deux 
points  de  la  courbe  auxquels  correspondent  les  arcs  5,  et  s, , 
on  aura  pour  l'arc  compris  entre  ces  deux  points  : 

yx\+y\  +  Z'^  -  yx\+J'\  +  z\  =/7»  (5"  -5'). 

Prenons  maintenant  deux  droites ,  oX  et  oY,  qui  fassent 
entre  elles  un  angle  dont  le  cosinus  soit  m,  prenons  sur 

oX;oP=V/<T?r=R\  et  oQ=\/x\+y\  +  z\, 
puis ,  par  les  points  P  et  Q  ,  menons  les  perpendiculaires 
PM  et  QN ,  la  partie  MN  do  ta  droite  oY  sera  la  longueur 
de  Tare  5, —  5,. 


THÉORÈME  DE  M.  GAUSS 
sur  les  lignes  géodésiques^   géj^ralisé   et   géométriquement 
démontré  par  M,  Jacobi  (Journal  astronomique  de  Schu- 
macher. 1813,  p.  115). 

ObservaUon.  Dans  tout  ce  qui  suit ,  nous  supposons  que  la 
sphère  a  lunitc  pour  rayon. 
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I.  Lemme.  Soit  BACDE  (fig.  65)  un  polygone  sphériquê 
quelconque,  ajant  les  angles  rentrants  C,  D  plus  grands  que 
deux  droites ,  et  pour  fixer  les  idées,  nous  supposons  que  le 
polygone  est  un  pentagone  ;  soit  S  Taire  du  polygone,  on  a 
S  =  B+C  +  D  +  E4-  A  — 3.180;  désignant  par /n  et  n 
les  angles  formés  respectivement  par  le  prolongement  de 
fiC ,  avec  CD ,  et  le  prolongement  de  CD  avec  DE;  il  vient 
S  =  B  +  m  +  rt-f-A-|^E— 180  ;  on  aura  même  résultat , 
quel  que  soit  le  nombre  des  angles  rentrants. 

Observation.  Si  le  polygone  est  concave  vers  son  enve- 
loppe, on  aurait  S  =  A-)-B  +  E-f  180® — m—n. 

Corollaire  I.  Lorsque  OCDE  représente  une  courbe  sphé- 
rique  présentant  toujours  sa  ci)ncavité  vers  les  arcs  des 
grands  cercles  BA,  AE,  les  angles  m  ci  n  sont  des  angles 
de  contingence ,  et  si  on  désigne  par  T  la  somme  (quantité 
finie)  de  tous  les  angles  de  contingence,  S  désignant  Taire 
sphérique  comprise  dans  les  triangles  BAE  formé  par  deux 
arcs  des  grands  cercles  et  la  ligne  sphérique,  on  aura 
S  =  B+A+E  +  T—  180°. 

Corollaire  2.  Si  les  arcs  des  grands  cercles  sont  tangents 
en  B  et  E ,  à  la  ligne  sphérique  les  angles  B  et  E  sont  nuls , 
et  Ton  a  S  =  A  -f-  T  —  1 80  ;  si  la  courbe  présente  sa  conca- 
vité ,  on  aurait  S  =  A  -|-  180°—  T. 

II.  Lemme,  {Fig,  66.)  Soit  MN  une  ligne  sphérique  tour- 
nant sa  convexité  vers  la  même  ré{i;ion;  pour  tous  les 
points,  M,  I,  ]',  N  menant  normalement  dans  le  même 
sens  des  quadrants  ;  les  extrémités  de  ces  quadrants  forment 
une  seconde  ligne  sphérique  /nn,  polaire  à  la  première. 
Chaque  angle  de  contingence  formé  par  les  quadrants  in- 
finiment voisins  Ii,  Vi\  est  représenté,  à  un  infiniment  petit 
du  second  ordre  près,  par  Taire  de  Télément  ITu';  donc 
la  somme  de  tous  les  angles  de  contingence  T  est  égale 
à  l'aire  sphérique  comprise  dans  le  quadrilatère  MNnm , 


formé  par  la  ligne  IVIN  ,  sa  polaire  mn,  et  les  quadrants  ex- 
trêmes Mm,  N/i. 

Corollaire  1 .  Prolongeant  le  quadrant  rN  jusqu'à  ce  qu'il 
rencontre  en  A  le  quadrant  M/n ,  l'aire  du  quadrilatère  se 
décompose  en  deux  triangles  NAM  et  knm  \  or,  d'après  le 
corollaire  2  du  lemme  précédent ,  l'aire  de  AMN  est  égale  à 
T+A— 180;  doncT  =  T4- A  — 180  +  aire  Amn;  donc 
aire  kmn  =  180  -•  A  =  angle  i»AN. 

III.  Théorème.  Etant  donnée  dans  Tespace  une  courbe 
quelconque  p,  si ,  par  le  centre  d'une  sphère,  on  mène  des 
rayons  parallèles  aux  rayons  de  courbure  de  la  courbe ,  on 
forme  un  cône  coupant  la  sphère  suivant  la  ligne  mn  (fig.  66); 
si  par  le  centre  on  mène  des  droites  parallèles  aux  tangenCes 
à  la  ligne  pv ,  on  formera  un  second  cône  rencontrant  la 
sphère  suivant  la  ligne  M N,  polaire  par  rapport  kmn;  en- 
suite, si  par  le  centre  on  mène  deux  plans  respectivement 
parallèles  aux  plans  osculateurs  en  p.  et  en  v ,  on  aura  les 
deux  seconds  grands  cercles  MAm,  ANn  ;  alors  l'aire  du 
triangle  Anm  est  égale  à  l'angle  A ,  c'est-à-dire  au  supplé- 
ment de  l'angle  des  deux  plans  osculateurs. 

Démonslralion,  C'est  le  corollaire  du  lemme  II. 

Exemple.  Si  la  ligne  dans  l'espace  est  une  trajectoire  loxo> 
dromique  tracée  sur  un  cône  droit ,  tous  les  rayons  de  cour- 
bure sont  parallèles  à  un  même  plan  ;  par  conséquent ,  la 
ligne  mn  devient  un  grand  cercle ,  et  l'aire  du  triangle  Anm 
étant  égale  à  l'angle  A,  il  s'ensuit  que  les  angles  m  et  n  sont 
supplémentaires ,  ce  qu'on  voit  aussi  à  priori. 

IV.  Théorème.  (Fig.  67.)  Étant  donné  dans  l'espace  un 
triangle  ABC,  formé  par  trois  courbes  quelconques ,  mais 
assujetties  à  la  condition  qu'à  chaque  sommet  les  directions 
des  deu\  rayons  de  courbures  des  courbes  qui  s'y  coupent 
se  confondent.  Si  par  le  centre  d'une  sphère,  on  mène  des 


parallèles  à  tous  les  rayons  oscalateurs  des  (rois  courbes,  on 
formera  on  triangle  sur  la  sphère ,  dont  Taire  est  égale  à  la 
diflérence  entre  ia  somme  des  trois  angles  do  triangle  ABG 
et  deux  angles  droits. 

Démonsiraiion,  Soit  ab,  ba,  ca^  les  lignes  spbériques  cor- 
respondant aux  lignes  AB ,  BG,  CA  dans  l'espace;  ap  est 
Tare  da  grand  cercle ,  trace  spbérique  do  plan  mené  par  le 
centre  parallèlement  an  plan  osculateur  en  A,  à  la  courbe  AC, 
et  ay ,  l'arc  dn  grand  cercle  correspondant  au  plan  oscnlateor 
en  A ,  à  la  courbe  AB  ;  de  sorte  que  ay^  by  sont  les  grands 
cercles  relatifs  aux  plans  osculateurs  extrêmes  de  la  ligne 
AB ,  et  ainsi  des  autres  ;  et  soient  6,y,^les  intersections  des 
grands  cercles  dans  Fintérieur  du  triangle  abc ,  on  a  l'iden- 
tité géométrique  suivante  entre  les  aires  : 

aby  +  bcT.  -f-  ca^  —  abc  =  agy  -\-  ^ea  -{-  c/j5  —  efg. 

En  vertu  du  corollaire  du  lemme  II,  on  a  aby  =.  angle  y, 
el  la^  étant  un  triangle  spbérique  ordinaire ,  on  n  : 

Substituant .  dans  cette  identité ,  aux  aires  leurs  valeurs  an- 
gulaires ,  il  vient ,  toutes  réductions  faites  : 

tf^c=: 2.180  —  ang.  aby —  ang.  pc«  —  ang.  yx^ 

=(180*— ang.û^7)+(180*— pca)+(180*— 7ap)— 180"  (1), 

ou  180''  — a^  estTangle  formé  par  les  deux  plans  oscula- 
teurs en  A  aux  courbes  AB  et  AG ,  et  couune  les  rayons  de 
courbure  ont  même  direction ,  il  s'ensuit  que  cet  angle  est 
aussi  celui  des  tangentes  en  ce  point  aux  deux  courbes,  ou  a 
l'angle  des  deux  courbes  ;  donc  l'équation  (1)  renferme  l'é- 
noncé du  tbéoréme. 
Corollaire,  Lorsque  les  trois  courbes  données  dans  l'espace 
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soDt  los  lignes  los  plus  courtes  sur  uoc  surface ,  elles  reoh 
plissent  la  condition  d'avoir  aux  points  d'intersection  do 
rayons  de  courbare  coïncidents.  On  obtient  alors  le  célèbre 
théorème  démontré  la  première  fois  par  M.  Gaoss,  dans  ses 
Disquisitiones  générales  circa  super fieies  curvas  ^  etc.,  théo- 
rème qu'on  peut  énoncer  ainsi  :  Si  sur  une  surface  quel- 
conque on  forme  un  triangle  avec  trois  lignes  de  plus  courîe 
distance  (lignes  géodésiques) ,  et  qu'on  mène  par  le  centre 
d'une  sphère  des  parallèles  à  toutes  les  normales  à  la  surface, 
correspondant  aux  points  du  triangle,  on  formera  sur  la 
sphère  un  contour  fermé  dont  l'aire  est  à  celle  de  la  sphère 
comme  la  différence  de  la  somme  des  trois  angles  du  triangle 
gêodcsiqne  à  deux  angles  droits ,  est  à  huit  angles  droits, 
différence  qui  est  en  excès  si  la  surface  est  concave  vers  une 
région,  et  en  défaut,  si  ce  cas  n'a  pas  lieu.  L'illustre  directeor 
de  l'Observatoire  de  Gœttingue  a  démontré  ce  théorème  à 
l'aide  du  calcul  intégral ,  et  M  Jacobi  on  a  généralisé  re- 
noncé en  l'appliquant  à  des  courbes  quelconques  et  par  la 
voie  géométrique  ;  il  a  même  donné  la  plus  grande  extension 
possible,  en  prenant  des  courbes  quelconques,  assujetties  à 
aucune  condition ,  par  le  théorème  suivant  : 

IV.  Théorème  3.  Soit  dans  l'espace  un  triangle  ABC  forme 
par  les  trois  courbes  BC ,  CA,  AB  ;  du  centre  d'une  sphère, 
le  rayon  =  1  ,  on  mène  des  parallèles  aux  rayons  de  cour- 
bure des  trois  courbes  ;  on  obtient  sur  la  sphère  trois  autres 
courbes ^c',  ca'.  ab\  (c  et  c' ne  se  confondent  plus);  am 
deux  extrémités  de  chacune  de  ces  courbes  on  mène  des 
grands  cercles  b^ ,  dy ,  cy,  ^r'a,  ^a,  b"fi^  dont  les  plans  sont 
parallèles  aux  plans  osculatours  menés  en  B  et  C ,  G  et  A, 
A  et  B  aux  courbes  BC  ,  CA ,  AB  ;  par  exemple  :  bp  est  pa- 
rallèle au  plan  osculatnur  B  au  côté  BC  et  C  ;  alors  l'air'  <?o 
l'ennéagone  spbérique  ab'pb&'^ea'oa^  dont  trois  côtés  bc\  ca . 
ab'  sont,  î*cnéra1ement  parlant ,  des  courbes  à  donbie  cour- 
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tnire,  ti  doni  les  six  aoires  côtés ,  <ia ,  €i'«,  b'fiy  Vp ,  cy,  e'7, 
sont  des  arcs  de  grand  cerde,  est  égale  à  l'excès  sar  deux 
angfes  droits  de  la  somme  des  angles  que  les  plans  oscida^ 
tears  forment  ensemble  aux  sommets  da  triangle  AB',  od 
égal  à  angle  aaui'  -|-  angle  b^b^  4-  angle  cytf  —  1 80*. 

DéttumiiraiUm.  C'est  nne  conséquence  du  théorème  P'. 

CaroUaire.  Si  les  trois  courbes  énoncées  sont  planes  (sans 
être  dans  un  même  plan),  alors  les  courbes  bd^  caf,  aV  de- 
viennent aussi  des  grands  cercles ,  et  les  trois  arcs  p6,  bé^  c^ 
appartiennent  an  même  grand  cercle .  et  il  en  est  ainsi  des 
arcs  7c,  ci^^  a'oL',  «a,  ab/^  b'^^  et  l'ennéagone  se'  réduisant  an 
triangle  sphérique  ordinaire  otjdy,  on  parvient  à  l'expression 
connue  de  l'aire  du  triangle  sphérique. 

Y.'Théoréme^.  Unecourbe  continue  quelconque,  mais  fer- 
mée, étant  donnée  dans  l'espace ,  si  par  le  centre  d'une  sphère 
on  mène  des  rayons  parallèles  aux  rayons  de  courbure,  les 
extrémités  de  ces  parallèles  forment  toujours  une  conrbe , 
qui  partage  la  surface  de  la  sphère  en  deux  parties  équiva- 
lentes. 

Démansiralion.  Ce  beau  théorème  est  aussi  une  consé- 
quence immédiate  du  théorème  1''. 

Observation.  Le  mémoire  de  M.  Jacobi  est  daté  de  Kœ- 
nigsberg,  16  octobre  1842. 


LIEU  GÉOMÉTRIQUE 

d'un  point  d&ni  les  trois  polaires^  par  rapport  à  trois  coniques^ 
dans  un  même  plan  passent  par  le  même  point.  ^ 


Cas  particulier. 
i .  Soient  deux  coniques  M  et  M'  semblables  et  semblable- 

Aim.  OK  Matiém.  IY.  ^5 
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meftt  situées  ;  prenons  le  centre  d'homokigie  pour  ongine ,  et 
deux  axes  conjugués  pour  les  deux  coniqaes  ;  et  soient  en- 
core nne  troisième  ooniqae,  où  ces  ménies  axes  sont  con- 
juguéSi  nous  aurons  : 

Ay+Ca:'+I>K  +  Er  +  F=0, 
équation' de  la  conique  M  ; 

4^*  ^  Cr* -f /»Dr -f  «Er + n*F  =0 , 
équation  de  la  conique  M'; 

Soient  ar',y  les  coordonnées  d'un  point  situé  dans  le  plan 
des  coniques  ; 

Les  équations  des  polaires  de  ce  point  respectivement  par 
rapport  aox  coniques  ]M,M',M"  sont  : 

rpAy+Dl+xfaCx'  +  EJzs— Btr'  — Ea/— 2P       (!) 

y  (2 V  +  «D)  +  X  [2Cj:'  +  «E  =—  n  [D^'+Ej/  +2nF]  (2) 

y  [2Ay  +  Dq  4.x  [2Cr'  +  E'l  =  — Wy— Fx»— 2F'     (3> 

On  dédoit  des  équalions  (i)  et  (2)  : 

_Gr'(Dy  +  Ey  +  3F)4-FE(n+t) 
^-  ASy  —  CDx' 

_      Ay(Eir'  +  Rr'+2F)4-DF(ii+l) 

Substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  (3)  il  vient  : 

[D/H-E-r'+aF]  [Cy(2Ay+D')— Ay[2C'j^+ET 

+  F(/i-h  i)  [2A'Ey  ^iyE'-2CDV— DE1  + 

+(Dy  +  Ex'  +  21^)  (  AEy  —  Ciy]  «=  0  ; 

réunissant  les  termes  du  troisième  degré,  il  vient  : 

2  (A'G  -  AC»'  (Dk'  +  Er*). 

Donc ,  Si  l'on  a  A'C  =  AC^  le  lieu  géométrique  n'est  ptas 
que  du  second  degré. 


C&rottaire,  Si  les  trois  coniques  sont  des  cercles  ;  dors 

«t  le  lieo  géomélriqiie  devient  •. 

y  [VE -^ ED]  +  x'  [D'E—  E'D]  +  ^[nFE'  +  FE] 

2x[nFD'  +  F'D] 

—  («  +  i)DFF=05 
équation  d'nnoerde. 

OisertHiIJoti.  Dans  le  cas  général ,  les  coniques  étant  quel- 
conques» le  lieu  géométrique  est  une  ligne  du  Iroisiènie 
degré  ;  nous  la  donnerons  ailleurs.  (F'.  Durrande.  jénnale$ 
4e  Gtrgaime,  t.  XVI ,  p.  IIS-If  7.)  Tkn. 


PRINCIPALES  PROPRIETES 
éPun  9yUéme  de  ienHUes. 

D'après  M.  Mttbius,  profescear  à  Leipiig.  (Orelle,  t.V,  p.ji3;  iSSO.) 


I.  Lbuiib.  Soit  la  fraction  continue  : 

"      d,  etc. 

Faisant  [a,  /?]  =  a/>  —  1  ;  [a,  6,  c]  =  [a,  é]c  —  «  ; 
[a,  b, c, d]  =  [a,  b,c\d  —  [a,  6]  ; 
[a, 6,  c,  li,  c]  =  [a,  h, c\  d\t-- \a,  b^ c\ , 

et  ainsi  de  suite,  on  a  : 

.  [é,c.rf....A] 

[a,6,r,rf..  .*V 


e(  Fon  a  le$  identités  :    , 

Ces  fonnaled  sont  démontrées  dans  les  Blémenls. 

II.  LufMB.  Soît  a  la  distance  de  Tobjet  an  centre  de  la  len- 
tille ,  et  fr  la  distance  de  rimage  au  même  point  ;  Tobjet  et 
rimage  étant  dans  Taxe  \  si/ est  la  dislance  focale  princi|Nile 

de  la  lentille  ;  on  a  -4--r=-T:.  {r&ir  les  traités  d'optique.) 
A.  ^yUème  de  Imtilleê^  robjei  éiani  dant  taxe  eu  Wj/Mme. 

NoUtions. 

III.  Soient  P.,  P.,  .  ..  P».i ,  P»  les  centres  des  lentilles» 
tous  sor  une  même  droite  : 

A  Fobjet  devant  la  première  lentille  P, ,  A,  l'image  entre 
P.  et  P,  ;  A.  rimage  entre  P,  cl  P, ....  ;  A»  devant  le  dernier 
verre  V%  ;  faisant  : 

AP,  =  a,;  AjP.  =  a.;  A.P,  =  a,;  ....  A|»-iP«asa«; 
P.A.  =  *.î  P.A.=  ^     •P»A|»  =  6„ 

A.,  A,  .  •.  ^i  étant  les  distances  respectives  des  lentilles 
P,,P,î  P.,  P,....Pi,.|Pii,  onanra: 

Si  nous  désignons  par  g, ,  ^, ,  ^, . . ..  ^»  les  valeurs  récipro' 
qnLe$  des  distances  focales  des  lentilles ,  on  aura  (  Lcmme  II)  : 

Observiaiim,  Les  signes  de ^„  ^, ....  sont  déterminés  par 
la  forme  concave  ou  convexe  des  lentilles. 

De  même  pour  ^,,  fr. ....  etc.;  mais  A.,  A, ....  sont  ton- 
jours  à  prendre  avec  le  signe  -)- 


Lieu  de  la  dernière  image. 
IV.  Oo  déduit  facilement  de  ces  deux  systèmes  d'iéquaiiou 

et  enfin 

ign,  hn^i,  gt^t ....  h,,g,,  a,] 

[^i*>  Vi ....  à^fg,]  fl.—  [^»,  A»-i  ..•.  AJ       "" 
_[go^My.  ...^ilfl,— [A,,g,....^i] 

Faisons  [g^,,  A.....  Ai..]  =  H<;    [A.,g^. ....  A,.,]  =  ^Li, 

[«^M  ^  ....«^t-  ij  =  Mt  i      [A„gr, ....  g^4.,]  =  -  N»; 
on  aura  : 

Celle  expression  ^  été  donnée  sous  cette  forme  jîar  U- 
grange  (  M.  de  Berlin ,  i  778  et  1 803  )  : 

pour  fl.  =  x,  on  a  An  =  î?^5 


et  pour  bn=:  «,<?.=  —  ^-=± 


Mn+i 


Cateu/de  H, M,  L,N. 

Première  méthode. 

V.  Les  calculs  de  ces  quantités ,  qui  ne  dépendent  que  de 
la  construction  de  la  lunette,  s'abrègent  au  moyen  de  ces 
relations  faciles  à  trouver  : 

Hi+.i  tssA^Mi+i  —  H», 
Lhi  =AiN»+i  —  Li> 
Mi^i  =  gitli  —  Mk, 
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GoDoaissant  les  résultats  pour  n  leDtUies,  oir  eo  dédiiir 
ceux  pour  it-f-  <  lentilles. 

Deuxième  méUiode. 

Les  quantités  renfàrfnées  ^tre  les  pareuthjèscs  (  )  repré- 
sentent les  valeurs  de  fractions  èbnClnaes  ;  ainsi  ^ 

gu  K'^ijgJ 

Faisant  donc: 

A, =a;    jr. =  Pi   «.—  5=7;  «■» =»0r 

^.  «  P  7 

«»n  aura.  : 

H.  =  cv.;  H,  =  7p«y.;  et  M,  =  Ér.;  M,  =  pay...,.  etc. 
Et  faisant  de  même  : 

on  aura  : 

—  N,=  l*A.5   —  W^=irvfx*,  ....;— L,  =  ^,j   — L,  =  »jaA; 
—  L^  ^  f  7ry(AA. 

Cette  méthode  est  de  M.  Gabrio  Pioia  (Éphémérides  de 
Milan,  tSdS). 

B.  JL'el9«l  ii'Mii/ |Mis  dMs  i'osre  dii  jysléiii€. 

Notaiioi». 

Yl.Soil  G  le  lien  de  Tobjet;  C.  le  lieu  de  la  première 
hnage  entre  P.  et  P,  ;  (].  le  lien  de  Timage  entre  P,  et  P« ....  ; 
et  C»  le  lieu  de  la  dernière  image  devant  P»  :  et  on  sait»  par 
les  principes  de  dioptrique,  que  C ,  P.  et  G.  sont  sur  une 


-^  OTt  — 

mtee droite,  ainsi qoeC.,  P.,  C.,  etc. ,  detortequeloiis oes 
points  sont  dans  an  même  plan  passant  par  Taxe.  Prenons 
»ar  l'axe  une  distance  PA  =  PC  ;  ou ,  ce  qui  dans  le  cas  ac- 
tuel revient  au  même,  abaissons  la  perpendiculaire  CA  sur 
Taxe;  de  même  les  perpendicolaires  CA?  9>^«î  C»A»; 
A,  A,  9  A,....  An  représentent  les  mêmes  points  qne  ci^essos, 
et  nous  conserrons  les  mêmes  notations.  Faisons  do  plos  : 

AC  =  c;  A,C.  =  <?.;  Afi.^c,   ...  KnCm  =  Cn; 

on  a  évidemment  : 

_£_ ^  .    iL__^ 

don 

^»  6,  .  6 b% 

Or  fr<  =ï     Ht^,  -h  L» 


doù 


don 

car  M,  =  0;    N,  =  l  ; 

et  cn  =  ^    ^^'^"!,      .      C.  Q. F.  T. 

C.  Prapriéiéi  analoguis  éCune  lenHlle  et  d'un  gyêiême  de 
lentilles. 

Une  lantUle. 

VI.  Soit  A  l'objet  placé  devant  la  lentille  P,  et  fi  son 
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image  ;  F  k  foyer  priaci|Ml  de  la  lenUUe  P  du  côté  de  r<rtiict 
A,  et  G  k  foyor  principal  da  cô(é  de  rimage  ;  de  sorte  que 

PFsPG=:/. 

Faiaoo»  AP  =  a;  BP=&;  oo  aura  : 
T"'"T  =  7'    AF  =  «-/=,i    GB  =  t-/=?, 

d'oà: 

_       a  a        y        *     /« 

r  esi  égal  aa  diamètre  de  l'objet  divisé  par  le  diamètre  de 

l'image.  Appelant  F  le  premier  fojer  principal  et  G  le  second 
foyer,  nous  avons  ce  théorème  .- 

«  La  distance  focale  d'âne  lentille  est  moyenne  proportion- 
ndie  entre  la  distance  de  l'objet  an  premier  foyer  et  la  dia- 
tance  de  l'image  an  second  foyer.  Le  diamètre  de  l'objet  est  à 
celai  de  Timage  comme  les  racines  carrées  de  ces  distances. 
Les  foyers  principaux  sont  com|HÎs  entre  l'objeket  l'image 
(  lentille  bi-convexe  ) ,  on  rinverse  a  lieu  (lentille  bi-oonca ve). 

Un  systéflM  de  lentilles. 

YII.  Reprenons  les  notations  du  paragraphe  III. 
Faisons  A,=p-f-«j  àn=q  +^; p^  q,  et,  ^woni  qoatre 
indéterminées. 
On  a  trouvé  : 

MiHi^i*»  —  HiHïi  +  1inHàn=  U  (IV). 

Remplaçant  a,  et  On  par  leurs  valeurs,  il  vient  : 

=  L»—  MiH-j/79  +  Hnp  —  Nn+iy. 
Faisons      M^t  7  —  H»  =  0  ;    Mf^tp  +  N»+i  =  0  ; 
réquatioo  se  réduit  à  : 

M«+iap  =  Ln+Hii^i. 
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et  éliminaDl  p  -. 

D'après  les  propriétés  des  fraetiODs  continues  (f) ,  faisant 

^^ —  =  /*,  on  a  donc ,  comme  pour  une  lentille ,  a|3  =/*. 

Déterminant  donc  sur  l'axe  deux  points  F  et  6,  de  sorte 
qu'on  ait  : 

P.F=;,=  _^    et    P,6=y  =  ^. 

F  est  le  j^Tfmier  foyer  principal  du  système,  et  G  le  second 
foyer  principal  (voir  IV).  Ou  a  encore  AF.  GA»  =/",  et  on 
déduit  pour  ce  système  le  même  théorème  que  pour  une 
seule  lentille. 

Le  rapport  du  diamètre  de  l'objet  à  celui  de  Timage  = 

=  M^.«  =  ^  =  L^  y/^   =  y/^.  co-«.e 

dessus. 

D.  Télefeopes  diopirique», 

VII.  On  appelle  de  ce  nom  un  système  de  lunettes  où  les 
rayons  incidents  sur  la  première  lentille ,  ainsi  que  les  rayons 
émergents,  sont  parallèles  ;  a1orsy=:0;  donc^»=0;  et 
MiH.1  s  0  ;  Ton  a  donc  : 

bn  =  — ji^^ —  y  à  a,  =  Qo  répond  ^^  =  » ,  ainsi  que  cela 

doit  être. 

On  a  NfH.iCft  =  ( —  1)*'c  ;  donc,  quelle  que  soit  la  distance 
de  l'objet,  la  grandeur  de  Timage  ne  varie  pas« 

On  trouve  dans  les  traités  de  physique  les  conséquences 
diopiriques  de  ces  diverses  formules ,  qui  semblent  plus  sim- 
ples que  celles  que  Ton  lit  au  tome  11  du  Traité  d'Astronomie 
physique,  édit.  de  1844. 


—  OT4  — 


AN^  ONCES. 


Cours  de  Géométbib  TBioui^JB  bt  ^batiqub,  par  LeDtliéric 
(Neveu),  professeur  de  Mathématiques  à  l'École  do  génie 
de  Montpellier;  îo-8*  de  375  pages ,  IX  plan.  Utbog. ; 
Montpellier ,  1844. 

Ce  ooars  destiné  aux  oonomcnçaDts  et  aux  candidats  an  bac- 
calauréat ,  remplit  son  but.  Chaque  théorème  est  suivi  d'une 
pratique  qui  en  facilite  l'intelligence ,  et  en  fait  ressortir 
rutflilé  ;  la  méthode  est  celle  des  infiniment  petits  ;  dans  une 
note  suflBsamment  étendue,  on  donne  une  idée  de  la  méthode 
des  limites ,  et  de  celle  de  la  réduction  à  l'absurde.  11  serait  à 
désirer  que  les  principales  propriétés  des  coniques  fissent 
désormais  partie  de  la  géométrie  âémentaire  \  ces  proptîélés 
sont  indispensables  pour  apprendre  les  éléments  de  la  phf- 
sique,  de  la  oosmoigrapbie-,  de  l'aslronomie,  etc.  ;  coonab- 
sanoes  exigibles  des  bacheliers.  L'auteur  écrit  hypoîHéHMUy 
c'est  contraire  à  Tétymologie.  Un  dièdre  pour  un  angle 
dièdre  n'est  pas  non  plus  une  locution  usi(ée. 

1.  EUMBNTS  DB  Géométbib  ,  par  A.  M.  Legendre^  nouvelle 
édition ,  avec  additions  et  modifications ,  par  M.  A..  Blan- 
chet ,  ancien  élève  de  l'École  polytechnique ,  directeur  des 
Études  mathématiques  de  Sainte-Barbe,  in-8*. 
1845  ;  à  la  librairie  de  F.  Didot  frères ,  rue  Jacob,  f . 

On  rendra  compte  de  cet  ouvrage  dans  le  prochain  na- 
méro. 
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^inis  D,  E,  où  elle  reoconlre  lef  deai  premières,  on  mène  des  paraHèlei 
i  ces  langentee;  trouver  le  lieu  des  rencontres  M  de  ees  parallèles;  dé- 
montrer qae  la  tsngonte  DE  est  constamment  Yoe  sons  te  même  angle  de 
run  des  foyers,  et  que,  dans  le  cas  de  la  parabole,  les  segments  inlereep* 
tés  snr  les  portions  AB,  AG  des  tangentes  Aies  par  la  tangente  mobile, 
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ta  bissectrice  de  l'angle  de  deux  tangentes  à  l'ellipse  est  aussi  bissectrice  de 
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i«  Une  parabole  est  assujettie  à  rester  constamment  tangente  i  doux  droites 
rectangulaires  fixes .  son  foyer  glissant  constamment  sur  une  circonfé- 
rence dont  le  centre  est  k  l'intersection  des  deux  axes,  on  demande  le  lieu 
de  sou  sommet; 

2*  Une  droite  de  longueur  constante  glisse  sur  deux  axes  rectangulaires,  on 
demande  le  lieu  des  intersections  successives  de  cette  droite  avec  elle- 
même; 
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Lieu  des  intersections  successives  des  ellipses  ayant  un  diamètre  donné  de 
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par  M.  H.  Faure 3S7 

Sur  le  plan  d'une  ligne  du  second  ordre, on  donne  trois  points, non  en  ligne 
droite;  on  construit  les  polaires  de  cbacun  de  ces  points  par  rapport  i  la 
courbe:  ces  polaires  formeront,  par  leurs  intersections,  un  triangle;  en 
joint  chacun  des  sommets  du  triangle  an  pèle  du  cèté  opposé  ;  les  trois 
droites  ainsi  menées  se  coupent  an  même  point  ;  par  M.  A.  Desoos 352 

Note  de  M.  Terquem. S»4 

Dans  l'ellipse  et  l'hyperbole,  le  cercle  décrit  sur  un  rayon  vecteur  quelconque 
comme  diamètre ,  est  tangent  au  cercle  principal  ;  pour  la  parabole ,  ce 
cercle  principal  devient  la  tangente  au  sommet,  et  le  théorème  est  encore 
vrai;  par  M.  Castel 3S4 

Note  de  M.  Terquem 3sa 

!•  Si  du  foyer  d'une  parabole  on  mène  une  perpendiculaire  à  son  axe,  et 
que  l'on  prenne,  k  partir  du  foyer,  sur  cette  perpendiculaire,  deux  dis- 
tances éKsIes,  le  trapèze  formé  en  abaissant  de  ces  points  des  perpen- 
diculaires sur  les  tangentes  est  constant; 

2*  Si  Ton  prend  snr  l'axe  d'une  parabole,  et  à  partir  du  foyer,  deux  dis- 
tances égales,  et  que  des  points  ainsi  obtenus  on  abaisse  des  perpendi- 
eotalres  sur  les  tangentes,  on  formera  un  trapèze  dont  la  surface  variera 
en  raison  inverse  de  la  tangente  trigonométrique  de  Tangle  qoe  la  tan- 
gente à  la  courbe  fait  avec  l'axe,  qui  sera  par  conséquent  minimam 
quand  on  considérera  la  tangente  au  sommet,  et  qui  n'aura  pas  de  maxi- 
mum :  par  M.  F.-M.  Paignou SW 

Soixante  ihéorèmes  sur  les  coniqnes  inscrites  dans  un  quadrilatère,  et  an* 
tant  sur  les  coniques  circonscrites  i  un  quadrilatère,  et  mnémoDique  des 
six  fonctions  élémentaires  des  coefficients  do  l'équation  générale  do  se- 
cond dcgrc  à  deux  variables;  par  M.  Terquem J»* 
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Saite  da  même  article.  .  .  .  • 4M 

Rayoaa  de  courbure  dana  lea  eonlqaea  ;  par  M.  Streblke ' .  .  SM 

Lieu  des  foyers  des  ellipaea  UDgeoies  i  quatre  droites  doDDéea  par  H.  Vau  - 
qneliD 40i 

Moyeii  d'ebtenir  l'éqaation  d'âne  eovrbe  donnée  par  sa  tangente;  par 
M.  tnrqnan 4ia 

filant  données  denx  sécantes  dans  le  plan  d'une  ooniqne,  mener  par  leur 
point  de  rencontre  deux  autres  sécantes  simultanément  conjuguées,  bar^ 
UMniques  par  rapport  aux  premières  sécantes,  et  conjuguées  par  rap- 
porté la  conique,  propriétés  de  cette  construction;  par  M.  Terqnem.  .419 

Propriétés  des  lignes  aplanétiques,  leraniscates,  caustiques,  etc.;  par 
M.  Terquen 423 

Si  par  obaque  sommet  d'un  triangle  inscrit  dans  une  conique  on  mène  une 
droite  respectivement  conjuguée  au  côté  opposé,  les  trois  droites  se  cou- 
pent au  même  point  ;  par  M.  Terqnem 433 
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point  de  contact  ; 

Si  des  différents  points  d'une  corde  de  contact  de  deux  tangentes  A  une  pa- 
rabole, on  mène  denx  parallèles  aux  deu\  tangentes,  il  en  résulte  un 
parallélogramme  dont  la  seconde  diagonale  est  toujours  tangente  à  la  pa- 
rabole ;  par  M.  Léon  Anne 464 

Un  triangle  étant  situé  dans  le  plan  d'une  conique,  les  trois  droites  conju- 
guées aux  trois  cétés  passent  respeclivement  par  les  sommeis  opposés , 
et  se  rencontrent  en  un  même  point,  qu'on  appelle  point  de  rencontre. 

Un  quadrilatère  étant  tracé  dans  le  plan  d'une  conique ,  si  on  prolonge  suf- 
fltamment  les  côtés  opposés ,  on  obtient  quatre  triangles ,  cbaque  triangle 
donne  un  point  de  rencontre,  et  les  quatre  points  de  rencontre  sont  en 
ligne  droite  ;  par  M.  Terqnem SSO 
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SOLUTIONS  DBS  QUESTIONS  PROPOSÉES. 

I.  Algtiira  élénMBtaire* 
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(Question  9'2,  LIV,  p.  55.)  A  est  l'aire  d'an  polygone  règalier  inscrit  daos 
une  circonférence ,  R  Taire  du  polygone  régulier  semblable:  déaMstrer 
que  (B  -  A)  équivaut  i  Taire  du  polygone  régulier  semblable,  inserit  dane 
le  cercle  dont  le  rayon  est  le  demi-c6té  de  B,  ou  bien  è  Taire  du  palygune 
régulier  semblable ,  droonserit  au  cercle  dont  le  rayon  est  le  deoMMé 

de  A;  par  M.  J.  Blançbard IM 

Solution  du  problème  102  (p.  S70)  sur  le  quadrilatère  Inscrit;  parM-Mentisa.  6S4 
Solution  du  problème  98  (p.  Md)  sur  le  nombre  des  diagonales  d'an  pa- 
lyèdre;  par  M.  Henri  Binder <M 

ZI.  Algèbra  snpèriaiira. 

(Question  32,  t.  III,  p.  4o.)  Gomment  se  fait-il  que  l^T+ï  +  V/<-"«— * 

ne  pentaToIr  ni  racines  réelles  ni  racines  imaginaires  ;  par  H.  Gilaln.  .  .  9» 
Note  de  H.  Terqoem SM 

HZ.  Oéwnètria  analjtupM  à  teoia  dlmanaiMM. 
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chacun  des  diamètres  de  ce  cercle  on  décrive  une  ellipse  qui  ait  ce  diamè- 
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ERRATA. 

TOME  L  {Troisième  suppUment.) 

Page  393,  ligne    3,  en  descendant,  SM'M'^M"',  Usée .-  OM'M''M'': 
Page  5o*j,  ligne  11,  en  descendant,  constants, /ûe^  .•  restants. 

TO.ME  II.  {Second  suppiiment,) 
Page    38,  ligne  13,  en  remontant»  L^,  Uses  .-  L. 
Page  367,  ligne    j,  en  descendant,  A^^.,,  lises  :  A^^,. 
Page  426,  ligne    6,  en  descendant,  sin>,  lises  :  sïn'^^. 


Pa^e  4'J7,  ligne  lo,  en  descendant,  cos^\  Uses  :  nn^. 

Page  4^9,  ligne    3,  en  remontant ,  B,  lisez  :  je. 

Page  533,  ligne  xa»  en  remontant,  Amy;ot,  iiseë  .•  Amiot. 

Page  549»  iigno    ^i  «"  descendant*  il  nous  permettra  d'obteDÎ    y^ 
Uses  :  noas  obtenons* 

Page  549t  ligne    5,  en  descendant,  le  pins  grand  possible,  Itsa 
des  axes  quelconques. 

Page  549.  ligne  10,  en  descendant.  {x\y\  s'},  lUtB  .-  (x'./) 

bc  hc  __ 

Page  549«  ligne    8,  en  remontant,  '-  ILies  t  — . 

Page  55o,  ligne    6,  en  descendant,  ces»  Uses  .*  les. 
Page  55o,  ligne  13,  en  remontant.  H,  Uses  .*  M. 
Page  556,  ligne  dernière ,  une  racine  réelle ,  lises  s    m  ractba  \ 
rôelles 

TOME  III.  {Supplément.) 

Page  ilM),  ligne  4*  en  descendant,  m,  lises  t  mà'b'*. 

Page  188,  ligne  6,  en  descendant,  c,  lises:  e. 
Page  596,  ligne    3,  en  descendant,  10,  lises  t  TO. 

Page  610,  ligne  9,  en  descendant,  lien,  lises  .•  lien. 

TOME  IV. 

Page    76,  ligne    6,  en  remontant,  fournir,  lises  .-  former. 
Page     79,  ligne    5,  en  descendant,  i'i\ lises.-  dans /"(f*. 
Page    79,  ligne    5,  en  descendant,  ()Ê),  lises  :  {é'). 
Page    79,  ligne    7,  en  descendant,  de  3,  Uses  :  des. 
Page    7t),  ligne    6,  en  remontant,  am^Uses  :  n. 
Page  184,  ligne    4«  en  descendant,  m  —  3.  ajoutes  .•  points. 
Page  i85,  ligne  i5,  en  descendant,   algébriques,  lises  •*  lyiM* 
triques. 

Page  365,  ligne     3,  en  descendant,  %fdu^.  Usez  .-  3/<fu. 

Page  365,  ligne    8,  en  remontant,  m,  lises  :  — m. 

Page  365,  ligne    4>  en  remontant,  remplaces  C équatio»  ptireélt  ci: 

aV  {pu  4-  qt  ^pqY  =c  (ai»  —  q)  (3/  — ^)  (3pj*  +  3f  *  —pq}- 
Page  3oo,  ligne    3,  en  remontant ,  Ji»,  Uses  s  du. 
Page  357,  ligne    8,  en  descendant,  F,  F,  lises  t  F,  F'- 
Piige  368,  ligne  i3,  en  descendant,  +  A,  lises  .  — A. 

Page  383,  ligne    6,    en  remontant ,   «*  y  k  —  ^B  ,  Utet  t 

^V/k  ^  »/B. 
Page  383,  ligne    7,    en  remontant,      &  ^A  —  \/^%  Ussu 


s 


Page  490*  ligne  7,  en  remontant,  ^-^pfàny, ,  lises  :  (3/-f)stn>' 
Page  588,  ligne  4»  en  descendant,  angles.  Uses  :  triangles. 
Page  588,  ligne  0,  en  remontant,  faiscean.  Uses  ;  fuseau. 
Page  588,  ligne  3,  en  remontant,  ABC,  lises  :  A+  B  -l-C. 
Page  589,  ligne  s,  en  descendant,  faiscean,  lises  .•  fuseau- 
Page  58o,  ligne  7,  en  remontant,  sommet,  lises  :  lien  du  sommet 
Page  593,  ligne  5,  en  descendant,  c,  lises  :  p. 
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